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Построено нерелятивистское уравнение паулиевского типа для дублета дираковских частиц, учитывающее присутст-
вие внешних неабелевых полей. Оно детализировано в случае монопольных потенциалов Богомольного – Прасада –
 Зоммерфельда. Выполнен анализ возможности существования связанных состояний в системе. Проведено сопостав-
ление поведения дублета частиц в пространствах постоянной кривизны: Евклида, Лобачевского и Римана, откуда сле-
дует, что обычное использование в пространстве Минковского несингулярного монопольного решения является ис-
пользованием решения, более естественно связанного с геометрией пространства Лобачевского. В такой трактовке во 
всех трех пространствах связанных состояний для дублета фермионов в полях неабелева монополя не возникает. 
 
Ключевые слова: дублет фермионов, неабелев монополь, приближение Паули, пространства постоянной кривизны, 
связанные состояния. 
 
For the doublet of Dirac particles in presence of external non-Abelian fields, a non-relativistic Pauli equation is constructed. It 
is detailed for the case of the Bogomolny – Prasad – Sommerfeld monopole potentials. The problem of existence of bound 
states in the system is studied. Comparison of the behavior of the Dirac particles doublet in three spaces of constant curvature: 
Euclid, Lobachevsky, and Riemann, is performed, from where it follows that the known nonsingular monopole solution usually 
used for the case of Minkowski space is the application of a mathematical possibility more naturally related to the Lobachevsky 
space model. Within that treatment, in all three space models, no bound states for the doublet of fermions in the non-Abelian 
monopole potential exist. 
 
Keywords: doublet of fermions, non-Abelian monopole, Pauli approximation, spaces of constant curvature, bound states. 

 
 

Введение 
Как только неабелев монополь был введен 

(Хуфтом [1], Поляковым [2], Жулиа, Зи [3], 
Бэйс–Расел [4]) в научный обиход, его основные 
свойства были детально изучены. Есть два ос-
новных способа исследования монопольных 
проблем: основанный на геометрических и топо-
логических методах и другой подход, базирую-
щийся на исследовании физических проявлений 
монополей, когда они рассматриваются как 
внешние потенциалы [5]–[10]. В работе исследу-
ется поведение изотопического дублета дираков-
ских фермионов во внешнем неабелевом моно-
польном потенциале. Специальное внимание 
уделено проблеме нерелятивистского приближе-
ния в теории изотопических мультиплетов в не-
абелевых полях. В этом приближении анализ 
упрощается из-за уменьшения вдвое числа функ-
ций, связываемых дифференциальными уравне-
ниями. Выведено уравнение паулиевского типа, 
учитывающее присутствие внешних неабелевых 

полей. Оно детализировано для монопольных 
потенциалов Богомольного – Прасада – Зоммер-
фельда [11], [12].  

 
1 Уравнение Паули для дублета фермио-

нов, общий анализ 
Рассмотрим изотопический дублет дираков-

ских фермионов во внешнем неабелевом поле 
Янга – Миллса [10]  
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В классе пространств, допускающих нерелятиви-
стское приближение [10], [13]  
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где обобщенные матрицы Дирака и связность 
задаются равенствами  
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Нерелятивистское приближение может быть 
выполнено в любом базисе матриц Дирака. Боль-
шая и малая составляющие задаются с помощью 
двух проекционных операторов: 
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Действуя этими операторами (1.3) слева на урав-
нение (1.2), находим  
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Выделяя энергию покоя подстановкой 
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Заменяя уравнение (1.5) на его приближение 
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после исключения малой компоненты из (1.4) 
получаем  
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Это общековариантное уравнение Паули для дуб-
лета дираковских фермионов во внешнем поле 
Янга – Миллса.  

Волновая функция дублета подчиняется до-
полнительному условию 0

       Существо-

вание этого условия связано с тем, что паулиев-
ская волновая функция для дираковской частицы 
содержит только две независимые компоненты 
(это в явном виде устанавливается при выборе 
матриц Дирака в стандартном базисе). Соответ-
ственно, волновая функция дублета в нереляти-
вистском приближении содержит только 4 неза-
висимые компоненты, а не 8.  
 

2 Неабелев монополь в калибровке Швин-
гера 
 В работе [13] известная подстановка для 
монопольного решения Хуфта – Полякова [1], 
[2], а также Жулиа, Зи [3] (для полноты вклю-
чаем и взаимодействие с триплетом скалярных 
полей Хиггса) приводится в специальном базисе 
изотопического пространства к виду 
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Заметим, что абелев потенциал в калибров-
ке Швингера после преобразования к сфериче-
ским координатам принимает очень простой вид: 

 cos .SA g
                         (2.2) 

Примечательно, что в [4] было получено явное 
представление для вложенного в неабелеву мо-
дель абелева монопольного решения (2.2), и оно 
следует из (2.1) при специальном выборе функ-
ции K: 2( 1 )r K e  = 0. 

 
3 Разделение переменных в релятивист-

ском уравнении  
В базисе сферической тетрады и в швинге-

ровской унитарной калибровке монопольного 
потенциала уравнение для дублета (1.1) примет 
вид [13] 
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где (1 2) .j jt     Специальный выбор базиса ав-
томатически привел к необходимой перегруппи-
ровке слагаемых волнового уравнения. В частно-
сти, только пропорциональный 2( ( ) 1)er K r   член 
смешивает компоненты дублета, и он исчезает 
при использовании потенциала с 2( 1 )r K e   = 0.  

В представлении (3.1) компоненты общего 
сохраняющегося момента определяются согласно  
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в соответствии с этим подстановка для волновой 
функции ( )jm x  такая [13]:  
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принимать значения 0 1 2 3j …       
Важным в исследовании электронмонополь-

ной проблемы является случай 0,j   при этом 

волновая функция 0 ( )x  строится так:  
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Здесь и ниже множитель i te r    опускаем. Ис-
пользуя рекуррентные соотношения для вигне-
ровских функций [14], находим  
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Приведем выражение для члена, перемешиваю-
щего изотопические компоненты:  
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Для краткости дальше используем обозначения  
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После простых вычислений находим систему 
радиальных уравнений:  
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Для случая 0j   (при этом 0 0)     ради-

альные уравнения упрощаются:  

4 3 2( ) 0
d W

i F f i g M f
dr r

          
 

   

2 1 4( ) 0
d W

i F f i g M f
dr r

          
 

   (3.4) 

3 4 1( ) 0
d W

i F g i f M g
dr r

          
 

   

1 2 3( ) 0
d W

i F g i f M g
dr r

          
 

   

Введем дополнительный диагонализирую-
щийся оператор. Обычный оператор P -инвер-
сии для биспинорного поля не может быть пол-
ностью пригоден для такой цели, а требуемый 
оператор может быть построен как комбинация 
из биспинорного P -отражения и некоторого 
дискретного преобразования в изотопическом 
пространстве. Действительно, учтем, что биспи-
норное P -отражение в базисе декартовой тетрады  

0ˆ ˆˆ Cart
bisp P i PP       

где P -отражение пространственных координат 
будет определяться в сферическом базисе как  

5 1

0 0 0 1

0 0 1 0ˆ ˆ ˆˆ ( )
0 1 0 0

1 0 0 0

sph
bisp P P PP




        




 

Этот оператор действует на волновую функцию 
( )jm x  следующим образом:  

ˆˆ( ) ( )sph
jmbisp P xP     
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4 14 0

3 03 11
1 2 1 2

2 12 0

1 01 1

( 1) j

g Df D

g Df D
T T

g Df D

g Df D




   





 
 
       
 
  

 

Т. е., оператор с требуемыми свойствами строит-
ся так:  

ˆˆ ˆˆ
S sphS

bispsph PN P
      

1 2 1 2

1 2 1 2

( )ˆ

( ) .ˆ

S

S

T a ib T

T a ib T


   


   

  
 

 

Общий множитель при величине ˆ S   не сущест-
венен при разделении переменных, ниже будем 
полагать 2 2 2( ) 1ˆ S a b       Из уравнения 

ˆ S
jm jmsph NN

     находим два собственных зна-

чения 1( 1)  1jN         и ограничения на 

функции:  

1 4 2 3( ) ( )g a ib f g a ib f         

 3 2 4 1( ) ( )g a ib f g a ib f               (3.5) 

Учитывая (3.5), получаем уравнения, кото-
рые непротиворечивы только при условии, что 

( ) 0F r   и ( ) 0.r   Дальше ограничиваемся рас-

смотрением чисто монопольного внешнего потен-
циала и исключаем дополнительное взаимодейст-
вие дублета со скалярными полями Хиггса. При 
этом система уравнений (3.3) принимает более 
простой вид (вводим обозначение )a ib    

3 4 1 0
d i

i f f Mf
dr r

        
 

 

4 3 2 2 0
d i W

i f f i f Mf
dr r r

          
 

 

1 2 3 0
d i

i f f Mf
dr r

        
 

 

2 1 4 4 0
d i W

i f f i f Mf
dr r r

          
 

 

1
2 1 4 4) 0

d i W
i f f i f M f

dr r r
            

 
  

1 2 3 0
d i

i f f Mf
dr r

        
 

 

1
4 3 2 2 0

d i W
i f f i f Mf

dr r r
           

 
 

3 4 1 0
d i

i f f Mf
dr r

        
 

 (3.6) 

В системе (3.6) необходимо различать два 
случая в зависимости от выражения для ( ).W r  

Если ( ) 0,W r   различие между   и 1  в урав-

нениях (3.6) не является значимым, поскольку 
соответствующие члены просто исчезают из 
уравнений. Для этого случая система (3.6) пре-
вращается в следующую  

( ) 0W r    

3 4 1

4 3 2

0

0

d i
i f f Mf

dr r

d i
i f f Mf

dr r

        
 

        
 

 

1 2 3

2 1 4

0

0

d i
i f f Mf

dr r

d i
i f f Mf

dr r

        
 

        
 

         (3.7) 

Анализ радиальных уравнений может быть дове-
ден до полного решения. Действительно, урав-
нения (3.7) допускают дальнейшие упрощения за 
счет диагонализации оператора 0 5ˆ iK         

Из уравнения ˆ jm jmK     следует 

( 1)  ( 1),j j         

4 1 3 2 4 1 3 2f f f f g g g g             
Соответственно система (3.7) приводит к  

1 2 2

2 1 1

0

0

d
i f i f Mf

dr r

d
i f i f Mf

dr r

        
 

        
 

 

Эти уравнения решаются в функциях Бесселя. 
Волновая функция дублета с квантовыми числа-
ми ( )j m    имеет вид  

1 1 4 0

2 0 3 1
1 2 1 2

3 1 2 0

4 0 1 1

( )jm

f D f D

f D f D
x T T

f D f D

f D f D




     





     
 
 

 

Данная ситуация реализуется при 0.W   
Здесь уравнения (3.6) совместимы, только если 

1,    следовательно, ( ) 1.a ib      Ком-

бинируя это соотношение с нормировочным ус-
ловием ( )( ) 1,a ib a ib    можно получить 

1a    и 0b   (для определенности выберем 
параметр a  равным 1).  Соответствующий на-

бор радиальных уравнений, полученный из (3.6), 
следующий:  

3 4 1 0
d i

i f f Mf
dr r

        
 

 

1 2 3 0
d i

i f f Mf
dr r

        
 

 

4 3 2 2 0
d i W

i f f i f Mf
dr r r

          
 

 

2 1 4 4 0
d i W

i f f i f Mf
dr r r

          
 

 (3.8) 

Аналогичным образом может быть рас-
смотрен случай 0,j   собственные значения и 

ограничения на волновую функцию:  

1 4 3 2

1

( ) ( ) ( ) ( )

N

g r f r g r f r

     
     
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Величины F  и   должны быть приравнены 
нулю. Возникают две возможности:  

( ) 0W r    

4 2

2 4

0

0

d
i f Mf

dr

d
i f Mf

dr

      
 
       
 

            (3.9) 

( ) 0W r    

4 2

2 4

0

0

d
i f M i W f

dr r

d
i f M i W f

dr r

           
   

            
   

   (3.10) 

 
4 Нерелятивистское приближение: слу-

чай 0j   

В системе уравнений (3.10) при 1:    

4 2 0
d W

i f M i f
dr r

           
   

 

2 4 0
d W

i f M i f
dr r

           
   

 

сложим и вычтем уравнения друг из друга. В 
результате получим  

( ) 0

( ) 0

d W
f M g

dr r

d W
g M f

dr r

       
 
       
 

 

где использованы обозначения 

2 4 2 4( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )] ( )f r f r f r i f r f r g r       

Выделим энергию покоя следующей фор-
мальной заменой ;M E    в результате получа-
ем (в первом уравнении пренебрегаем нереляти-
вистской энергией в сравнении с энергией покоя)  

2 0

0

d W
f Mg

dr r

d W
g Ef

dr r

     
 
     
 

                (4.1) 

Исключаем из (4.1) функцию ( ),g r  получаем 

одномерное уравнение Шредингера  

 
2 2

2 2
2 ( ) 0

d W W
ME f r

rdr r

        
  

     (4.2) 

Воспользуемся известным в литературе мо-
нопольным решением Богомольного – Прасада –
 Зоммерфельда [11], [12]. В декартовой изотопи-
ческой калибровке оно выглядит так:  

2

( ) ( )

( ) 1,

a b
i iabW x x K r

W er K r

  

 
 

где функция ( )W r  задается шестью способами [13]:  

1 ,
sh sin

Ar Ar
W W W

Ar Ar
            (4.3) 

A  – произвольная постоянная.  

Рассмотрим сначала первые два случая из 
(4.3). Первый вариант:  

2

2 2

2
( ) 1 2 ( ) 0

d
W r ME f r

dr r

 
      

 
    (4.4) 

приводит к задаче Шредингера с эффективным 
центробежным полем отталкивания от центра. В 

переменной 2 2x ME r   решение уравнения 

(4.4) строятся в функциях Бесселя. Второй случай:  
2

2

2

( ) 1 2 ( ) 0

i ME r

d
W r ME f r

dr

f e

 
      

 

 

      (4.5) 

Решение в (4.5) описывает бегущие сферические 
волны. 

Теперь рассмотрим две возможности, наи-
более часто исследуемые в литературе, как пред-
ставляющие несингулярный монополь. Первая 
возможность:  

2 2

2
2 0,

sh ch 1

Ar d A
W ME f

Ar Ardr

 
       

 (4.6) 

это уравнение Шредингера в эффективном поле 
отталкивания. Здесь не может быть связанных 
состояний. Рассмотрим уравнение (4.6) деталь-
нее. Сделаем замену переменной:  

cosh 1
,

2
0 ( 1)  ( )

Ar
x

r x r x




       
    (4.7) 

2

2 2

1 2 1
(1 ) ( ) 0

2 2(1 )

d d ME
x x x f x

dx xdx A

            
  

и введем подстановку ( ) (1 ) ( )a bf x x x F x   при 

0 1/ 2 1/ 2  1a b       уравнение (4.7) для F(x) 

является уравнением гипергеометрического типа  
2

2

2
2

1
(1 ) 2 (2 2 1)

2

2
( ) ( ) 0

d d
x x a a b x

dxdx

ME
a b F x

A

          
 


   



 

с параметрами  

2 2

1
2

2

ME mE
a b a b

A A

a

 
         

   
 

Чтобы иметь требуемое для связанных состояний 
поведение, нужно выбирать 0  1 2;a b      при 

этом a b  не может быть отрицательным, сле-
довательно 0.   Это означает, что связанных 
состояний в системе не существует. 

Вторая возможность:  
2 2

2
 2 0,

sh ch 1

Ar d A
W ME f

Ar Ardr

 
       

 (4.8) 

это уравнение Шредингера в эффективном поле 
притяжения (рисунок 4.1) 
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2
3

2
.

ch 1 ( 1)r

A dU Ar
U F A

Ar dr Ar
      

 
 

 
Рисунок 4.1 – Эффективное поле притяжения ( )U r  

 
Здесь, вообще говоря, могут существовать свя-
занные состояния. В уравнении (4.8) сделаем 
замену переменной:  

cosh 1
0 ( 1)  ( )

2

Ar
x r x r x


           

и введем подстановку ( ) (1 ) ( ),a bf x x x F x   

1 1
1 0  ;

2 2
a b       уравнение для F(x) является 

уравнением гипергеометрического типа с пара-
метрами  

2 2

1
2

2

ME ME
a b a b

A A

a

 
         

   
 

Имея в виду связанные состояния, будем строить 
решение, стремящееся к нулю на бесконечности. 
Для этих целей подходят два решения гипергео-
метрического уравнения:  

3

3

4

4

1
( ) ( ) 1 1

( ) ( ) 0

1
( ) ( ) 1 1

( ) ( ) , 0.

U x x F
x

U x

U x x F
x

U x









          
 

     

         
 

   





 (4.9) 

С учетом тождеств  

2 2ME ME
a b a b

A A

 
            

заключаем, что пригодно только решение 3 ,U  

при этом полная функция ( )f x  на бесконечно-

сти обращается в ноль:  
2

3( ) ( ) ( )
ME

Aa bf x x x U x x
        (4.10) 

Найдем, как ведет себя это решение около точки 
1 ( 0).x r   Для этого воспользуемся соотноше-

нием Куммера [15] (явный вид коэффициентов 
K L  разложения не потребуется)  

3 2 6( ) ( ) ( )U x KU x LU x    

2 ( ) ( 1 1 )U x F x        

6 ( ) (1 ) ( 1 1 )U x x F x             

3

1
( 1) (1 ) 2

2
U x K L x b            

Таким образом,  

1 2

( 1) (1 ) [ (1 ) ]

(1 ) (1 )

b

b b

f x x K L x

x K x L



 

   

   

 


  (4.11) 

Из (4.11) следуют две возможности (обе они при-
водят к конечным значениям функции ( 0)) :f r   

1
0 ( 1) ( 1)

2
b f x K b f x L          

Обратимся к условию квантования. Приме-
няя стандартное требование обращения гипергео-
метрического ряда в 3 ( )U x  в полином n     

приходим (с учетом 1 2  1,  0  1 2)a b         к 

единственной нетривиальной возможности удов-
летворить этому условию  

1 2 1
0 0,

2 | | 2

ME
a b n n

A


           

т. е. существует единственное связанное состояние  

 
22 1

| | 2 8

ME A
E

A M


        (4.12) 

Легко убедиться прямой проверкой, что от-
вечающая уровню энергии (4.12) функция  

1 2 2
( )

cosh 1
f x x

Ar
  


 

является решением уравнения (4.8) при найден-
ном значении энергии (4.12). Эта функция квад-
ратично интегрируема, нормировочный интеграл 
имеет вид  

2

0
( )I f r dr


 

2

1 2
1

1 1 2 2dx
x x

A A x Ax x x




    


  

 
5 Нерелятивистское приближение: слу-

чай 0j   

 Теперь обратимся к системе уравнений при 
0j   (см. (3.8)) при 1.    В пределах каждой 

пары в (3.8) сложим и вычтем уравнения. С 
использованием обозначений  

1 3 1 3

2 4 2 4

( )

( ) ( )

f f F i f f f

f f G i f f g

     
    

         (5.1) 

получаемые уравнения записываются так:  

0
d

f F g MF
dr r


       
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0
d

F f G Mf
dr r


        

0

0

d W
g G f g MG

dr r r
d W

G g F G Mg
dr r r


       


       

 

Выделяем энергию покоя заменой E M    и 
затем пренебрегаем нерелятивистской энергией 
E  в сравнении с удвоенной энергией покоя 2 :M  

0 2 0
d d

f EF g F G Mf
dr r dr r

 
         

0

2 0

d W
g EG f g

dr r r
d W

G F G Mg
dr r r


     


    

 

Исключая малые компоненты f, g, находим два 
зацепляющихся уравнения второго порядка:  

2 2

W
F G

r r

      
 

 

      
2

2 2 2
( )

d W W W
G G F

dr r r r r

             
  

 (5.2) 

где 
2 2

2 2
2 ( 1)

d
ME j j

dr r

 
         

 
 

Рассмотрим первый случай ( ) 1;W r    в матрич-

ной форме имеем уравнение  

2 01

12

F F
r

G G


  


 

Нужно найти преобразование, которое диагона-
лизирует матрицу справа:  

11

2

00

01
A S AS 
   


 

2

1

2

2 2

2 2

1 1 4
1

2 2

1 1 4
1

2 2

1 1 1 1

2 22 1 4 2 1 4

1 4 1 4

S

S



 


  
 


 

 
    

 


   

 

 2 2
1 2

1 1 1 1
1 4 1 4 .

2 2 2 2
            

Учитывая 21 4 2 1,j     находим выражения 

для 1 2 :    1 2 1j j         Дальше получа-
ем несвязанные уравнения:  

2

2 2

( 3)
2 0

d j j
ME F

dr r

      
 

 

2

2 2

( 2)( 1)
2 0

d j j
ME G

dr r

       
 

 

Они решаются в функциях Бесселя, приводя к 
бегущим сферическим волнам. 

Во втором случае ( ) 1W r    с самого нача-

ла из (5.2) получаем несвязанные уравнения:  
2

2 2

2

2 2

( 1)
2 0

( 1) 1
2 0

d j j
ME F

dr r

d j j
ME G

dr r

 
    

 
  

    
 

 

Эти уравнения также решаются в функциях 
Бесселя, и не имеют решений, отвечающих 
связанным состояниям.  

Для случаев  

,
sinh

Ar
W

Ar
   

sin

Ar
W

Ar
   

система зацепляющихся уравнений второго 
порядка (5.2) оказывается слишком сложной. 
Здесь метод приведения задачи к несвязанным 
уравнениям второго порядка реализовать не 
удается, и конечная задача сводится к анализу 
уравнений 4-го порядка. Эти уравнения едва ли 
можно решить аналитически из-за одновременного 
присутствия в уравнениях рациональных и транс-
цендентных функций от переменной r. 

 
6 Дублет дираковских частиц в простран-

ствах постоянной кривизны  
Обобщим приведенный выше анализ, со-

поставив поведение дублета частиц в трех про-
странствах постоянной кривизны: Евклида 3 ,E  

Лобачевского 3H  и Римана 3.S  Это даст воз-

можность сформулировать дополнительные ар-
гументы относительно того, какие решения 
уравнений Янга – Миллса представляют физиче-
ский и теоретический интерес. Для определенно-
сти будем приводить формулы для случая сфе-
рического пространства 3 ,S  переход к простран-

ству Лобачевского достигается посредством фор-
мальных замен. 

В сферической системе координат метрика 
пространства 3S  определяется так: 

2 2 2 2 2 2 2sin ( sin )dS dt dr r d d          (6.1) 

Уравнение Дирака для дублета частиц принима-
ет следующий вид  

 0 3 3 1 1
( )

tg sin
S

t ri erF r t i
r r




  
           

 
 

2
1 2 2 1

3

1
( )

sin

( ( ) ) 0S

er K
t t

r

M r r t 


      


      



          (6.2) 

После необходимых вычислений (они несу-
щественно отличаются от сделанных при анализе 
случая плоского пространства) получаем систему 
радиальных уравнений, которую можно значитель-
но упростить, если потребовать диагонализации 
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дискретного оператора, действующего одновре-
менно в биспинорном и изотопическом про-
странствах. Приводим конечный результат при 
нетривиальном неабелевом потенциале:  

( ) 0  0,W r j    

4 2 0
sin

d W
i f M i f

dr r
            
   

 

2 4 0
sin

d W
i f M i f

dr r
             
   

    (6.3) 

при ( ) 0  0,W r j    

3 4 1 0
sin

d i
i f f Mf

dr r

        
 

 

4 3 2 2 0
sin sin

d i W
i f f i f Mf

dr r r

          
 

 

1 2 3 0
sin

d i
i f f Mf

dr r

        
 

 

2 1 4 4 0
sin sin

d i W
i f f i f Mf

dr r r

          
 

 (6.4) 

Имея системы радиальных уравнений для 
случая сферического пространства 3S  (6.3) и 
(6.4), легко написать аналогичные системы ради-
альных уравнений в пространствах 3E  и 3;H  для 

этого достаточно формально заменить sin r r   
sin sinhr r  соответственно.  

Напомним явный вид радиальной функции 
( ) sin ,W r r  найденной во всех трех моделях 

пространства [13]:  

3 ( ) [0 ]
sin

W
S r r

r
        

3 ( ) [0 )
sinh

W
H r r

r
        

3 ( ) [0 )
W

E r r
r

                    (6.5) 

Имеем шесть возможностей для выбора явного 
вида функции ( ) :r  

( )
sin sinh

a a a
r

ar ar ar
         

различающиеся знаком решения будем различать 
с помощью множителя 1.    

Если обратиться к явному виду уравнений 
при 0,j   то легко заметить, что среди трех пар 
решений, возникающих при анализе уравнений 
Янга–Миллса в пространствах постоянной кри-
визны 3 3 3  E H S   для монопольной подстановки, 
для каждого пространства имеется только одна 
пара решений, которая выделена своей очевид-
ной связью с выбранной геометрией пространст-
ва. Ситуация может быть охарактеризована сле-
дующим образом  

3 3 3

.
sinh

sin

E H S

ar

ar

ar

  
  
  

 

В этой связи следует специально отметить, что 
известное несингулярное монопольное решение 
в пределе Богомольного – Прасада – Зоммерфель-
да в пространстве Минковского является в опре-
деленном смысле искусственной комбинацией 
геометрии плоского пространства с возможно-
стью, ассоциированной с геометрией простран-
ства Лобачевского.  

В трех моделях геометрии для нулевого 
значения квантового числа j  имеем уравнения:  

3 ,E  4 2 0
d i

i f M f
dr r

            
   

 

 2 4 0
d i

i f M f
dr r

             
   

    (6.6) 

3 ,S  4 2 0
sin

d i
i f M f

dr r
            
   

 

 2 4 0
sin

d i
i f M f

dr r
             
   

    (6.7) 

3 ,H  4 2 0
sinh

d i
i f M f

dr r
            
   

 

 2 4 0
sinh

d i
i f M f

dr r
             
   

    (6.8) 

Для простоты ограничимся подробным изложе-
нием только случая j = 0. 

В системах (6.6)–(6.8) сложим и вычтем 
уравнения друг из друга. В результате соответст-
венно получим:  

( ) 0

( ) 0

d
f M g

dr r

d
g M f

dr r

       
 

       
 

( ) 0
sin

( ) 0
sin

d
f M g

dr r

d
g M f

dr r

       
 

       
 

( ) 0
sinh

( ) 0
sinh

d
f M g

dr r

d
g M f

dr r

       
 

       
 

 

где использованы обозначения  

2 4

2 4

( ) ( ) ( )

[ ( ) ( )] ( )

f r f r f r

i f r f r g r

  
  

 

Выделим энергию покоя следующей формальной 
заменой M E   ; пренебрегаем нерелятивист-
ской энергией в сравнении с энергией покоя  

2 0

0

d
f Mg

dr r

d
g Ef

dr r

     
 

     
 

 

2 0
sin

d
f Mg

dr r

     
 
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0
sin

d
g Ef

dr r

     
 

              (6.9) 

2 0
sinh

0.
sinh

d
f Mg

dr r

d
g Ef

dr r

     
 

    
 

 

Исключаем из (6.9) функции ( ),g r  получаем 

нерелятивистские уравнения:  
2

2 2 2

1
2 0

d
ME f

dr r r

 
     

 
 

2

2 2 2

cos 1
2 0

sin sin

d r
ME f

dr r r

 
     

 
 (6.10) 

2

2 2 2

cosh 1
2 0

sinh sinh

d r
ME f

dr r r

 
     

 
 

Все три уравнения (6.10) решаются в гипер-
геометрических функциях, при этом не возника-
ет решений, отвечающих связанным состояниям. 
Исключением является случай сферического 
пространства, где дискретность уровней энергии 
возникает из-за топологии самого пространства 
[16]. 

Приведем конечные результаты анализа не-
релятивистского приближения при больших зна-
чениях 0.j   

В сферическом пространстве нерелятивист-
ские уравнения выглядят так: 

 
2 2

2 2 2

cos
2 0

sin sin

d r
ME F G G

dr r r

   
       

 
 

 

2 2

2 2

2

2
sin

cos

sin

d
ME G

dr r

r
F G

r

 
   

 
 

    

         (6.11) 

Система переписывается в матричной форме  

1 2 2

2 2 2

0

cos
2

sin sin

F F

G G

r d
ME

r dr r




  

 

          
   

 (6.12) 

Аналог этой системы в пространстве Лобачев-
ского будет выглядеть так:  

1 2 2

2 2 2

0

cosh
2

sinh sinh

F F

G G

r d
ME

r dr r




  

 

          
   

 (6.13) 

В обеих системах (6.11) и (6.12) матрицы 
справа диагонализируются с помощью линейных 
преобразований; в результате возникают два не-
связанных уравнения. В случае сферического про-
странства Римана эти уравнения приводят к дис-
кретным значениям энергии из-за компактности 
пространства [16]. В пространстве Лобачевского 

возникающие дифференциальные уравнения не 
содержат решений, отвечающих связанным со-
стояниям.  

 
Заключение  
Построено нерелятивистское уравнение 

паулиевского типа для дублета дираковских час-
тиц, учитывающее присутствие внешних неабе-
левых полей. Оно детализировано в случае не-
абелевых монопольных потенциалов: вложенно-
го в неабелеву модель потенциала дираковского 
монополя и потенциалов Богомольного – Праса-
да – Зоммерфельда. С применением аппарата 
функций Вигнера проведено разделение пере-
менных. В случае минимального значения пол-
ного момента 0j   уравнение Паули сводится к 

одному дифференциальному уравнению второго 
порядка, которое решается точно, возникающие 
эффективные потенциалы допускают существо-
вание одного единственного связанного состоя-
ния. В случае 0j   в нерелятивистском при-

ближении задача сводится к зацепляющейся сис-
теме двух уравнений; при специальном виде не-
абелева потенциала в приближении Богомольно-
го – Прасада – Зоммерфельда эти уравнения уда-
ется разделить и также решить уравнения, по-
строив бегущие сферические волны. 

Проведено сопоставление поведения дубле-
та дираковских частиц в трех пространствах по-
стоянной кривизны: Евклида 3 ,E  Лобачевского 

3H  и Римана 3.S  Это дает возможность сформу-

лировать дополнительные аргументы относи-
тельно того, какие решения уравнений Янга –
 Миллса представляют физический и теоретиче-
ский интерес. В частности, известное несингу-
лярное монопольное решение в пределе Бого-
мольного – Прасада – Зоммерфельда в простран-
стве Минковского является в определенном 
смысле искусственной комбинацией геометрии 
плоского пространства с возможностью, ассо-
циированной с геометрией пространства Лоба-
чевского. Это позволяет высказать точку зрения, 
что отношение к физическому статусу данного 
монопольного решения, возможно, следует пере-
смотреть. Показано, что в такой трактовке во 
всех трех пространствах связанных состояний 
для дублета фермионов в полях неабелева моно-
поля не возникает. 
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