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УДК 514.76

ТРЕХМЕРНЫЕ ОДНОРОДНЫЕ ПРОСТРАНСТВА,
НЕ ДОПУСКАЮЩИЕ ИНВАРИАНТНЫХ СВЯЗНОСТЕЙ

Н. П. Можей

Можей Наталья Павловна, кандидат физико-математических наук, доцент кафедры программного обеспечения ин-

формационных технологий, Белорусский государственный университет информатики и радиоэлектроники, Минск,

mozheynatalya@mail.ru

Если существует хотя бы одна инвариантная аффинная связность на однородном пространстве, то пространство является

изотропно-точным, однако обратное неверно. Возможность построения на однородном пространстве инвариантной

аффинной связности изучал П. К. Рашевский, к построениям П. К. Рашевского несколько позже пришел К. Номидзу.

Цель данной работы — изучить, в каких случаях невозможно построение инвариантной аффинной связности на трех-

мерном изотропно-точном однородном пространстве, и классифицировать пространства, не допускающие инвариантных

связностей. Локальная классификация однородных пространств эквивалентна описанию эффективных пар алгебр Ли,
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соответственно найдены все изотропно-точные пары и выделены пары, на которых не существует инвариантных связностей.

Особенностью представленной работы является применение чисто алгебраического подхода, сочетание различных методов

дифференциальной геометрии, теории групп Ли, алгебр Ли и однородных пространств.

Ключевые слова: инвариантная связность, однородное пространство, группа преобразований, алгебра Ли.

DOI: 10.18500/1816-9791-2016-16-4-413-421

ВВЕДЕНИЕ

Понятие аффинной связности ввел Г. Вейль для построения единой теории поля. Возможностью

построения на однородном пространстве инвариантной аффинной связности задавался П. К. Рашев-

ский (см. [1] и другие его работы), к построениям П. К. Рашевского несколько позже пришел К. Но-

мидзу (см. [2] и др.). Изучим, в каких случаях невозможно построение инвариантной аффинной

связности на трехмерном изотропно-точном однородном пространстве.

Пусть (G,M) — трехмерное однородное пространство, где G — группа Ли на многообразии M .

Зафиксируем произвольную точку o ∈ M и обозначим через G = Go стабилизатор точки o. Известно,

что проблема классификации однородных пространств (G,M) эквивалентна классификации пар групп

Ли (G,G) таких, что G ⊂ G. Для изучения однородных пространств важно рассматривать не саму

группу G, а ее образ на Diff(M), другими словами, достаточно рассматривать только эффективные

действия G на M . Поскольку нас интересует только проблема локальной эффективности, без огра-

ничения общности можно считать, что G и G связные. Поставим в соответствие (G,M) пару (ḡ, g)

алгебр Ли, где ḡ — алгебра Ли группы G, а g — подалгебра ḡ, соответствующая подгруппе G. Эта

пара локально однозначно определяет структуру (G,M), так как два однородных пространства ло-

кально изоморфны тогда и только тогда, когда соответствующие пары алгебр Ли эквивалентны. Пара

(ḡ, g) называется эффективной, если g не содержит ненулевых идеалов алгебры ḡ, однородное про-

странство (G,M) является локально эффективным тогда и только тогда, когда соответствующая пара

алгебр Ли эффективна. Изотропный g-модуль m — это g-модуль ḡ/g такой, что x.(y+g) = [x, y]+g.

Соответствующее представление λ : g → gl(m) является изотропным представлением пары (ḡ, g).

Пара (ḡ, g) называется изотропно-точной, если ее изотропное представление — инъекция.

Разобьем решение проблемы классификации трехмерных изотропно-точных пар (ḡ, g) на этапы.

Сначала классифицируем (с точностью до изоморфизма) точные трехмерные g-модули U . Это эквива-

лентно классификации подалгебр gl(3, R) с точностью до сопряженности. Для каждого полученного

g-модуля U классифицируем (с точностью до эквивалентности) все такие пары (ḡ, g), что g-модули

ḡ/g и U изоморфны. Соответствующая классификация приведена в [3]. Между инвариантными аф-

финными связностями на (G,M) и линейными отображениями Λ: ḡ → gl(m) такими, что Λ|g = λ

и отображение Λ является g-инвариантным, существует взаимно-однозначное соответствие (см. [2]).

Будем называть такие отображения (инвариантными) аффинными связностями на паре (ḡ, g). Если

возможна хотя бы одна связность на паре (ḡ, g), то такая пара является изотропно-точной (см. [4]).

Аффинные связности на трехмерных однородных пространствах рассматриваются, например, в [5].

Того, что пара является изотропно-точной, не достаточно для существования инвариантных связ-

ностей. Простейший пример этого можно привести в размерности codimḡg = 2. Зададим алгебру ḡ

следующей таблицей умножения:

e1 e2 u1 u2

e1 0 e2 2u1 e2 + u2

e2 −e2 0 0 u1

u1 −2u1 0 0 0

u2 −e2 − u2 −u1 0 0

,

а g порождается e1 и e2. Прямые вычисления показывают, что не существует аффинных связностей

на этой паре. Более того, полный анализ всех изотропно-точных эффективных пар коразмерности 2

(классификацию таких пар можно найти в [6]) показывает, что это единственный пример такой

коразмерности. Найдем теперь все возможные пары коразмерности 3.

Будем определять пару (ḡ, g) таблицей умножения алгебры Ли ḡ. Через {e1, ..., en} будем

обозначать базис ḡ (n = dim ḡ). Полагаем, что алгебра Ли g порождается e1, ..., en−3. Пусть
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{u1 = en−2, u2 = en−1, u3 = en} — базис m. Будем описывать аффинную связность через Λ(en−2),

Λ(en−1), Λ(en) (поскольку Λ|g = λ). Для ссылки на пару будем использовать соответствующее приве-

денному в [3] обозначение d.n.m, где d — размерность подалгебры, n — номер подалгебры в gl(3, R),

а m — номер пары (ḡ, g).

1. КЛАССИФИКАЦИЯ ПАР

Найдем изотропно-точные пары, не допускающие инвариантных связностей.

Теорема 1. Если пара (ḡ, g) не допускает инвариантных связностей, то подалгебра g ⊂ gl(3, R)

эквивалентна одной из следующих подалгебр:

5.10.

x z v

y u

λx+µy

λ = −1, µ = 1, 3;

λ = 1/2, µ = 0;

λ = −1/2, µ = 1;

4.6.

x u

z

y

; 4.8.

x u

y z

λx+µy

λ = 0,

µ = 1/2;

4.10.

z u

x

y

; 4.11.

x z u

y

λx+µy

λ = 1/2, µ = 0;

λ = 1, µ = −1;
4.12.

x z u

y

x+y

;

4.14.

λx+µy z u

y x

−x y

λ = 0,

µ = 0, 2;
4.20.

y u

x z

λx

λ = 0, 1, 3;

4.21.

x y u

λx z

µx

µ = 1/2;

µ = 3λ−1;

µ = (2λ−1)/2;

3.8.

y x

z

λy + µz

λ = 0, µ = 1/2, 3;

λ = 1, µ = 1;

3.13.

x z

λx y

µx

λ = 2µ,−1/26µ61/2;

µ = 1/2,−1<λ61;
3.14.

x z

−x y

1/2x

;

3.19.

y z

x

λx

|λ|61; 3.20.

x y z

λx

µx

λ<1/2, µ = 1/2;

λ = 1/2, µ>1/2;

λ = 1−µ, µ>1/2;

3.21.

y z

λx x

−x λx

λ60; 3.22.

λx y z

µx x

−x µx

λ = 2µ, µ>0;

3.23.

x y z

λx y

(2λ−1)x

λ = 0, 3/4; 3.24.

y z

x y

2x

; 3.25.

x z

y ;

3.26.

x z

y y

y

; 3.27.

y x z

1/2y y

1/2y

; 3.29.

x x z

x y

1/2x

;

2.8.

x

y ; 2.9.

y x

λy

µy

µ = 1/2;

µ = −1,λ = −2;
2.13.

y x

y .

Здесь переменные обозначены латинскими буквами и принадлежат R, параметры обозначаются

маленькими греческими буквами, подалгебры с одинаковыми номерами, но различными значени-

ями параметров, не сопряжены друг другу.

Доказательство. Для подалгебр g ⊂ gl(3, R) из [3] находим изотропно-точные пары (ḡ, g) и

определяем пары (и соответствующие подалгебры), не допускающие инвариантных связностей. Рас-
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смотрим, например, случай, когда изотропное представление имеет вид 3.23. Классифицируем (с

точностью до эквивалентности) пары (ḡ, g) такие, что g-модули ḡ/g изоморфны 3.23.

Лемма 1. Любая пара (ḡ, g) типа 3.23 эквивалентна одной и только одной из следующих пар:

1. e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 (1 − λ)e2 2(1 − λ)e3 u1 λu2 (2λ − 1)u3

e2 (λ − 1)e2 0 0 0 u1 u2

e3 2(λ − 1)e3 0 0 0 0 u1

u1 −u1 0 0 0 0 0

u2 −λu2 −u1 0 0 0 0

u3 (1 − 2λ)u3 −u2 −u1 0 0 0

,

2. λ = 3/5 e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 2
5e2

4
5e3 u1

3
5u2

1
5u3

e2 − 2
5e2 0 0 0 u1 u2

e3 − 4
5e3 0 0 0 0 u1

u1 −u1 0 0 0 0 0

u2 − 3
5u2 −u1 0 0 0 e3

u3 − 1
5u3 −u2 −u1 0 −e3 0

,

3. λ = 1/2 e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 1
2e2 e3 u1

1
2u2 0

e2 − 1
2e2 0 0 0 u1 u2

e3 −e3 0 0 0 0 u1

u1 −u1 0 0 0 0 0

u2 − 1
2u2 −u1 0 0 0 e2

u3 0 −u2 −u1 0 −e2 0

,

4. λ = 1/2 e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 (1/2)e2 e3 u1 (1/2)u2 0

e2 −(1/2)e2 0 0 0 u1 u2

e3 −e3 0 0 0 0 u1

u1 −u1 0 0 0 0 0

u2 −(1/2)u2 −u1 0 0 0 −e2

u3 0 −u2 −u1 0 e2 0

,

5. λ = 1/2 e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 (1/2)e2 e3 u1 (1/2)u2 0

e2 −(1/2)e2 0 0 0 u1 u2

e3 −e3 0 0 0 0 u1

u1 −u1 0 0 0 0 u1

u2 −(1/2)u2 −u1 0 0 0 αe2 + u2

u3 0 −u2 −u1 −u1 −αe2 − u2 0

,

6. λ = 3/4 e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 (1/4)e2 (1/2)e3 u1 (3/4)u2 (1/2)u3 + e3

e2 −(1/4)e2 0 0 0 u1 u2

e3 −(1/2)e3 0 0 0 0 u1

u1 −u1 0 0 0 0 0

u2 −(3/4)u2 −u1 0 0 0 0

u3 −(1/2)u3 − e3 −u2 −u1 0 0 0

,

7. λ = 0 e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 e2 2e3 u1 0 −u3

e2 −e2 0 0 −e3 u1 − 2e2 u2

e3 −2e3 0 0 0 −e3 u1

u1 −u1 e3 0 0 u1 0

u2 0 −u1 + 2e2 e3 −u1 0 −2u3

u3 u3 −u2 −u1 0 2u3 0

.
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Доказательство. Пусть E = {e1, e2, e3} — базис g, где

e1 =







1 0 0

0 λ 0

0 0 2λ − 1






, e2 =







0 1 0

0 0 1

0 0 0






, e3 =







0 0 1

0 0 0

0 0 0






.

Через h обозначим нильпотентную подалгебру алгебры Ли g, порожденную вектором e1. Рассмотрим

следующие случаи:

1. λ /∈ {0, 2/3, 3/4}. Тогда

ḡ(1−λ)(h) ⊃ Re2, ḡ
(0)(h) ⊃ Re1, ḡ

(2−2λ)(h) ⊃ Re3, ḡ
(1)(h) ⊃ Ru1,

ḡ(λ)(h) ⊃ Ru2, ḡ
(2λ−1)(h) ⊃ Ru3,

[u1, u2] ∈ ḡ(1+λ)(h), [u1, u3] ∈ ḡ(2λ)(h), [u2, u3] ∈ ḡ(3λ−1)(h).

В силу тождества Якоби пара (ḡ, g) имеет вид

e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 (1 − λ)e2 2(1 − λ)e3 u1 λu2 (2λ − 1)u3

e2 (λ − 1)e2 0 0 0 u1 u2

e3 2(λ − 1)e3 0 0 0 0 u1

u1 −u1 0 0 0 0 0

u2 −λu2 −u1 0 0 0 c3e3

u3 (1 − 2λ)u3 −u2 −u1 0 −c3e3 0

,

где c3(λ − 3/5) = 0, или

e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 (1/2)e2 e3 u1 (1/2)u2 0

e2 −(1/2)e2 0 0 0 u1 u2

e3 −e3 0 0 0 0 u1

u1 −u1 0 0 0 0 β1u1

u2 −(1/2)u2 −u1 0 0 0 c2e2+β1u2

u3 0 −u2 −u1 −β1u1 −c2e2−β1u2 0

.

1.1. λ 6= 1/2.

1.1.1. c3 = 0. Тогда пара (ḡ,g) тривиальна.

1.1.2. λ = 3/5, c3 6= 0. Тогда пара (ḡ,g) эквивалентна паре (ḡ2,g2), эквивалентность показывает

отображение π : ḡ2 → ḡ, где π(e1) = e1, π(e2) = c3
−1/3e2, π(e3) = c3

−2/3e3, π(u1) = c3
−4/3u1,

π(u2) = (1/c3)u2, π(u3) = c3
−2/3u3.

1.2. λ = 1/2.

1.2.1. β1 = c2 = 0. Тогда пара (ḡ,g) тривиальна.

1.2.2. β1 = 0, c2 6= 0. Тогда пара (ḡ, g) эквивалентна паре (ḡi, gi), где i = 3 или i = 4 (отображение

π : ḡi → ḡ, где π(ej) = ej , j = 1, 3, π(uk) = |c2|
−1/2

uk, k = 1, 3, если c2 > 0, то i = 3, если c2 < 0, то

i = 4).

1.2.3. β1 6= 0. Тогда пара (ḡ,g) эквивалентна паре (ḡ5,g5) посредством отображения π : ḡ5 → ḡ,

π(ei) = ei, i = 1, 3, π(uj) = (1/β1)uj , j = 1, 3.

2. λ = 3/4. Имеем ḡ(1/4)(h) = Re2, ḡ(0)(h) = Re1, ḡ(1)(h) = Ru1, ḡ(3/4)(h) = Ru2,

ḡ(1/2)(h) = Ru3 ⊕ Re3, [u1, u2]∈ ḡ(7/4)(h) ⇒ [u1, u2] = 0, [u1, u3]∈ ḡ(3/2)(h) ⇒ [u1, u3] = 0,

[u2, u3]∈ ḡ(5/4)(h) ⇒ [u2, u3] = 0.
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В силу тождества Якоби пара (ḡ, g) имеет вид

e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 (1/4)e2 (1/2)e3 u1 (3/4)u2 (1/2)u3+pe3

e2 −(1/4)e2 0 0 0 u1 u2

e3 −(1/2)e3 0 0 0 0 u1

u1 −u1 0 0 0 0 0

u2 −(3/4)u2 −u1 0 0 0 0

u3 −(1/2)u3−pe3 −u2 −u1 0 0 0

.

2.1. p = 0. Тогда пара (ḡ,g) тривиальна.

2.2. p 6= 0. Тогда пара (ḡ,g) эквивалентна паре (ḡ6,g6), эквивалентность показывает отображение

π : ḡ6 → ḡ, π(ei) = ei, i = 1, 3, π(uj) = (1/p)uj , j = 1, 3.

3. λ = 0. Тогда ḡ(1)(h) = Re2 ⊕ Ru1, ḡ(0)(h) = Re1 ⊕ Ru2, ḡ(2)(h) = Re3, ḡ(−1)(h) = Ru3

и [u1, u2] ∈ ḡ(1)(h) ⇒ [u1, u2] = a2e2 + α1u1, [u1, u3] ∈ ḡ(0)(h) ⇒ [u1, u3] = b1e1 + β2u2,

[u2, u3] ∈ ḡ(−1)(h) ⇒ [u2, u3] = γ3u3. Учитывая тождество Якоби, получаем, что пара (ḡ, g) имеет

вид

e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 e2 2e3 u1 0 −u3

e2 −e2 0 0 pe3 u1 + 2pe2 u2

e3 −2e3 0 0 0 pe3 u1

u1 −u1 −pe3 0 0 −pu1 0

u2 0 −u1 − 2pe2 −pe3 pu1 0 2pu3

u3 u3 −u2 −u1 0 −2pu3 0

.

3.1. p = 0. Тогда пара (ḡ,g) тривиальна.

3.2. p 6= 0. Тогда пара (ḡ,g) эквивалентна паре (ḡ7,g7) посредством отображения π : ḡ7 → ḡ,

π(e1) = e1, π(u1) = u1, π(e2) = pe2, π(u2) = (1/p)u2, π(e3) = p2e3, π(u3) = (1/p2)u3.

4. λ = 2/3. Имеем ḡ(1/3)(h) = Re2 ⊕ Ru3, ḡ(0)(h) = Re1, ḡ(2/3)(h) = Re3 ⊕ Ru2, ḡ(1)(h) = Ru1,

[u1, u2] ∈ ḡ(5/3)(h) ⇒ [u1, u2] = 0, [u1, u3] ∈ ḡ(4/3)(h) ⇒ [u1, u3] = 0, [u2, u3] ∈ ḡ(1)(h) ⇒ [u2, u3] = γ1u1.

В силу тождества Якоби пара (ḡ, g) принимает вид

e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 (1/3)e2 (2/3)e3 u1 (2/3)u2 (1/3)u3

e2 −(1/3)e2 0 0 0 u1 u2

e3 −(2/3)e3 0 0 0 0 u1

u1 −u1 0 0 0 0 0

u2 −(2/3)u2 −u1 0 0 0 γ1u1

u3 −(1/3)u3 −u2 −u1 0 −γ1u1 0

.

Тогда пара (ḡ,g) эквивалентна тривиальной паре (ḡ1,g1), эквивалентность показывает отображение

π : ḡ1 → ḡ, π(ei) = ei, i = 1, 3, π(u1) = u1, π(u2) = u2, π(u3) = u3 + γ1e2.

Теперь осталось показать, что полученные пары не эквивалентны друг другу.

Поскольку dimD2ḡ1 6= dimD2ḡ2, видим, что пары (ḡ1, g1) и (ḡ2, g2) не эквивалентны.

Пусть λ = 3/4. Рассмотрим гомоморфизмы fi : ḡi → gl(5, R), i = 1, 6, где fi(x) — матрица отобра-

жения ad|Dḡi
x в базисе {e2, e3, u1, u2, u3} пространства Dḡi. Так как подалгебры fi(ḡi) не сопряжены,

можно заключить, что пары (ḡ1, g1) и (ḡ6, g6) не эквивалентны. Поскольку dim D2ḡ1 6= dimD2ḡ7,

видим, что пары (ḡ1, g1) и (ḡ7, g7) не эквивалентны.

Пусть λ = 1/2. Рассмотрим гомоморфизмы fi : ḡi → gl(4, R), i = 1, 3, 5, где fi(x) – матрица отоб-

ражения ad|Dḡi
x в базисе {e2, e3, u1, u2} пространства ḡi. Поскольку подалгебры fi(ḡi) не сопряжены,

то пары (ḡ1, g1), (ḡ3, g3), (ḡ4, g4), (ḡ5, g5) не эквивалентны друг другу. ¤

Лемма 2. Если пара (ḡ, g) не допускает инвариантных аффинных связностей, а g имеет вид

3.23, то (ḡ, g) эквивалентна одной из пар 3.23.6, 3.23.7.
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Доказательство. Пусть (ḡ, g) — трехмерное однородное пространство типа 3.23.3, Λ|g — изо-

тропное представление g. Пусть здесь и далее

Λ(u1) =







p1,1 p1,2 p1,3

p2,1 p2,2 p2,3

p3,1 p3,2 p3,3






, Λ(u2) =







q1,1 q1,2 q1,3

q2,1 q2,2 q2,3

q3,1 q3,2 q3,3






, Λ(u3) =







r1,1 r1,2 r1,3

r2,1 r2,2 r2,3

r3,1 r3,2 r3,3






.

Отображение Λ — g-инвариантно. Следовательно, из [Λ(e3),Λ(u1)] = Λ([e3, u1]) получаем

[Λ(e3),Λ(u1)] = 0. Тогда имеем p3,1 = p3,2 = p2,1 = 0, p3,3 = p1,1. [Λ(e2),Λ(u1)] = Λ([e2, u1]), откуда

получаем [Λ(e2),Λ(u1)] = 0, p2,3 = p1,2, p2,2 = p1,1. [Λ(e1),Λ(u1)] = Λ(u1), тогда p1,1 = p1,2 = 0.

Если [Λ(e3),Λ(u2)] = 0, то q3,1 = q3,2 = q2,1 = 0, q3,3 = q1,1. [Λ(e2),Λ(u2)] = Λ(u1), полу-

чаем q2,3 = q1,2 + p1,3, q2,2 = q1,1. [Λ(e1),Λ(u2)] = (1/2)Λ(u2), откуда q1,1 = q1,3 = 0. Если

[Λ(e3),Λ(u3)] = Λ(u1), то r3,1 = r3,2 = r2,1 = 0, r3,3 = r1,1 + p1,3. [Λ(e2),Λ(u3)] = Λ(u2), следо-

вательно r2,2 = r1,1, q1,2 = 0, r2,3 = r1,2. [Λ(e1),Λ(u3)] = 0, имеем r1,2 = r1,3 = 0, аффинная связность

существует и имеет вид

Λ(u1) =







0 0 p1,3

0 0 0

0 0 0






, Λ(u2) =







0 0 0

0 0 p1,3

0 0 0






, Λ(u3) =







r1,1 0 0

0 r1,1 0

0 0 r1,1+p1,3






.

Тензор кривизны имеет вид

R(u1, u2) = 0, R(u1, u3) = [Λ(u1),Λ(u3)] − Λ([u1, u3]) =







0 0 p1,3
2

0 0 0

0 0 0






,

R(u2, u3) =







0 −1 0

0 0 p1,3
2−1

0 0 0






,

тензор кручения

T (u1, u2) = 0, T (u1, u3) = Λ(u1)(u3)m − Λ(u3)(u1)m − [u1, u3]m = (p1,3 − r1,1, 0, 0) ,

T (u2, u3) = Λ(u2)(u3)m − Λ(u3)(u2)m − [u2, u3]m = (0, p1,3 − r1,1, 0) .

Пусть (ḡ, g) — трехмерное однородное пространство типа 3.23.6, отображение Λ g-инвариантно,

следовательно, [Λ(e3),Λ(u1)] = Λ([e3, u1]). Откуда [Λ(e3),Λ(u1)] = 0. Имеем p3,1 = p3,2 = p2,1 = 0,

p3,3 = p1,1. Из [Λ(e2),Λ(u1)] = Λ([e2, u1]) получаем [Λ(e2),Λ(u1)] = 0, p2,3 = p1,2, p2,2 = p1,1.

[Λ(e1),Λ(u1)] = Λ(u1), тогда p1,1 = 0. Если [Λ(e3),Λ(u2)] = 0, то q3,1 = q3,2 = q2,1 = 0,

q3,3 = q1,1. [Λ(e2),Λ(u2)] = Λ(u1), следовательно, p1,2 = 0, q2,3 = q1,2 + p1,3, q2,2 = q1,1. Если

[Λ(e3),Λ(u3)] = Λ(u1), то r3,1 = r3,2 = r2,1 = 0, r3,3 = r1,1 + p1,3. [Λ(e2),Λ(u3)] = Λ(u2), тогда

r2,2 = r1,1, q1,2 = q1,1 = 0, r2,3 = r1,2 + q1,3. Если [Λ(e1),Λ(u3)] = 0, то r1,2 = r1,3 = 0. Учитывая

[Λ(e1),Λ(u3)] = (1/2)Λ(u3) + Λ(e3), имеем







−1/2r1,1 −1/4r1,2 −1

0 −1/2r1,1 −1/4r1,2 − 1/4q1,3

0 0 −1/2r1,1 − 1/2p1,3






= 0,

т. е. у уравнения нет решений, пара (ḡ, g) не допускает аффинных связностей. Прямыми вычислениями

получаем результаты для остальных пар типа 3.23. ¤

Аналогично, если пара (ḡ, g) не допускает аффинных связностей, а g имеет тип 3.19, то (ḡ, g)

эквивалентна одной из пар 3.19.2, 3.19.3, 3.19.5, 3.19.6, 3.19.8, 3.19.9, 3.19.10, 3.19.11, 3.19.12, 3.19.13,

3.19.15 [3]. Например, если (ḡ, g) — трехмерное однородное пространство типа 3.19.2, то

Λ(e1) =







0 0 0

0 1 0

0 0 λ






, Λ(e2) =







0 1 0

0 0 0

0 0 0






, Λ(e3) =







0 0 1

0 0 0

0 0 0






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(Λ|g = λ). Отображение Λ — g-инвариантно. Если [Λ(e3),Λ(u1)] = Λ([e3, u1]), то

[Λ(e3),Λ(u1)] = 0,







p3,1 p3,2 p3,3 − p1,1

0 0 −p2,1

0 0 −p3,1






= 0, p3,1 = p3,2 = p2,1 = 0, p3,3 = p1,1.

Если [Λ(e2),Λ(u1)] = Λ([e2, u1]), то

[Λ(e2),Λ(u1)] = −Λ(e2),







0 p2,2 − p1,1 − 1 p2,3

0 0 0

0 0 0






= 0, p2,2 = p1,1 + 1, p2,3 = 0.

Если [Λ(e1),Λ(u1)] = Λ([e1, u1]), то [Λ(e1),Λ(u1)] = 0, p1,2 = 0.

Поскольку [Λ(e3),Λ(u2)] = 0, q3,1 = q3,2 = q2,1 = 0, q3,3 = q1,1; если [Λ(e2),Λ(u2)] = Λ(u1),

то







−p1,1 q2,2 − q1,1 q2,3 − p1,3

0 −p1,1 − 1 0

0 0 −p1,1






= 0, уравнение не имеет решений, пара (ḡ, g) не допускает

аффинных связностей.

Если пара (ḡ, g) не допускает аффинных связностей, а g имеет тип 2.9, то (ḡ, g) эквивалентна

одной из пар 2.9.8, 2.9.9, 2.9.10, 2.9.17. Например, если (ḡ, g) — трехмерное однородное пространство

типа 2.9.17 [3], то

Λ(e1) =







1 0 0

0 −2 0

0 0 −1






, Λ(e2) =







0 0 1

0 0 0

0 0 0






,

(так как Λ|g = λ). Если Λ — g-инвариантно, то [Λ(e2),Λ(u1)] = Λ([e2, u1]). Следовательно,

[Λ(e2),Λ(u1)] = 0, p3,1 = p3,2 = p2,1 = 0, p3,3 = p1,1. Из [Λ(e1),Λ(u1)] = Λ([e1, u1]) следует

[Λ(e1),Λ(u1)] = Λ(u1), тогда p1,1 = p1,2 = p1,3 = p2,2 = p2,3 = 0. Из [Λ(e2),Λ(u2)] = Λ(e1) следу-

ет, что







q3,1 − 1 q3,2 q3,3 − q1,1

0 2 −q2,1

0 0 −q3,1 + 1






= 0, пара (ḡ, g) не допускает аффинных связностей. Прямыми

вычислениями получаем результаты в остальных случаях.

Аналогично, если пара (ḡ, g) не допускает аффинных связностей, а g имеет тип 4.6, то (ḡ, g)

эквивалентна паре 4.6.2 [3]. Если пара (ḡ, g) не допускает аффинных связностей, а g имеет тип 5.10,

то (ḡ, g) эквивалентна одной из пар 5.10.3, 5.10.4, 5.10.7, 5.10.8, 5.10.9. Если g имеет тип 4.8, то (ḡ, g)

эквивалентна одной из пар 4.8.7, 4.8.8. Если g имеет тип 4.10, то (ḡ, g) эквивалентна 4.10.2, 4.10.3.

Если g имеет тип 4.11, то (ḡ, g) эквивалентна 4.11.6, 4.11.7, 4.11.8, 4.11.9. Если g имеет тип 4.12, то

(ḡ, g) эквивалентна 4.12.2. Если g имеет тип 4.14, то (ḡ, g) эквивалентна 4.14.2, 4.14.3, 4.14.4, 4.14.5.

Если g имеет тип 4.20, то (ḡ, g) эквивалентна 4.20.6, 4.20.7, 4.20.8, 4.20.9, 4.20.10, 4.20.11, 4.20.12,

4.20.13. Если g имеет тип 4.21, то (ḡ, g) эквивалентна 4.21.8, 4.21.9, 4.21.10, 4.21.12, 4.21.13, 4.21.14,

4.21.15, 4.21.16, 4.21.17, 4.21.18, 4.21.19, 4.21.20, 4.21.21, 4.21.22, 4.21.23. Если g имеет тип 3.8, то

(ḡ, g) эквивалентна 3.8.4, 3.8.5, 3.8.6. Если g имеет тип 3.13, то (ḡ, g) эквивалентна 3.13.7, 3.13.14,

3.13.15, 3.13.16, 3.13.17, 3.13.18, 3.13.19, 3.13.20, 3.13.21, 3.13.22, 3.13.23, 3.13.24, 3.13.25. Если g имеет

тип 3.14, то (ḡ, g) эквивалентна 3.14.4. Если g имеет тип 3.20, то (ḡ, g) эквивалентна 3.20.6, 3.20.7,

3.20.8, 3.20.9, 3.20.10, 3.20.16, 3.20.17, 3.20.18, 3.20.19, 3.20.28, 3.20.29. Если g имеет тип 3.21, то

(ḡ, g) эквивалентна 3.21.2, 3.21.3, 3.21.4, 3.21.5. Если g имеет тип 3.22, то (ḡ, g) эквивалентна 3.22.2.

Если g имеет тип 3.24, то (ḡ, g) эквивалентна 3.24.2. Если g имеет тип 3.25, то (ḡ, g) эквивалентна

3.25.9, 3.25.10, 3.25.11, 3.25.12, 3.25.13, 3.25.14, 3.25.15, 3.25.16, 3.25.17, 3.25.18, 3.25.19, 3.25.20,

3.25.21, 3.25.22, 3.25.23, 3.25.24, 3.25.27, 3.25.28, 3.25.29, 3.25.31. Если g имеет тип 3.26, то (ḡ, g)

эквивалентна 3.26.2. Если g имеет тип 3.27, то (ḡ, g) эквивалентна 3.27.5. Если g имеет тип 3.29,

то (ḡ, g) эквивалентна 3.29.2. Если g имеет тип 2.8, то (ḡ, g) эквивалентна 2.8.8, 2.8.9, 2.8.10, 2.8.11.

Если g имеет тип 2.13, то (ḡ, g) эквивалентна 2.13.9.

Проводя аналогичные рассуждения для всех подалгебр, получаем, что других трехмерных

изотропно-точных однородных пространств, не допускающих инвариантных связностей, кроме пред-

ставленных выше, не существует. ¤
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The purpose of the work is the classification of three-dimensional isotropy-faithful homogeneous spaces, not admitting invariant

connections. The local classification of homogeneous spaces is equivalent to the description of effective pairs of Lie algebras. If

there exists at least one invariant connection then the space is isotropy-faithful, but the isotropy-faithfulness is not sufficient for the

space in order to have invariant connections. The peculiarity of techniques presented in the work is the application of purely algebraic

approach, the compound of different methods of differential geometry, theory of Lie groups, Lie algebras and homogeneous spaces.

Key words: invariant connection, homogeneous space, transformation group, Lie algebra.
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