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Введение 

 

     Пособие предназначено для выполнения практических занятий по дисци-

плине «Случайные процессы» для студентов специальности 1-53 01 02 «Авто-

матизированные системы обработки информации» (АСОИ). Данная дисципли-

на является дисциплиной по выбору студентов и имеет небольшой объем: 

16 часов лекций и 18 часов практических занятий. При таком объеме возникает 

проблема выбора разделов для изучения из огромной и весьма развитой теории 

случайных процессов. Тематика и способ проведения практических занятий, 

предложенные в пособии, адаптированы автором к специфике специальности 

АСОИ.  

     Во-первых, предпочтение отдано изучению теории случайных процессов с 

дискретным временем, в частности, теории марковских процессов. Теория мар-

ковских процессов является основой таких разделов исследования операций, 

как теория массового обслуживания и динамическое программирование. Кроме 

того, теория случайных процессов с дискретным временем ориентирована на 

компьютерную обработку данных.  

     Во-вторых, практические занятия проводятся не в аудитории с доской и ме-

лом, а в компьютерном классе. Это должно способствовать приобретению 

практических навыков в программировании методов обработки информации и 

разработке систем обработки информации. 

     Вместе с тем изучение дисциплины не должно ограничиваться только про-

граммированием, несмотря на то что современное программное обеспечение 

позволяет выполнять практически все необходимые как численные, так и ана-

литические расчеты. «Универсальный студент», из которого впоследствии вы-

растет «универсальный специалист», а не «программист-кодировщик», должен 

обогащать свою память знанием теории с использованием в том числе ручки и 

бумаги. 
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Тема 1. Моментные функции случайных процессов 

 

1.1. Цель работы 

 

     1. Ознакомление с параметрической формой задания случайных процессов. 

     2. Приобретение навыков расчета математических ожиданий, дисперсий, ко-

вариационных и взаимных ковариационных функций случайных процессов. 

 

1.2. Теоретические положения 

 

     Математическое ожидание )(ta , дисперсия )(td , ковариационная функция 

),( 21 ttR  случайного процесса )(t  определяются выражениями: 

 )()( tEta  , 

 2))()(()( tatEtd   , 

 ))()())(()((),( 221121 tattatEttR   . 

Взаимные ковариационные функции двух процессов )(t  и )(t  определяются 

выражениями: 

 ))()())(()((),( 221121, tattatEttR   , 

 ))()())(()((),( 221121, tattatEttR   . 

Здесь E  – символ математического ожидания по соответствующему распреде-

лению. 

     Если случайные процессы )(t  и )(t  определены своими конечномерными 

плотностями вероятностей, то указанные моментные функции рассчитываются 

как следующие интегралы: 





  dxtxxfta ),()( , 




  dxtxxfta ),()( , 
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  dxtxftaxtd ),())(()( , 





  dxtxftaxtd ),())(()( , 

 







  dxdyttyxftaytaxttR ),,,())())(((),( 212121 , 

 







  dxdyttyxftaytaxttR ),,,())())(((),( 212121 , 

 







  dxdyttyxftaytaxttR ),,,())())(((),( 21,2121, , 

 







  dxdyttyxftaytaxttR ),,,())())(((),( 21,2121, . 

Здесь ),( txf , ),( txf  – одномерные плотности вероятностей случайных про-

цессов )(t  и )(t  соответственно; ),,,( 21 ttyxf , ),,,( 21 ttyxf  – двухмерные 

плотности вероятностей случайных процессов )(t  и )(t  соответственно; 

),,,( 21, ttyxf  , ),,,( 21, ttyxf   – взаимные двухмерные плотности вероятностей 

случайных процессов )(t  и )(t  соответственно. 

     Если же случайные процессы )(t  и )(t  заданы в параметрической форме, 

т.е. в виде известных функций ),(  t  и ),(  t  векторных случайных парамет-

ров ),...,,( 21 m , ),...,,( 21 k , то указанные моментные функции рас-

считываются как следующие интегралы: 





  dzzfztta )(),()( , 




  dvvfvtta )(),()( , 





  dzzftazttd )())(),(()( , 





  dvvftavttd )())(),(()( , 
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  dzzftazttaztttR )())(),())((),((),( 221121 , 





  dvvftavttavtttR )())(),())((),((),( 221121 , 

 







  dzdvvzftavttaztttR ),())(),())((),((),( ,221121, , 

 







  dzdvvzftazttavtttR ),())(),())((),((),( ,221121, . 

Здесь )(zf , )(vf  – плотности вероятностей случайных векторов   и   соот-

ветственно; ),(, vzf   – совместная плотность вероятности случайных векторов 

  и  ; ),...,,( 21 mzzzz  ; ),...,,( 21 kvvvv  ; mdzdzdzdz 21 ; kdvdvdvdv 21 .  

     Если случайные векторы   и   независимые, то )()(),(, vfzfvzf   . 

     Как свойства приведенных выше интегралов легко могут быть получены 

следующие свойства моментных функций. Если )()()( ttt  , то 

)()()( tatata   , 

),(2)()()( , ttRtdtdtd   , 

),(),(),(),(),( 21,21,212121 ttRttRttRttRttR   . 

     Если случайные процессы )(t  и )(t  независимы, то в приведенных выше 

формулах 0),(),( 21,21,   ttRttR . 

     Если случайные процессы )(t  и )(t  независимы и )()()( ttt  , то 

)()()( tatata   , 

)()()( tdtdtd   , 

),(),(),( 212121 ttRttRttR   . 

     Примерами случайных процессов являются метеорологические процессы 

(температура атмосферного воздуха, атмосферное давление, относительная 

влажность воздуха, направление и скорость ветра и др.). 
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1.3. Программные средства для выполнения работы 

 

1.3.1. Символьное вычисление интегралов 

     Переменные или объекты объявляются в Matlab символьными с помощью 

функции syms. Например,  

     syms x1 x2 … создает группу символьных объектов. 

     syms x1 x2 … positive создает группу действительных положительных объ-

ектов. 

     syms x1 x2 … real создает группу символьных объектов с вещественными 

значениями, т.е. с нулевой мнимой частью. 

     syms x1 x2 … unreal создает группу чисто формальных символьных объек-

тов без дополнительных свойств, т.е. страхует, чтобы эти объекты были ни дей-

ствительными, ни положительным. Эту функцию можно использовать для от-

мены задания вещественных и положительных объектов. 

     Отметим, что символьные переменные в функции syms разделяются пробе-

лами. 

     Пример 1.1. В результате выполнения программы 

     syms x1 x2 … real 

     x=[x1,x2]; 

будут созданы символьные положительные скалярные переменные x1, x2 и 

символьный массив (вектор-строка) x с положительными компонентами. 

     Для вычисления указанных в разд. 1.2 интегралов можно воспользоваться 

функцией символьного интегрирования int. 

     int(s) – возвращает символьное значение неопределенного интеграла от сим-

вольного выражения или массива символьных выражений s по переменной, ко-

торая автоматически определяется функцией findsym. Если s – константа, то 

вычисляется интеграл по переменной 'x'; 

     int(s,a,b) – возвращает символьное значение определенного интеграла на от-

резке интегрирования [a,b] от символьного выражения или массива символь-
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ных выражений s по переменной, которая автоматически определяется функци-

ей findsym. Пределы интегрирования a, b могут быть как символьными, так и 

числовыми, как конечными, так и бесконечными (inf); 

     int(s,v) – возвращает символьное значение неопределенного интеграла от 

символьного выражения или массива выражений s по переменной v; 

     int(s,v,a,b) – возвращает символьное значение определенного интеграла от 

символьного выражения или массива символьных выражений s по переменной 

 v с пределами интегрирования [a,b]. 

     Пример 1.2. Программа 

     syms alpha u 

     y2=int(sin(alpha*u),alpha) 

возвращает следующий результат: 

     y2 = 

     -cos(alpha*u)/u 

 

1.3.2. Символьные подстановки 

     Часто в символьное выражение вместо некоторых переменной или выраже-

ния необходимо подставить новую переменную или выражение. В Matlab это 

можно сделать с помощью функции subs. 

     y=subs(s,old,new) заменяет в символьном выражении s старую переменную 

или выражение old на новую переменную или выражение new. 

     Пример 1.3. Программа 

     syms t tau 

     y=sin(t); 

     y1=y*subs(y,t,t+tau) 

возвращает следующий результат: 

     y1 = 

     sin(t)*sin(t+tau) 
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     Отметим, что если все символьные переменные в символьном выражении s 

заменить на численные значения, то функция y=subs(s,old,new) возвратит чис-

ленный результат. 

     В качестве переменной old может использоваться символьный массив, а в 

качестве переменной new – символьный или численный массив. 

 

1.3.3. Построение графиков функций одной переменной 

     Для построения графика функции одной переменной используется функция 

plot. Вызов этой функции осуществляется командой  

     plot(x,y,s) 

где x, y – одномерные массивы одинаковой размерности; x – массив значений 

аргумента функции )(xfy  ; y – массив значений функции )(xfy  ; s – стро-

ковая константа, определяющая цвет линии, маркер узловых точек и тип линии. 

Эта константа может содержать от одного до трех символов.  

     Цвет линии определяется символами y (желтый), m (фиолетовый), c (голу-

бой), r (красный), g (зеленый), b (синий), w (белый), k (черный). 

Тип узловой точки определяется символами . (точка), o (окружность), x (кре-

стик), + (плюс), * (звездочка), s (квадрат), d (ромб), < > ^ (треугольники раз-

личной направленности), p (пятиугольник), h (шестиугольник). 

     Тип линии определяется символами - (непрерывная), : (короткие штрихи), -. 

(штрихпунктир), -- (длинные штрихи). 

     Символьную константу s можно опустить. В этом случае по умолчанию ис-

пользуется непрерывная линия желтого цвета. 

     Для построения в одном окне нескольких графиков можно использовать ко-

манду 

     plot(x1,y1,s1,x2,y2,s2,x3,y3,s3,…) 

Команда grid on добавляет на график сетку. Команда hold on позволяет добав-

лять в то же графическое окно графики новых функций. 
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    Пример 1.4 

     x=0:0.1:2*pi; 

     y1=sin(x); 

     y2=cos(x); 

     plot(x,y1,'k-o',x,y2,'r--*') 

     grid on 

Созданный с помощью программы plot график можно скопировать в буфер 

Clipboard, активизировав в пункте Edit главного меню графического окна ко-

манду Copy Figure с целью его дальнейшего редактирования в каком-либо 

графическом редакторе, например Paint. 

 

1.3.4. Построение графиков функций двух переменных 

     Ковариационная функция нестационарного случайного процесса и взаимная 

ковариационная функция двух совместно нестационарных случайных процес-

сов являются функциями двух переменных. Построение графика функции двух 

переменных ),( yxfz   выполняется в Matlab с помощью функций meshgrid и 

mesh. Специфика построения таких графиков в Matlab требует не просто зада-

ния ряда значений x и y, т. е. векторов x и y, а определения двухмерных масси-

вов X и Y. Для создания таких массивов служит функция meshgrid. 

     [X,Y]=meshgrid(x,y) – преобразует область, заданную векторами x и y, в 

двухмерные массивы X и Y, которые могут быть использованы для вычисления 

значений функции двух переменных и построения трехмерных графиков. Эта 

функция формирует массивы X и Y таким образом, что строки выходного мас-

сива X являются копиями вектора x, а столбцы выходного массива Y – копиями 

вектора y. 

     mesh(X,Y,Z,C) – выводит в графическое окно сетчатую поверхность с цве-

тами узлов поверхности, заданных массивом С. 

     mesh(X,Y,Z) – аналог предшествующей команды при C=Z с использованием 

функциональной окраски, при которой цвет задается высотой поверхности. 
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     Пример 1.5 

     [x,y]=meshgrid(-2:0.1:3,-4:0.1:4); 

     z=x.^2+y.^2; 

     mesh(x,y,z) 

В результате выполнения этой программы на экран будет выведен график 

функции двух переменных 22 yxz  . 

     В приведенном примере массив значений функции двух переменных форми-

руется посредством использования поэлементных операций с массивами. Ис-

пользование поэлементных операций предполагает наличие навыков их ис-

пользования, т.е. четкого представления того, что происходит при их примене-

нии. Если уверенности в правильности использования поэлементных операций 

нет, то массив значений функции можно сформировать путем применения вло-

женных циклов for и индексированных переменных. Так, предыдущий пример 

можно оформить следующим образом: 

     x1=-2:0.1:3; 

     y1=-4:0.1:4; 

     [x,y]=meshgrid(x1,y1); 

     nx=length(x1); 

     ny=length(y1); 

     for i=1:nx 

      for j=1:ny 

       z(j,i)=x1(i)^2+y1(j)^2; 

      end; 

     end; 

     mesh(x,y,z) 

 

1.3.5. Моделирование случайных чисел 

     Случайные числа из равномерного распределения ),( bau , плотность вероят-

ности которого имеет вид 
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,,,0

,,,,,
1

bxax

baRbabxa
abxf

 

моделируются с помощью функции y=unifrnd(a,b). 

     Непрерывный случайный вектор ),...,( 1 m  называется распределенным 

по многомерному нормальному (гауссовскому) закону, если его плотность ве-

роятности имеет вид 

))(
2

1
exp(

)2(

1
)( X

R
Xf

m





, 

где 

)()()( 1 AXRAXX T   . 

Здесь приняты следующие обозначения: ),...,( 1 m
T xxX   – вектор-строка аргу-

ментов плотности вероятности; ),...,( 1 m
T aaA   – вектор-строка параметров; 

mjiRR ji ,1,),( ,  , – симметричная положительно определенная )( mm -

матрица параметров; R1  – матрица, обратная матрице R; R  – определитель 

матрицы R. Символ Т означает транспонирование, так что X  и A  – векторы-

столбцы. Параметры А и R распределения являются математическим ожидани-

ем и ковариационной матрицей вектора   соответственно. 

     Если случайный вектор ),...,( 1 m  распределен по нормальному закону, 

то любой его подвектор (включая отдельную компоненту) также распределен 

по нормальному закону. Распределение этого подвектора получается вычерки-

ванием в исходном распределении из векторов ),...,( 1 m , ),...,( 1 m
T aaA   

ненужных компонент и из матрицы R  строк и столбцов, соответствующих не-

нужным компонентам. 

     Символически многомерное нормальное распределение обозначается как 

),()( RANXf  . 
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Если ),( 21   – двухмерный случайный вектор, распределенный по нор-

мальному закону, то мы имеем  

),( 21 xxX T  ,    ),( 21 aaAT  ,   














2,21,2

2,11,1

RR

RR
R ,  

1,22,12,21,1 RRRRR  ,   


















1,11,2

2,12,21 1

RR

RR

R
R ,  

    )()( 1 AXRAXX T  

2
221,122112,1

2
112,2 )())((2)( axRaxaxRaxR  . 

Если здесь обозначить 2
11,1 R , 2

22,2 R  и выразить коэффициент ковариации 

),cov( 211,22,1  RR  через коэффициент корреляции 2,1r  по формуле  

212,11,22,1  rRR , 

то функцию )(X  можно представить в виде  




































2
2

2
22

2

22

1

11
2,12

1

2
11

2
2,1

21

)()()(
2

)(

)1(

1
),(

axaxax
r

ax

r
xx , 

а плотность вероятности двухмерного нормального распределения – в виде 












 ),(

2

1
exp

12

1
),( 21

2
2,121

21 xx
r

xxf . 

     Функция r=mvnrnd(mu,sigma,cases) возвращает матрицу r случайных чи-

сел, выбранных из многомерного нормального распределения с вектором сред-

них mu и ковариационной матрицей sigma. Параметр cases является количе-

ством строк в r (количеством многомерных случайных чисел). 

 

1.4. Порядок выполнения работы 

 

     1.4.1. Рассчитать функции математического ожидания, дисперсии и ковариа-

ционной функции случайного процесса )(t , выбранного из табл. 1.1 в соответ-

ствии со своим вариантом задания. Вид составляющих случайного процесса 
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)(t  и распределения их параметров заданы в табл. 1.2. Параметры ),,( dcb , 

 ,   предполагаются случайными величинами, независимыми в совокупности. 

В символьных расчетах параметры ,,,, dcb  рассматривать как символьные 

переменные. 

     1.4.2. В одно графическое окно вывести 10 реализаций случайного процесса 

)(t  и функции математического ожидания и дисперсии, моделируя случайные 

значения параметров ,,,, dcb  и выбирая по своему усмотрению значения 

неслучайных параметров dcb aaa ,, , A , B , 2 , 2
b , 2

c , 2
d , 1  и интервал вре-

мени 10 ttt  . 

Таблица 1.1 

Варианты случайных процессов )(t  для расчетов 

№  

варианта 
Процесс )(t  

№  

варианта 
Процесс )(t  

1  )()( tt   11  )()( tt   

2  )()( tt   12  )()( tt   

3  )()( tt   13  )()( tt   

4  )()( tt   14  )()( tt   

5  )()( tt   15  )()( tt   

6  )()( tt   16  )()( tt   

7  )()( tt   17  )()( tt   

8  )()( tt   18  )()( tt   

9  )()( tt   19  )()( tt   

10  )()( tt   20  )()( tt   

 

     1.4.3. В отдельное графическое окно вывести график ковариационной функ-

ции случайного процесса )(t  при выбранных значениях неслучайных парамет-

ров dcb aaa ,, , A , B , 2 , 2
b , 2

c , 2
d , 1 . 
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     1.4.4. Оформить полученные результаты в виде отчета. Отчет должен содер-

жать титульный лист с темой практического занятия, номером варианта и дан-

ными о студенте (ФИО, номер группы), исходные данные к варианту задания, 

коды написанных программ, численные и графические результаты работы про-

грамм, краткие выводы. 

Таблица 1.2 

Составляющие случайного процесса )(t , заданного в табл. 1.1 

№  

процесса 
Вид процесса 

Случайный 

 параметр 

Обозначение распределения 

параметра 

1 bt  )(  b  ),,( dcb , 

   RaNxf ,)( , 

),,( dcb aaaa  , 
























2

2

2

00

00

00

d

c

b

R  

2 ctt  )(  c  

3 )exp()( 2 dtt   d  

4 )cos()( 1  tAt    ),( aaU   

5 tBt  cos)(    ),0( aU  

 

1.5. Контрольные вопросы 

 

1. Что такое случайный процесс (определение случайного процесса)? 

2. Какие классы случайных процессов вы знаете? 

3. Что такое конечномерные распределения случайного процесса? 

4. Что такое математическое ожидание и дисперсия случайного процесса? 

5. Что такое ковариационная функция случайного процесса? 

6. Что такое взаимная ковариационная функция двух случайных процессов? 

7. Какие свойства имеет ковариационная функция случайного процесса? 
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8. Какие свойства имеет взаимная ковариационная функция двух случайных 

процессов? 

9. Запишите формулы для расчета моментных функций случайного процесса. 

10. Объясните полученные графики реализаций, математического ожидания 

и дисперсии случайного процесса, основываясь на математической модели слу-

чайного процесса вашего варианта. 

11. Объясните полученный график ковариационной функции случайного 

процесса исходя из свойств ковариационной функции. 
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Тема 2. Моделирование дискретных случайных величин 

 

2.1. Цель работы 

 

     1. Приобретение навыков моделирования полной группы случайных собы-

тий. 

     2. Приобретение навыков моделирования случайных чисел из дискретных 

распределений. 

 

2.2. Теоретические положения 

 

2.2.1. Моделирование полной группы случайных событий 

     Случайные события FAi  , ii pAP )( , ki ,1 , заданные на вероятностном 

пространстве ),,( PF , образуют полную группу событий, если выполняются 

условия:  

а) 



k

i
iA

1

;   б)  ji AA , ji  ;   в) 0)( iAP , ki ,1 ;   г) 1)(
1




k

i
iAP . 

Для моделирования полной группы случайных событий будем использовать ба-

зовую случайную величину  , т.е. непрерывную случайную величину, распре-

деленную равномерно в интервале )1,0( . По вероятностям ip  случайных собы-

тий iA  определим числа 

00 S , 



i

j
ji pS

1

,                                                (2.1) 

а события iA  определим как следующие множества: 

 iii SSA  1 , ki ,1 .                                          (2.2) 

Построенные таким образом события удовлетворяют сформулированным выше 

условиям а) – г). Действительно,  
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iii

S

S

S

S
i pSSdxdxxfAP

i

i

i

i

  


1

11

)()( , ki ,1 . 

     Алгоритм, моделирующий отдельное случайное событие iA  (его номер i ), 

состоит в выполнении следующих шагов. 

1. Расчет чисел kSSS ,...,, 10  по формуле (2.1). 

2. Обращение к датчику базового случайного числа и получение псевдослу-

чайного числа  . 

3. Сравнение   с величинами kSSS ,...,, 10  и выбор номера события i , удо-

влетворяющего условию (2.2). 

     Для моделирования результатов n  независимых испытаний, в каждом из ко-

торых может появиться одно из событий kAAA ,...,, 21 , пп. 2, 3 алгоритма необ-

ходимо повторить n  раз. 

 

2.2.2. Моделирование случайных чисел из дискретных распределений 

     Пусть   – дискретная случайная величина, принимающая значения 

kxxx ,...,, 21  с вероятностями kppp ,...,, 21 . Моделировать значения этой случай-

ной величины можно с помощью алгоритма моделирования полной группы 

случайных событий, изложенного в п. 2.2.1. Действительно, между значениями 

ix  дискретной случайной величины и случайными событиями iA  полной груп-

пы событий, ki ,1 , существует взаимно-однозначное соответствие. Поэтому 

для моделирования дискретной случайной величины   к алгоритму, приведен-

ному в п. 2.2.1, следует добавить четвертый пункт. 

     4. Выбор значения случайной величины x  по полученному номеру i  слу-

чайного события: ij xy  , ki ,1 , nj ,1 . 
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2.3. Программные средства для выполнения работы 

 

     Случайное число из равномерного в промежутке )1,0(  распределения моде-

лируется с помощью функции unifrnd. Команда y=unifrnd(a,b) выдает случай-

ное число из равномерного в промежутке ),( ba  распределения. 

     Моделировать случайные числа (выборки) из дискретных распределений в 

Matlab позволяет функция randsample. 

     y=randsample(k,n) возвращает )1( n -вектор значений без повторений y, 

выбранных из дискретного распределения с равновозможными значениями 

k,...,2,1 . При отсутствии повторений n должно быть меньше или равно k. 

     Пример 2.1. Программа 

y=(randsample(10,8))' 

выдает результат 

y = 

     4     3     6     9     7    10     8     2 

     y=randsample(population,n) возвращает n значений без повторений в y, вы-

бранных из дискретного распределения с равновозможными значениями, опре-

деленными в population. При таком обращении к функции randsample ее па-

раметры population и y являются символьными массивами (строками симво-

лов). Здесь также должно быть kn  , где k  – число символов в символьной 

строке population. 

     Пример 2.2. Программа 

population='abcdefghij' 

y=randsample(population,8) 

выдает результат 

population = 

abcdefghij 

y = edfcgiba 
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    y=randsample(...,replace) возвращает выборку с повторениями, если пара-

метр replace равен true, или без повторений, если параметр replace равен false 

(по умолчанию). 

     Пример 2.3. Программа 

population='abcdefghij' 

y=randsample(population,12,true) 

выдает результат 

population = 

abcdefghij 

y = 

ebghdaehhjid 

     y=randsample(...,true,w) возвращает выборку с повторениями из распреде-

ления, заданного вектором вероятностей w и строкой значений population. Этот 

вариант обращения не поддерживает выбор без повторения. 

     Пример 2.4. Программа 

population='abcde' 

w=[0.1 0.3 0.5 0.02 0.08]; 

y=randsample(population,12,true,w) 

 выдает результат 

population = 

abcde 

y = 

ccceeabcbcac 

    Замечание. Использование функции randsample в виде 

y=randsample(n,k,true,w) 

позволяет моделировать выборки из произвольных дискретных распределений 

с числовыми значениями k,...,2,1 . При необходимости моделирования выборки 

из распределения с произвольными числовыми значениями kxxx ,...,, 21  полу-
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ченный вектор )( jyy   необходимо пересчитать в вектор )( jzz   по формуле 

jyj xz  , nj ,1 . 

2.4. Порядок выполнения работы 

     2.4.1. Написать m-файл-функцию для моделирования полной группы слу-

чайных событий. Входными параметрами этой функции должен быть вектор 

вероятностей случайных событий ),...,,( 21 kpppp   и количество независимых 

испытаний n , а выходным – вектор смоделированной последовательности со-

бытий ),...,,( 21 neeee  . 

     2.4.2. Использовать написанную в п. 2.4.1 функцию для моделирования по-

следовательности независимых испытаний для случайных событий. В качестве 

вектора вероятностей случайных событий взять вектор p  из табл. 2.1. По до-

статочно большой последовательности испытаний рассчитать оценки вероятно-

стей этих событий. 

     2.4.3. Написать m-файл-функцию для моделирования выборки объема n  из 

дискретного распределения с возможными значениями ),...,,( 21 kxxxx   и их 

вероятностями ),...,,( 21 kpppp  . Входными параметрами функции должны 

быть векторы ),...,,( 21 kxxxx  , ),...,,( 21 kpppp   и объем выборки n , а выход-

ным – выборка возможных значений ),...,,( 21 nyyyy  . В этой функции исполь-

зовать функцию, написанную в п. 2.4.1. 

     2.4.4. Использовать написанную в п. 2.4.2 функцию для моделирования вы-

борки из дискретного распределения, приведенного в табл. 2.1. По выборке до-

статочно большого объема рассчитать оценки среднего значения и дисперсии 

дискретного распределения и сравнить их с соответствующими теоретическими 

характеристиками. 

     2.4.5. Оформить полученные результаты в виде отчета. Отчет должен содер-

жать титульный лист с темой практического занятия, номером варианта и дан-

ными о студенте (ФИО, номер группы), исходные данные к варианту задания, 
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коды написанных программ, смоделированные при их работе последовательно-

сти событий и чисел и рассчитанные значения, краткие выводы. 

Таблица 2.1 

Варианты заданий для моделирования случайных событий 

и дискретных случайных величин 

№  

варианта 

Вектор вероятностей p , 

вектор значений x  

№  

варианта 

Вектор вероятностей p , 

вектор значений x  

1  
)3.06.01.0(p  

)361(x  
11  

)5.03.02.0(p  

)110( x  

2  
)5.05.00(p  

)211(x  
12  

)05.05.0(p  

)431(x  

3  
)4.03.03.0(p  

)112( x  
13  

)5.03.02.0(p  

)110( x  

4  
)7.03.00(p  

)101(x  
14  

)7.003.0(p  

)012( x  

5  
)07.03.0(p  

)765(x  
15  

)4.04.02.0(p  

)345(x  

6  
)4.02.04.0(p  

)432(x  
16  

)4.02.04.0(p  

)123( x  

7  
)6.04.00(p  

)210(x  
17  

)5.03.02.0(p  

)101(x  

8  
)6.04.00(p  

)301(x  
18  

)8.02.00(p  

)011( x  

9  
)8.02.00(p  

)011( x  
19  

)8.02.00(p  

)011( x  

10  
)2.07.01.0(p  

)543( x  
20  

)4.006.0(p  

)521(x  
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2.5. Контрольные вопросы 

 

1. Что такое вероятностное пространство? 

2. Что такое полная группа случайных событий? 

3. Что такое случайная величина (определение случайной величины)? 

4. Что такое закон распределения случайной величины? 

5. Каким образом конструктивно задается закон распределения непрерыв-

ной, дискретной случайной величины? 

6. Как найти среднее значение (математическое ожидание) и дисперсию 

случайной величины? 

7. Как получить оценки среднего значения (математического ожидания) и 

дисперсии случайной величины? 

8. Что такое моменты случайной величины? 
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Тема 3. Моделирование цепей Маркова 

 

3.1. Цель работы 

 

      Приобретение навыков моделирования последовательностей случайных со-

стояний, подчиненных марковской зависимости. 

 

3.2. Теоретические положения 

 

     Будем рассматривать дискретную случайную последовательность i , 

,...2,1,0i  , т.е. случайный процесс с дискретным множеством состояний 

 kEEEE ,...,, 21  или  ,...,...,, 21 kEEEE   и дискретным временем 

 ,...,...,, 21 mtttT  . Обычно при рассмотрении дискретной последовательности 

i  говорят о некоторой системе, которая может находиться в одном из состоя-

ний  ,...,...,, 21 kEEEE   и переходить из одного состояния в другое в дискрет-

ные моменты времени. 

     Определение. Дискретная случайная последовательность i , ,...2,1,0i , 

называется цепью Маркова, если вероятность 1,
,
ss

jip  того, что в момент време-

ни 1s  система будет находиться в состоянии jE , зависит от того, в каком со-

стоянии iE  система находилась в предыдущий момент времени s , и не зависит 

от того, в каких состояниях она находилась в более ранние моменты времени 

0,...,2,1  ss : 

),...,,/()/( 0111
1,

, lksisjsisjs
ss
ji EEEEPEEPp  
 . 

     Вероятность 

)/( 1
1,

, isjs
ss
ji EEPp  
  

– это условная вероятность того, что в момент времени 1s  система будет 

находиться в состоянии jE  при условии, что в предыдущий момент s  она 
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находилась в состоянии iE . Эта вероятность называется вероятностью перехода 

из состояния iE  в состояние jE  за один шаг для моментов времени 1, ss . 

     Цепь Маркова называется конечной, если множество E  ее состояний конеч-

ное. 

     Цепь Маркова называется однородной, если условная вероятность 1,
,
ss

jip  не 

зависит от момента времени s . В этом случае такая вероятность обозначается 

как jip ,  и называется вероятностью перехода из состояния iE  в состояние jE  

за один шаг. Мы будем рассматривать только однородные цепи Маркова. 

     Вероятности перехода jip ,  образуют матрицу 

)( , jipP  , ,...2,1, ji  ,                                       (3.1) 

которая называется матрицей вероятностей перехода однородной цепи Марко-

ва. Элементы этой матрицы удовлетворяют следующим условиям: 

10 ,  jip , 







1

, 1
j

jip , ,...2,1i  . 

Первое условие является естественным свойством любой вероятности, а второе 

является следствием того, что система обязательно перейдет за один шаг в иное 

состояние или останется в прежнем. Это условие означает, что сумма элемен-

тов каждой строки матрицы вероятностей перехода P  равна единице. 

     Пример 3.1. Урновая модель. Имеем две урны. В первой из них находятся 1 

белый и 2 черных шара, во второй – 1 белый и 5 черных шаров. Начиная с пер-

вой урны, наугад вынимаем шар за шаром, причем если был вынут белый шар, 

то следующий шар вынимаем из первой урны, а если черный – то из второй. 

Каждый вынутый шар тут же возвращаем в урну, из которой он был вынут. Нас 

может интересовать, например, вероятность вынуть белый (или черный) шар на 

n -м шаге. 
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     Описанная в данном примере последовательность испытаний образует одно-

родную цепь Маркова с двумя состояниями: 1E  – вынутый шар белый и 2E  – 

вынутый шар черный. Вероятности перехода за один шаг имеют следующий 

смысл: 1,1p  – вероятность вынуть белый шар после предыдущего белого, т.е. 

вероятность вынуть белый шар из первой урны; 2,1p  – вероятность вынуть чер-

ный шар после предыдущего белого, т.е. вероятность вынуть черный шар из 

первой урны; 1,2p  – вероятность вынуть белый шар после предыдущего черно-

го, т.е. вероятность вынуть белый шар из второй урны; 2,2p  – вероятность вы-

нуть черный шар после предыдущего черного, т.е. вероятность вынуть черный 

шар из второй урны. Таким образом, матрица вероятностей перехода за один 

шаг имеет вид 


































6

5

6

1
3

2

3

1

2,21,2

2,11,1

pp

pp
P .                                         (3.2) 

     Пример 3.2. Случайное блуждание на прямой с поглощающими экранами. 

Пусть некоторая частица находится на действительной прямой и движется по 

ней под воздействием случайных толчков, которые возникают в моменты 

,..., 10 tt  . Частица может находиться в точках bmaaa ,...,,...,1,  . В точках a  и 

b  размещаются поглощающие стенки (экраны). Из каждой точки, кроме точек 

a  и b , частица перемещается в правую точку с вероятностью p  и в левую с ве-

роятностью pq 1 . При достижении стенок (точек a  и b ) частичка прилипа-

ет к ним. 

     В данном примере рассмотрена система, которая может находиться в одном 

из состояний aE 1 , …, bEk  . Если система находится в состоянии aE 1  

или bEk  , то она с вероятностью 1 остается в этих состояниях. Если же си-

стема находится в одном из промежуточных между a  и b  состояний ma  , то 

она с вероятностью p  переходит в правое состояние 1ma  и с вероятностью 
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pq 1  – в левое состояние 1ma . Матрица вероятностей перехода этой 

цепи Маркова имеет вид 

























1...0000

0...00

0...00

0...0001



pq

pq

P . 

Состояния a  и b  системы называются поглощающими.  

     В данном примере нас может интересовать, например, вероятность прилипа-

ния частицы к стенке в точке b . 

     Этот пример имеет также иную интерпретацию. Некий игрок, играя с одним 

партнером, выигрывает и проигрывает определенную сумму с вероятностями 

p  и pq 1  соответственно. Суммарный капитал обоих игроков равен b . Игра 

продолжается до тех пор, пока капитал нашего игрока не уменьшится до нуля 

( 0a ) или не возрастет до b , т.е. до того времени, пока один из игроков не ра-

зорится. Нас может интересовать вероятность разорения нашего игрока и рас-

пределение вероятностей на протяжении игры. Такая интерпретация задачи 

случайных блужданий называется классической задачей о разорении. 

 

3.3. Программные средства для выполнения работы 

 

     Для моделирования цепей Маркова необходимо, прежде всего, уметь моде-

лировать случайные числа (выборки) из дискретных распределений. В Matlab 

это позволяет делать функция randsample, описание которой приведено в под-

разд. 2.3. 

     Для отображения на графике процесса смены состояний системы, описывае-

мой цепью Маркова, можно воспользоваться функцией stairs: 

     stairs(y) строит лестничный (ступенчатый) график по значениям элементов 

вектора y; 
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     stairs(x,y) строит лестничный график по значениям элементов вектора y в 

точках скачков, определенных в x. Значения x должны располагаться в возрас-

тающем порядке. 

     Для построения графика смены состояний цепи Маркова необходимо в 

stairs(y) в качестве y использовать вектор последовательности состояний.  

 

3.4. Порядок выполнения работы 

 

     3.4.1. Написать m-файл-функцию для моделирования состояний цепи Мар-

кова. Входными параметрами этой функции выбрать вектор состояний, вектор 

начальных вероятностей, матрицу вероятностей перехода и число шагов (так-

тов). Использовать эту функцию для моделирования реализации состояний 

длительностью 50 – 100 тактов. Реализацию вывести в графическом окне в виде 

графика. Вариант описания цепи Маркова взять из табл. 3.1. 

     Указание. Начальное состояние моделируется с использованием вектора ве-

роятностей начального состояния, а последующие – с использованием соответ-

ствующих векторов-строк матрицы вероятностей перехода. 

     3.4.2. Оформить полученные результаты в виде отчета. Отчет должен содер-

жать титульный лист с темой практического занятия, номером варианта и дан-

ными о студенте (ФИО, номер группы), исходные данные к варианту задания, 

коды написанных программ, смоделированную при их работе последователь-

ность состояний цепи Маркова (реализацию случайной последовательности), 

краткие выводы. 
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Таблица 3.1 

Варианты описаний цепей Маркова 

№  

варианта 

Матрица вероятностей пе-

рехода P , вектор вероятно-

стей начальных состояний 

A , вектор состояний E  

№  

варианта 

Матрица вероятностей пе-

рехода P , вектор вероятно-

стей начальных состояний 

A , вектор состояний E  

1 2 3 4 

1.  


















05.05.0

5.005.0

5.05.00

P  

)3.06.01.0(A  

)361(E  

11  


















6.04.00

3.05.02.0

2.01.07.0

P  

)5.03.02.0(A  

)110( E  

2.  


















7.03.00

2.04.04.0

2.03.05.0

P  

)5.05.00(A  

)211(E  

12  


















5.005.0

5.05.00

05.05.0

P  

)05.05.0(A  

)431(E  

3.  


















6.04.00

1.06.03.0

7.02.01.0

P  

)4.03.03.0(A  

)112( E  

13  


















8.02.00

07.03.0

4.02.04.0

P  

)5.03.02.0(A  

)110( E  

4.  


















3.007.0

02.08.0

4.04.02.0

P  

)7.03.00(A  

)101(E  

14  


















4.03.03.0

6.04.00

04.06.0

P  

)7.003.0(A  

)012( E  
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Продолжение табл. 3.1 

1 2 3 4 

5.  


















4.02.04.0

06.04.0

4.006.0

P  

)07.03.0(A  

)765(E  

15  


















6.02.02.0

6.004.0

4.06.00

P  

)4.04.02.0(A  

)345(E  

6.  


















8.002.0

4.02.04.0

4.05.01.0

P  

)4.02.04.0(A  

)432(E  

16  


















08.02.0

3.02.05.0

4.05.01.0

P  

)4.02.04.0(A  

)123( E  

7.  


















8.02.00

8.002.0

08.02.0

P  

)6.04.00(A  

)210(E  

17  


















08.02.0

8.02.00

8.002.0

P  

)5.03.02.0(A  

)101(E  

8.  


















08.02.0

8.002.0

8.02.00

P  

)6.04.00(A  

)301(E  

18  


















06.04.0

6.04.00

6.004.0

P  

)8.02.00(A  

)011( E  

9.  


















08.02.0

1.05.04.0

5.04.01.0

P  

)8.02.00(A  

)011( E  

19  


















4.02.04.0

1.04.05.0

5.01.04.0

P  

)8.02.00(A  

)011( E  
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Окончание табл. 3.1 

1 2 3 4 

10.  

















06.04.0

6.04.00

6.004.0

P

 
)2.07.01.0(A  
)543( E  

20 

















06.04.0

6.04.00

6.004.0

P

 
)4.006.0(A  

)521(E  
 

3.5. Контрольные вопросы 

 

1. Что такое дискретная случайная последовательность? 

2. Что такое цепь Маркова (определение)? 

3. Что такое матрица вероятностей перехода цепи Маркова и какими свой-

ствами она обладает? 

4. Какая цепь Маркова называется однородной? 

5. Докажите адекватность полученной реализации ее математической моде-

ли (исходным данным). 
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Тема 4. Динамика вероятностей состояний цепей Маркова 

 

4.1. Цель работы 

 

     Приобретение навыков расчета вероятностей перехода и безусловных веро-

ятностей цепей Маркова для произвольного числа шагов. 

 

4.2. Теоретические положения 

 

     Определение цепи Маркова приведено в подразд. 3.2. Сейчас нас будут ин-

тересовать вероятности перехода системы, которая образует однородную цепь 

Маркова, из состояния iE  в состояние jE  за n  шагов. Обозначим эти вероятно-

сти как )(, np ji  и назовем матрицу 

 )(, npP jin  , ,...2,1, ji  ,                                      (4.1) 

матрицей вероятностей перехода за n  шагов. Понятно, что PP 1 , где P  – мат-

рица вероятностей перехода за один шаг (4.1). 

     Рассмотрим переходы системы на протяжении последовательных n  шагов. 

Пусть nP  – матрица вероятностей перехода за эти n  шагов, mP  – матрица веро-

ятностей перехода за первые m  шагов, nm , mnP   – матрица вероятностей пе-

рехода за оставшиеся mn   шагов. Тогда выполняется следующее равенство: 

mnmn PPP  , nm0 .                                         (4.2) 

Действительно, переход за n  шагов возможен только через одно из состояний 

на m -м шаге. Поэтому по формуле полной вероятности получим 





 

1
,,, )()()( mnpmpnp jiji . 

Последнее выражение есть не что иное, как формула умножения матриц (4.2). 

     Равенство (4.2) называется уравнением Чепмена–Колмогорова. 

     Из уравнения (4.2) при 2n  получим, что 
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22
1112 PPPPP  . 

При 3n  находим 

33
112213 PPPPPPP  . 

Вообще, при любом n  имеем 

n
n PP  ,                                                   (4.3) 

т.е. матрица вероятностей перехода за n  шагов равна n -й степени матрицы ве-

роятностей перехода за один шаг. 

     Для цепи Маркова важно знать абсолютные (безусловные) вероятности со-

стояния системы на любом n -м шаге 

)()( ini EPna  , ,...2,1i  . 

Эти вероятности образуют матрицу-строку (вектор-строку) T
nA  безусловных 

вероятностей системы для момента времени n : 

  ))((),...,(),( 21 nananaA i
T
n  , ,...2,1i  .                           (4.4) 

Элементы вектора T
nA  удовлетворяют при любом n  очевидным условиям: 

1)(0  nai , 







1

1)(
i

i na . 

     Для полного описания однородной цепи Маркова необходимо знать матрицу 

вероятностей перехода P  и вектор безусловных вероятностей TA0  для началь-

ного момента времени 0n . Этих данных достаточно, чтобы найти вектор без-

условных вероятностей T
nA  для любого n -го шага с помощью формулы 

n
TT

n PAA 0 .                                                     (4.5) 

Действительно, попадание системы в состояние jE  на n -м шаге возможно при 

ее выходе в начальный момент времени из одного из своих состояний и пере-

ходе за n  шагов в состояние jE . В этом случае применима формула полной ве-

роятности 
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1
, )()0()( npana jj , ,...2,1j  , 

которая в векторно-матричной форме имеет вид (4.5). 

     В качестве примера рассмотрим урновую модель примера 5.1 (см. под-

разд. 3.2) и найдем вероятности вынуть белый и черный шары во втором испы-

тании. Поскольку выбор шаров начинается с первой урны, то вектор безуслов-

ных вероятностей для начального испытания состоит из вероятностей вынуть 

белый и черный шары из первой урны: 











3

2
,

3

1
0
TA . 

По формуле (4.3) найдем матрицу вероятностей перехода за два шага: 
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Наконец, по формуле (4.5) найдем вектор безусловных вероятностей на втором 

шаге: 
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43
,

54

11

6

5

6

1
3

2

3

1

3

2
,

3

1
202 PAA TT . 

Таким образом, при втором испытании (начиная с нулевого) мы с вероятностью 

54

11
 вынем белый шар, и с вероятностью 

54

43
 – черный. 

 

4.3. Программные средства для выполнения работы 

 

     Matlab позволяет выполнять умножение матриц так же просто, как и скаляр-

ных величин. Так, команда c=a*b возвращает матрицу c, равную произведению 

матриц a и b. Возможно возведение квадратной матрицы в степень: c=a^n. 
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     Для построения графиков изменения вероятностей в зависимости от числа 

шагов используется функция plot (см. п. 1.3.3). 

 

4.4. Порядок выполнения работы 

 

     4.4.1. Рассчитать матрицы вероятностей перехода, векторы безусловных ве-

роятностей и среднее состояние цепи Маркова для последовательности шагов 

n1 . Вариант описания цепи Маркова взять из табл. 3.1. 

     4.4.2. Построить графики изменения вероятностей первой строки матрицы 

вероятностей перехода, безусловных вероятностей и среднего состояния, рас-

считанных в п. 4.4.1.  

     4.4.3. Оформить полученные результаты в виде отчета. Отчет должен содер-

жать титульный лист с темой практического занятия, номером варианта и дан-

ными о студенте (ФИО, номер группы), исходные данные к варианту задания, 

коды написанных программ, полученные численные и графические результаты, 

краткие выводы. 

 

4.5. Контрольные вопросы 

 

1. Запишите уравнение Чэпмена–Колмогорова для цепи Маркова. 

2. Что такое безусловные вероятности состояний цепи Маркова? 

3. Как рассчитывается вектор безусловных вероятностей цепи Маркова? 

4. Как рассчитывается математическое ожидание (среднее состояние) цепи 

Маркова? 

5. Опишите характер изменения графиков, полученных в п. 4.2.2. Би
бл
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Тема 5. Предельные вероятности состояний цепей Маркова 

 

5.1. Цель работы 

 

     Приобретение навыков расчета предельных вероятностей цепей Маркова. 

 

5.2. Теоретические положения 

 

     Часто нас интересует поведение системы, описываемой цепью Маркова, на 

достаточно длительном промежутке времени. Это значит, что нас интересует 

поведение вероятностей перехода цепи Маркова за n  шагов )(, np ji  при n . 

В некоторых случаях эти вероятности сходятся при n  к некоторым пре-

дельным значениям, которые называются предельными вероятностями. Усло-

вия существования предельных вероятностей определяет следующая теорема. 

     Теорема 5.1 (Маркова). Если существует такое 0s , что все 0)(, sp ji , то 

существуют такие числа 
jp , kj ,...,2,1 , что независимо от индекса i  выпол-

няются следующие соотношения: 




 jji

n
pnp )(lim , , kj ,...,2,1 ,                                      (5.1) 

1
1





k

j
jp . 

     Физический смысл этой теоремы состоит в том, что вероятности )(, np ji  пе-

рехода из состояния iE  в состояние jE  за n  шагов при n  не зависят от со-

стояния iE , из которого был начат переход. Система как бы забывает о своем 

состоянии в далеком прошлом. 

     Пример 5.1. Применима ли теорема о предельных вероятностях к цепи Мар-

кова с матрицей вероятностей перехода 
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01

10
P ? 

     Поскольку для такой цепи 











10

01
2mP , 










01

10
12mP , ,...2,1m  , 

то для каждого s  матрица sP  имеет нулевые элементы. Условия теоремы не 

выполняются, так что мы не можем утверждать, что предельные вероятности 

существуют. 

     Объединим предельные вероятности 
jp , kj ,...,2,1 , в вектор-строку пре-

дельных вероятностей  

),...,,()( 21
  k

T pppp .                                             (5.2) 

Тогда выражение (5.1) можно записать в следующей векторно-матричной форме: 




n

n
Plim ,                                                 (5.3) 

где   – )( kk  -матрица предельных вероятностей. Все строки матрицы   

одинаковы и совпадают с вектором-строкой Tp )(   (5.2).  

     Теорема 5.2. Если для цепи Маркова существует вектор-столбец предельных 

вероятностей p  (5.2), то он удовлетворяет следующей системе линейных ал-

гебраических уравнений: 

  ppPT ,                                                   (5.4) 

1
1





k

j
jp .                                                       (5.5) 

     Действительно, запишем для цепи Маркова уравнение Чэпмена–

Колмогорова (4.2) в виде 

PPP nn 1  

и найдем предел обеих частей при n . Поскольку при этом 
 1nP , 

nP , то получаем уравнение 
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P  , 

из которого следует (5.4). 

     Рассмотрим также безусловные предельные вероятности 

)(lim naa j
n

j


  , 

образующие вектор-строку безусловных предельных вероятностей 

),...,,()( 21
  k

T aaaA , так что  

n
n

T AA


  lim)( .                                               (5.6) 

     Теорема 5.3. Если существует вектор предельных вероятностей P  (5.2), то 

он является и вектором безусловных предельных вероятностей: 

  PA .                                                        (5.7) 

     Чтобы получить равенство (5.7), запишем соотношение (4.5), взяв предел от 

обеих его частей: 

n
n

TT
n

n
PAA


 limlim 0 . 

Учитывая обозначения пределов (5.3), (5.6), получим 

  TT AA 0)( . 

Поскольку 1)0(...)0()0( 21  kaaa  и матрица   состоит из одинаковых 

строк, то легко понять, что TT PA )(0
  , и равенство (5.7) доказано. 

     Пример 5.2. Найти предельные вероятности для цепи Маркова из примера 

3.1 подразд. 3.2 на урновую модель. 

     Поскольку матрица вероятностей перехода этой цепи (3.2) имеет вид 


































6

5

6

1
3

2

3

1

2,21,2

2,11,1

pp

pp
P , 

т.е. не содержит нулевых элементов, то эта цепь удовлетворяет теореме 5.1 и 

предельные вероятности существуют.  
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     Система уравнений (5.4), (5.5) для предельных условных вероятностей в 

данном примере имеет вид 

.1

,
6

5

3

2

,
6

1

3

1

21

221

121













pp

ppp

ppp

 

Поскольку первые два уравнения являются линейно зависимыми, то, отбрасы-

вая первое из них, получим два уравнения с двумя неизвестными: 

.1

,0
6

1

3

2

21

21









pp

pp
 

Отсюда получаем 2,01 p , 8,02 
p . Такими же будут и безусловные предель-

ные вероятности 2,01 a , 8,02 
a . Это значит, что после продолжительного 

числа экспериментов мы будем на каждом шаге вынимать белый шар с вероят-

ностью 2,01 a  и черный шар – с вероятностью 8,02 
a . 

 

5.3. Программные средства для выполнения работы 

 

     Для выполнения задания необходимо уметь решать систему линейных ал-

гебраических уравнений, т.е. систему вида 

bax  , 

где )( , jiaa  , nji ,1,   – квадратная матрица коэффициентов системы; )( ibb  , 

ni ,1  – вектор-столбец свободных членов; )( ixx  , ni ,1  – вектор-столбец 

неизвестных. В Matlab это можно сделать как методом обращения матрицы ко-

эффициентов, т.е. с помощью команды x=a^-1*b, так и методом исключения 

Гаусса, т.е. с помощью команды левого деления x=b\a. Метод Гаусса является 

более предпочтительным с точки зрения быстродействия. 
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5.4. Порядок выполнения работы 

 

     5.4.1. Рассчитать предельные вероятности для цепи Маркова, описание кото-

рой взять из табл. 3.1. Убедиться в том, что полученные вероятности совпадают 

с вероятностями, полученными для той же цепи в теме 4. 

     5.4.2. Оформить полученные результаты в виде отчета. Отчет должен содер-

жать титульный лист с темой практического занятия, номером варианта и дан-

ными о студенте (ФИО, номер группы), исходные данные к варианту задания, 

коды написанных программ, рассчитанные при их работе предельные вероят-

ности, краткие выводы. 

 

5.5. Контрольные вопросы 

 

1. Что такое безусловные и условные предельные вероятности состояний 

цепи Маркова? 

2. Что такое матрица предельных вероятностей и вектор предельных веро-

ятностей состояний цепи Маркова? 

3. Как рассчитывается вектор предельных вероятностей состояний цепи 

Маркова? 

4. Какие методы решения систем линейных алгебраических уравнений вы 

знаете? 
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Тема 6. Пуассоновский поток заявок в системах массового обслуживания 

 

6.1. Цель работы 

 

     Приобретение навыков моделирования реализаций пуассоновского потока 

заявок в системах массового обслуживания, исследование его свойств и харак-

теристик. 

 

6.2. Теоретические положения 

 

     Потоком однородных событий (заявок) называется конечная или счетная 

последовательность n  случайных величин, определенная на одном и том же 

вероятностном пространстве, при условии, что в любой фиксированный интер-

вал времени ),( ba  с вероятностью 1 попадает конечное число этих величин. 

     Если фиксированный момент времени t  совпадает сразу с r  элементами по-

следовательности n , то будем говорить, что в момент t  происходит r  событий 

потока.  

     Если 1 nn  – два упорядоченных элемента последовательности, то будем 

говорить, что в полуинтервале ),[ 1 nn  происходит одно событие n . 

     Поток заявок в системе массового обслуживания (СМО) называется про-

стейшим, или пуассоновским, если он обладает свойствами стационарности, 

ординарности, отсутствия последействия. 

     Стационарность потока означает, что для любой группы из конечного чис-

ла n  непересекающихся отрезков времени вероятность появления в них соот-

ветственно nkkk ,...,, 21  заявок зависит только от этих чисел и длин указанных 

промежутков времени, но не зависит от их расположения на оси времени. 

В частности, вероятность kp  появления k  заявок на отрезке ],[ tTT   не зави-

сит от T  и является функцией только k  и t : ),( tkpp kk  .  
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     Ординарность потока означает практическую невозможность появления 

двух или более заявок в один и тот же момент времени. В математической фор-

ме ординарность записывается следующим образом: 

0
)(

0

1



 
hh

hp
, 

или, иначе, 

)()(1 hohp  ,                                               (6.1) 

где )(1 hp  – вероятность появления на отрезке длиной h  двух и более заявок. 

Отсюда сразу следует, что для простейшего потока 

0)0(1 p .                                                  (6.2) 

     Отсутствие последействия состоит в том, что вероятность поступления k  

заявок в течение отрезка времени ],[ tTT   не зависит от того, сколько заявок и 

как поступали до этого отрезка. Иначе говоря, количества заявок (случайные 

величины), поступающие в непересекающиеся отрезки времени, независимы в 

совокупности. 

      Приведенные три свойства являются характеристическими. Другие свойства 

простейшего потока являются их следствием. 

     Прежде всего отметим, что для простейшего потока 


0

1 )(

hh

hp
, 

или, иначе, 

)()(1 hohhp  ,                                               (6.3) 

где const  . Это значит, что вероятность поступления ровно одной заявки на 

отрезке времени длиной h  пропорциональна длине этого отрезка. Из (6.3) сле-

дует, что 

0)0(1 p .                                               (6.4) 

Величина   в выражении (6.3) называется параметром простейшего потока. 

Физический смысл этого параметра – среднее число заявок, поступающих в 

единицу времени. Она называется интенсивностью простейшего потока заявок. 
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Параметр   простейшего потока является также средней длиной отрезка вре-

мени между соседними заявками. 

      Вероятность отсутствия заявок на отрезке времени длиной t  определяется 

выражением 

tetp )(0 .                                                       (6.5) 

Выражение (6.5) определяет также вероятность того, что случайный отрезок 

времени   между соседними заявками простейшего потока будет не меньше t  

(рис. 6.1): 

tetptP  )()( 0 . 

 

 

Рис. 6.1. К закону распределения отрезка времени между соседними 

заявками простейшего потока 

 

Тогда  

tetFtP 
  1)()( ,                                           (6.6) 

а это есть функция распределения случайного отрезка времени   между сосед-

ними заявками простейшего потока. Плотность вероятности этого распределе-

ния равна 

tetF
dt

d
tf 

  )()( .                                            (6.7) 

Распределение вида (6.6), (6.7) называется экспоненциальным, т.е. отрезок вре-

мени   между соседними заявками простейшего потока является случайной ве-

личиной, распределенной по экспоненциальному закону )(E  (6.6).  
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     Для вероятностей )(tpk  простейшего потока справедлива система диффе-

ренциальных уравнений 

)()(
)(

1 tptp
dt

tdp
kk

k
 , ,...2,1k  ;                            (6.8) 

)(
)(

0
0 tp
dt

tdp
 .                                                 (6.9) 

Как решение этих дифференциальных уравнений можно получить, что вероят-

ность поступления k  заявок в отрезке времени t  для простейшего потока опре-

деляется выражением 

t
k e

k

kt
tp 


!

)(
)( , ,...2,1,0k  .                               (6.10) 

Формула (6.10) представляет собой известное распределение Пуассона с пара-

метром t . Таким образом, число заявок в отрезке времени t  для простейшего 

потока подчиняется пуассоновскому распределению )( t . 

     Теорема 6.1. Если ,...,...,, 21 n  – моменты последовательных заявок про-

стейшего потока, начиная с любого момента времени 0t , то случайный вектор 

),...,,( 21 n  имеет плотность вероятности вида 

  )(

1

)( 01 ttn
n

i

tt nii ee





  .                                   (6.11) 

Последнее означает, что интервалы времени 1 , 12  , …, 1 nn  между по-

следовательными заявками являются независимыми случайными величинами, 

распределенными по экспоненциальному закону с параметром  . 

     Теорема 6.2. При условии, что число событий простейшего потока в интер-

вале ),( ba  равно n  ( n ), моменты этих событий n ,...,, 21  независимы и 

равномерно распределены в интервале ),( ba . 

     Теоремы 6.1 и 6.2 определяют два алгоритма моделирования простейшего 

потока заявок: 1) как независимых интервалов времени между заявками, рас-
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пределенных по экспоненциальному закону (теорема 6.1); 2) как независимых 

моментов заявок, равномерно распределенных в интервале ),( ba  (теорема 6.2). 

     Алгоритм 1 

1. Определяем интервал ),( ba , параметр  . 

2. Моделируем независимые последовательные интервалы времени 

a 11 , 122  , …, распределенные по экспоненциальному закону с 

параметром  , до тех пор, пока ba
m

i
im  

1

, ,...2,1m  , a0 . Величины 

,..., 21   здесь являются моментами появления заявок. Их число заранее не 

определено. 

     Алгоритм 2 

1. Определяем интервал ),( ba , параметр  . 

2. Моделируем число заявок n  потока как случайное число из пуассонов-

ского распределения (6.10) ))(( ab  . 

3. Моделируем n  независимых случайных чисел nzzz ,...,, 21  из равномерно-

го в ),( ba  распределения. 

4. Сортируем случайные числа nzzz ,...,, 21  в порядке возрастания, в резуль-

тате чего получаем последовательные моменты времени n ,...,, 21  поступле-

ния заявок. 

5. Рассчитываем интервалы времени между заявками a 11 , 

122  , … 1 nnn . 

 

6.3. Программные средства для выполнения работы 

 

     Для выполнения задания необходимо уметь моделировать случайные числа 

из равномерного, экспоненциального и пуассоновского распределений. 

     Случайные числа из равномерного распределения ),( bau , плотность вероят-

ности которого имеет вид 
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,,,0

,,,,,
1

bxax

baRbabxa
abxf

 

моделируются с помощью функции y=unifrnd(a,b).  

     Случайные числа из экспоненциального распределения )(E , плотность ве-

роятности которого в Matlab определяется в виде 

 














,0,0

,0,0,
11

x

xe
xf

x

 

моделируются с помощью функции y=exprnd(lambda).  

     Дискретная случайная величина   называется распределенной по пуассо-

новскому закону, если она принимает значения из счетного множества 

 ,...,...,2,1,0 m  с вероятностями 

a
m

e
m

a
mP 

!
)( , ,...2,1,0m , 

где 0a  – параметр распределения. Распределение Пуассона обозначается как 

)(a . Случайные числа из пуассоновского распределения )(a  моделируются 

с помощью функции y=poissrnd(a).  

     Для графического представления результатов моделирования используется 

функция plot (см. п. 1.3.3). 

     Для построения гистограммы распределения используется функция hist. 

     n=hist(y) распределяет элементы вектора y на 10 интервалов одинаковой 

длины и возвращает количество элементов, попавших в каждый интервал, в ви-

де вектора n. Если y – матрица, то hist работает со столбцами. 

     n=hist(y,l), где l – скаляр, использует l интервалов одинаковой длины. 

     n=hist(y,x), где x – вектор, возвращает количество элементов вектора y, по-

павших в интервалы с центрами, заданными вектором x. Число интервалов в 

этом случае равно числу элементов вектора x. 

     [n,x]=hist(…) возвращает числа попаданий в интервалы (в векторе n), а так-

же положения центров интервалов (в векторе x). 
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     hist(…) строит гистограмму без возвращения параметров, т. е. строит прямо-

угольники высотой 

ii mh  , 

где im  – число элементов, попавших в i -й интервал, li ,1 . 

 

6.4. Порядок выполнения работы 

 

     6.4.1. Выполнить моделирование реализаций простейшего потока двумя при-

веденными в подразд. 6.2 алгоритмами. Вывести графическую иллюстрацию по-

токов в виде нанесенных на ось абсцисс моментов появления заявок и концов 

промежутка ),( ba . Параметры потока для моделирования взять из табл. 6.1. 

     6.4.2. Вывести гистограмму промежутка времени между соседними заявками 

потока и его плотность вероятности. Для согласования масштабов гистограммы 

и генеральной плотности вероятности необходимо генеральную плотность ве-

роятности умножить на коэффициент 

l
nk

n )1()( 
 , 

где n  – объем выборки; l  – число интервалов разбиения выборки при построе-

нии гистограммы; )1( , )(n  – минимальный и максимальный из интервалов 

времени между заявками соответственно. 

     6.4.3. Получить оценку 


 параметра   потока. 

     6.4.4. Оформить полученные результаты в виде отчета. Отчет должен содер-

жать титульный лист с темой практического занятия, номером варианта и дан-

ными о студенте (ФИО, номер группы), исходные данные к варианту задания, 

коды написанных программ, полученные при их работе графические и числен-

ные результаты, краткие выводы. 
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Таблица 6.1 

Параметры случайных потоков для моделирования 

№  

варианта 

Параметр  ,  

интервал ),( ba   

№  

варианта 

Параметр  ,  

интервал ),( ba  

1  1 , 0a , 100b  11  10, , 0a , 650b  

2  2 , 0a , 90b  12  20, , 0a , 550b  

3  3 , 0a , 80b  13  30, , 0a , 500b  

4  4 , 0a , 70b  14  40, , 0a , 450b  

5  5 , 0a , 60b  15  50, , 0a , 400b  

6  6 , 0a , 50b  16  60, , 0a , 350b  

7  7 , 0a , 40b  17  70, , 0a , 300b  

8  8 , 0a , 30b  18  80, , 0a , 200b  

9  9 , 0a , 25b  19  90, , 0a , 150b  

10  8 , 0a , 20b  20  80, , 0a , 170b  

 

6.5. Контрольные вопросы 

 

1. Дайте определение пуассоновского потока заявок. 

2. Каким образом математически формализуется свойство ординарности 

пуассоновского потока заявок? 

3. В чем состоит физический смысл параметра   пуассоновского потока за-

явок? 

4. Какие вероятностные распределения связаны с пуассоновским потоком 

заявок? 

5. Поясните два способа получения оценки 


 параметра   пуассоновского 

потока заявок. 

6. Приведите графический пример реализации пуассоновского потока тре-

бований как случайного процесса. 
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Тема 7. Случайный двоичный сигнал 

 

7.1. Цель работы 

 

     Изучение цепей Маркова с непрерывным временем на примере случайного 

двоичного сигнала. 

 

7.2. Теоретические положения 

 

     Рассмотрим конечную цепь Маркова с непрерывным временем и двумя со-

стояниями 1Е  и 2Е . Пусть эти состояния имеют численные значения 11 E  и 

12 E , причем вероятность перехода за малое время t  в другое состояние 

определяется условием 

).()()( 1,22,1 tottptp                                    (7.1) 

Такой процесс называется случайным телеграфным или случайным двоичным 

сигналом. Одна из реализаций этого процесса приведена на рис. 7.1. 

 

 

 

Рис. 7.1. Реализация случайного телеграфного сигнала 

 

Условие (7.1) означает, что инфинитезимальная матрица процесса имеет сле-

дующий вид: 
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λ λ

λ λ
Q

 
  

 
.                                           (7.2) 

Матрица вероятностей перехода )(tP  имеет размер 2x2: 











)()(

)()(
)(

2,21,2

2,11,1

tptp

tptp
tP . 

Найдѐм эту матрицу как решение прямой системы дифференциальных уравне-

ний 

QtPtP )()(   

с начальными условиями 











10

01
)0( IP . 

Известно, что решением этих уравнений является матричная экспонента, кото-

рая определятся как следующий ряд: 

...))(
!3

1
)(

!2

1
()0()( 32  QtQtQtIIePtP Qt .          (7.3) 

Отсюда получаем, что 

tetptp  2
2,21,1

2

1

2

1
)()( , 

tetptp  2
1,22,1

2

1

2

1
)()( .                                 (7.4) 

Чтобы убедиться в справедливости последних формул, необходимо разложить 

эти функции в ряды Тейлора в окрестности нуля и сравнить их с рядом (7.3) для 

матрицы )(tP . 

     Для случайного телеграфного сигнала существуют предельные вероятности 

)(lim , tpp ji
t

j


  . 

Из формул (7.4) при t  получаем 

2

1
21   pp . 

Эти вероятности будут для больших моментов времени и безусловными: 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



51 

2

1
)1)((1  tPa , 

2

1
)1)((2  tPa . 

Теперь можно найти математическое ожидание и ковариационную функцию 

телеграфного сигнала. Для больших моментов времени (для стационарного со-

стояния) получим 

0
2

1

2

1
)1)((1)1)((1))((  tPtPtE ,                      (7.5) 

  )()()( ttER  

  )()1()1()(1)1()()1(1)(11 2,221,222,111,11 papapapa

 

 
















 22222

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1
eeeee , 0 .  (7.6) 

Учитывая, что ковариационная функция является четной, получаем выражение 

ковариационной функции для любых  : 


 

2
)( eR . 

 

7.3. Программные средства для выполнения работы 

 

     Для автоматизации расчетов удобно пользоваться функцией expm. 

y=expm(x) вычисляет матричную экспоненту xe , где x  – )( nn -матрица-

аргумент; y  – )( nn -матрица-функция. 

     Пример 7.1. Программа 

clc 

clear 

x=[-1,2;3,-2]; 

y=expm(x) 

выдает результат 
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y = 

    1.6383    1.0800 

    1.6200    1.0983 

     Если x – символьная )( nn -матрица, то y=expm(x) вычисляет )( nn -

матрицу y в символьном виде. 

     Пример 7.2. Программа 

clc 

clear 

syms t 

syms lam mu positiv 

x=[-lam,lam;mu,-mu]; 

y=expm(x*t) 

выдает результат 

y = 

[ (mu+lam*exp(-t*lam-t*mu))/(lam+mu), -lam*(exp(-t*lam-t*mu)-1)/(lam+mu)] 

[  -mu*(exp(-t*lam-t*mu)-1)/(lam+mu), (lam+mu*exp(-t*lam-t*mu))/(lam+mu)] 

 

7.4. Порядок выполнения работы 

 

     7.4.1. Предложить и запрограммировать алгоритм моделирования реализа-

ций случайного двоичного сигнала, описанного выше. 

     7.4.2. Рассчитать среднее значение и ковариационную функцию для стацио-

нарного состояния описанного выше сигнала в предположении, что состояния 

1Е  и 2Е  принимают различные числовые значения 1c  и 2c , и вероятности пе-

рехода за малое время t  в другое состояние определяются условиями 

)()(2,1 tottp  ;  2,1( ) μ ( )p t t o t     , 

т.е. инфинитезимальная матрица имеет вид 

λ λ

μ μ
Q

 
  

 
.                                                 (7.7) 
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     7.4.3. Оформить полученные результаты в виде отчета. Отчет должен содер-

жать титульный лист с темой практического занятия, номером варианта и дан-

ными о студенте (ФИО, номер группы), исходные данные к варианту задания, 

коды написанных программ, полученные при их работе графические и числен-

ные результаты, краткие выводы. 

 

7.5. Контрольные вопросы 

 

1. Что такое матричная экспонента? 

2. Запишите аналоги выражений (7.5), (7.6) для расчета математического 

ожидания и ковариационной функции описанного в работе сигнала в предпо-

ложении, что состояния 1Е  и 2Е  принимают различные числовые значения 1c  и 

2c  и инфинитезимальная матрица имеет вид (7.2). 

3. Запишите матричную экспоненту (7.3) для случая инфинитезимальной 

матрицы (7.7) и выпишите ее элементы. 
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