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ВВЕДЕНИЕ 

 

     В учебном пособии излагаются основы теории случайных процессов. Пред-

полагается, что читатель изучил теорию вероятностей в определенном объеме, 

например, в объеме пособия [15]. Вместе с тем в настоящее учебное пособие 

включен раздел «Некоторые вопросы теории вероятностей», который может 

быть полезен тому, у кого возникнет желание восполнить знания в этой области 

на несколько ином уровне. 

     Выбор заявленных тем для рассмотрения отражает специфику специально-

сти, для которой предназначено пособие, и предпочтения автора. В издании 

представлен широкий набор классов случайных процессов: с непрерывным и 

дискретным временем, с непрерывными и дискретными состояниями, стацио-

нарные случайные процессы, марковские случайные процессы. Рассматривают-

ся свойства выборочных функций, спектральная теория и динамические преоб-

разования случайных процессов. Данный спектр вопросов представляется не-

обходимым и достаточным для приобретения как требуемых компетенций, так 

и возможностей дальнейшего совершенствования в изучаемой области. 

     При изложении материала автор исходил из того, что усвоению подлежат не 

только факты и теоретические положения, но и доказательный инструментарий 

дисциплины (изложение материала сопровождается доказательствами). Однако 

в случаях, когда существующие доказательства, по мнению автора, оказывают-

ся громоздкими или выходящими по сложности за определенный уровень, 

предпочтение отдается изложению только фактического материала. 

     При написании пособия были использованы литературные источники, при-

веденные в списке литературы. Однако конкретные ссылки по отдельным во-

просам в пособии приводятся не всегда. 

     Пособие предназначено для студентов технических специальностей высших 

учебных заведений. Оно может быть полезно также магистрантам, аспирантам 

и преподавателям. 
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1. НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

 

1.1. Операции над множествами 

 

     В основе теории вероятностей и, как следствие, теории случайных процессов 

лежит теория множеств. Приведем некоторые сведения из теории множеств и 

теории вероятностей, на которые нам придется в дальнейшем опираться. При 

изложении материала будем исходить из того, что читатель изучал курс теории 

вероятностей в определенном объеме с той или иной степенью строгости, 

например, в рамках учебного пособия [15]. 

     Пусть A , B , C , …, iA , ,...2,1i , – произвольные множества. Объединением 

множеств iA  называется множество B , каждый элемент которого Bx  при-

надлежит хотя бы одному их множеств iA . Объединение множеств обозначает-

ся следующим образом: 

  ...21 AAAB
i

i   . 

Объединение двух множеств  21 AAB   представлено на рис. 1.1. 

 

Рис. 1.1. Объединение двух множеств 
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     Пересечением множеств iA  называется множество B , каждый элемент кото-

рого Bx  принадлежат каждому из множеств iA , ,...2,1i  . Пересечение мно-

жеств обозначается следующим образом: 

  ...21 AAAB
i

i   . 

Пересечение двух множеств  21 AAC   представлено на рис. 1.2. 

 

Рис. 1.2. Пересечение множеств 

 

Операции объединения и пересечения множеств по своему определению ком-

мутативны, т. е. 

 1221 AAAA  ,  1221 AAAA  , 

и ассоциативны: 

)()( CBACBA   , 

)()( CBACBA   . 

Кроме того, они взаимно дистрибутивны: 

)()()( CBCACBA   , 

)()()( CBCACBA   . 

     Разностью множеств A  и B  называется множество BAC \ , каждый эле-

мент которого Cx  принадлежит A  и не принадлежит B  (рис. 1.3).  
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Рис. 1.3. Разность множеств A  и B  

 

     Симметрической разностью множеств A  и B  называется объединение раз-

ностей множеств BA \  и AB \  (рис. 1.4). Обозначается симметрическая раз-

ность как BA  и по определению равна 

)\()\( ABBABAC  . 

 

Рис. 1.4. Симметрическая разность множеств A  и B  

 

     В теории вероятностей рассматриваются не произвольные множества, а 

подмножества некоторого фиксированного множества  , iA . В этом слу-

чае множество AC \  называется дополнением множества A  (до множе-

ства  ) и обозначается как A , так что AA \  (рис. 1.5). 
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Рис. 1.5. Дополнение множества A  до множества   

 

     Для подмножеств некоторого множества   важную роль играет так называ-

емый принцип двойственности, определяемый следующими соотношениями: 

1. Дополнение объединения равно пересечению дополнений: 


i

i
i

i AA  .                                                            (1.1) 

2. Дополнение пересечения равно объединению дополнений: 


i

i
i

i AA  .                                                           (1.2) 

Смысл принципа двойственности заключается в том, что из любой теоремы, 

относящейся к подмножествам фиксированного множества  , автоматически 

может быть получена другая, двойственная теорема, путем замены в исходной 

теореме всех рассматриваемых множеств их дополнениями, объединений – пе-

ресечениями, а пересечений – объединениями. 

     Приведем доказательство равенства (1.1). Пусть 
i

iAX  . Это означает, что 

x  не является элементом ни одного из дополнений iA , а потому 
i

iAx . 

Пусть теперь 
i

iAx , т. е. является элементом каждого из множеств iA . Тогда 

x  не является элементом ни одного из iA  и их объединения 
i

iA . Значит, x  
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является элементом дополнения 
i

iA . Равенство (1.1) доказано. Аналогично 

доказывается равенство (1.2) и другие равенства, относящиеся к множествам. 

 

1.2. Мощность множества 

 

     Два множества A  и B  называются эквивалентными, если между их элемен-

тами можно установить взаимно однозначное соответствие. 

     Множество называется конечным, если содержит конечное число элементов. 

В противном случае оно называется бесконечным. Простейшим из бесконечных 

множеств является счетное множество. Множество называется счетным, если 

его элементам можно поставить в соответствие элементы множества натураль-

ных чисел ,...}2,1{N , иначе говоря, можно пронумеровать натуральными чис-

лами. 

     Для характеристики количества элементов множества применяется понятие 

мощности множества. Мощность конечного множества определяется как коли-

чество его элементов. Счетное множество имеет бесконечную мощность. Су-

ществуют множества с большей, чем счетное множество мощностью. Такие 

множества называются несчетными. Примером несчетного множества является 

отрезок ]1,0[  действительной прямой. Говорят, что множество ]1,0[ , а также 

любое эквивалентное ему множество имеет мощность континуума. Любое та-

кое множество называется континуумом. Континуумом является, помимо от-

резка ]1,0[ , вся действительная прямая, а также любой промежуток действи-

тельной прямой. 

 

1.3. Упорядоченные множества. Точная верхняя грань множества 

 

     Множество M  называется упорядоченным, если в нем задано отношение 

порядка, т. е. правило, позволяющее установить, какой элемент за каким следу-
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ет. В упорядоченном множестве для двух его элементов Mba ,  имеет смысл 

запись вида ba  , что означает, что элемент a  предшествует элементу b  или 

что a  не больше b . Примером упорядоченного множества является множество 

действительных чисел R  с естественным порядком чисел в нем. 

     Пусть A  – подмножество упорядоченного множества  . Верхней гранью 

подмножества A  называется такой элемент b , что любой элемент 

Aa  не превосходит b , ba  . Если множество верхних граней подмноже-

ства A  имеет наименьший элемент c , то c  называется точной верхней гранью 

подмножества A  и обозначается Asup  или a
a 

sup  (от латинского 

supremum – наивысшее). Аналогично точная нижняя грань подмножества 

A  – это наибольший из элементов a , за которым следуют все элемен-

ты A . Точная нижняя грань обозначается как Ainf  или a
a 
inf  (от латинского 

infimum – наинизшее). 

     Если точная верхняя грань подмножества A  принадлежит A , то она 

называется максимумом подмножества A  и обозначается Amax  или a
Aa

max . Ес-

ли точная нижняя грань подмножества A  принадлежит A , то она называ-

ется минимумом подмножества A  и обозначается Amin  или a
Aa

min . 

 

1.4. Системы множеств 

 

     Системой множеств или множеством множеств называется множество, эле-

менты которого сами являются какими-либо множествами. Для теории вероят-

ностей важны системы множеств, каждое из которых является подмножеством 

некоторого фиксированного множества  . 

     Итак, пусть   – произвольное множество. Непустая система U  некоторых 

его подмножеств A , B , … называется кольцом множеств, если объ-
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единение и разность любых двух множеств этой системы также принадлежат 

этой системе, т. е. для любых UA  и UB  выполняются условия 

UBA  , UBA \ . 

Иначе говоря, кольцо – это система множеств, замкнутая относительно опера-

ций объединения и разности двух множеств. Легко показать, что кольцо – это 

система множеств, замкнутая также относительно операции пересечения лю-

бых двух множеств. Для этого достаточно воспользоваться формулой 

(см. рис. 1.2) 

)\(\ BAABA  . 

Если UA , UB , то по определению кольца UBA \ , UBAA )\(\ , следо-

вательно, и UBA  , что требовалось доказать. Таким образом, кольцо являет-

ся системой, замкнутой относительно любой операции над двумя множествами 

системы, т. е. в результате выполнения любых операций над двумя множества-

ми системы мы получим множества, не выходящие из этой системы. По индук-

ции легко показать, что кольцо – это система, замкнутая относительно опера-

ций объединения и пересечения любого конечного числа множеств. Это значит, 

что если UAi  , ni ,...,2,1 , то и 

UA
n

i
i 




1

, UA
n

i
i 




1

. 

Если кольцо подмножеств iA  включает и  , то такая система называется 

алгеброй множеств. 

     Пример 1.1. Для любого непустого множества   система },{ U , состо-

ящая из пустого множества   и самого  , является алгеброй множеств.  

     В самом деле, 

U , U \ , U . 

     Пример 1.2. Система всех промежутков действительной прямой вида ),[ ba  и 

конечных объединений таких непересекающихся промежутков является коль-

цом.  
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     На рис. 1.6 изображены два подмножества A  и B  действительной прямой, 

представляющие собой конечные объединения непересекающихся промежут-

ков вида ),[ ba , а также их объединение BA  и разность AB \ . Промежуток 

вида ),[ ba  обозначен как  . Видно, что множества BA  и AB \  также пред-

ставляют собой конечные объединения непересекающихся промежутков вида 

),[ ba . Следовательно, определенная в примере 1.2 система множеств образует 

кольцо множеств. Эта система будет алгеброй, если допустить a , b .  

 

Рис. 1.6. Кольцо и алгебра множеств на действительной прямой  

 

     В ряде случаев приходится рассматривать объединения и пересечения не 

только конечного, но и счетного числа множеств. В этих случаях мы приходим 

к понятиям  -кольца и  -алгебры множеств (сигма-кольца и сигма-алгебры). 

     Непустая система F  подмножеств iA  некоторого множества   называ-

ется  -кольцом, если из того, что FAi  , ,...2,1i  , следует, что 

FA
i

i 





1

, FAA ji \  при ji  . 

Можно показать, что  -кольцо замкнуто также относительно операции пересе-

чения счетного количества множеств, т. е. 

FA
i

i 





1

. 

     Сигма-кольцо, включающее  , называется  -алгеброй множеств iA . 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



12 

     Понятно, что  -кольцо и  -алгебра определяются для бесконечного мно-

жества  . 

     Пример 1.3. Совокупность всех подмножеств бесконечного множества   

является  -алгеброй. 

     Сигма-алгебра может быть построена на основе произвольно выбранной си-

стемы подмножеств некоторого множества. Подтверждается это следующей 

теоремой. 

     Теорема 1.1 (о минимальной  -алгебре над системой множеств). Для любой 

непустой системы множеств U  существует  -алгебра )(U , содержащая U  и 

содержащаяся в любой  -алгебре, содержащей U . Эта  -алгебра )(U  назы-

вается минимальной над системой U . 

     Доказательство. Рассмотрим объединение всех множеств iA , входя-

щих в исходную систему множеств U , 


UA

i

i

AX


 . 

Совокупность   всех   подмножеств   множества  X   является,  как  известно,  

 -алгеброй (см. пример 1.3). Обозначим ее )(X . Пусть V  – совокупность 

всех  -алгебр iR , содержащихся в )(X  и содержащих U . Пересечение 
VR

i

i

R


 

и будет искомой  -алгеброй )(U . Доказательство закончено. 

     Теорема 1.1 позволяет множества произвольной системы множеств U  

( ,...}2,1,{  iAU i ) считать элементами  -алгебры )(U . 

     В теории вероятностей рассматривается так называемая  -алгебра борелев-

ских множеств (борелевская  -алгебра). Сигма-алгеброй борелевских мно-

жеств на действительной прямой называется минимальная сигма-алгебра над 

системой всех полуоткрытых промежутков (например промежутков вида ),[ ba ). 

Борелевскую  -алгебру можно представить как совокупность множеств, полу-

ченных из указанных промежутков с помощью счетного числа операций объ-

единения, пересечения и взятия разностей. Это весьма богатый класс множеств, 
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заведомо достаточный для практических целей. Например, наряду с промежут-

ками ),[ ba  он содержит также одноточечные множества }{a  и множества ],[ ba , 

],( ba , ),( ba  ( a  и b  могут принимать также бесконечные значения). Элементы 

борелевской  -алгебры называются борелевскими множествами. 

     В n -мерном действительном арифметическом пространстве nR , элементами 

которого являются точки ),...,,( 21 nxxxx  , также можно рассматривать боре-

левскую  -алгебру. Множество точек ),...,,( 21 nxxx  в nR , координаты которых 

удовлетворяют неравенствам jjj bxa  , nj ,1 , называется полуоткрытым 

интервалом в nR . Сигма-алгебра, минимальная над системой всех полуоткры-

тых интервалов в nR , называется борелевской  -алгеброй в nR . 

     Иногда приходится рассматривать бесконечномерное действительное про-

странство R , которое является множеством точек с бесконечным числом ко-

ординат ,...),( 21 xxx  . Полуоткрытый интервал в R  представляет собой мно-

жество точек ,...),( 21 xxx  , координаты которых удовлетворяют конечному 

числу неравенств jjj bxa  , nj ,1 . Как и раньше, борелевской  -алгеброй в 

R  является  -алгебра, минимальная над указанными интервалами. 

     Дадим также определение полукольца множеств. Равенство вида 


i

iAA  называют разложением множества A , если множества iA  попарно не 

пересекаются. 

Непустая система H  множеств называется полукольцом, если из условий 

HA , HB  следует, что: 

1) HBA  , 

2) разность BA \  допускает конечное разложение по множествам HAi  , 

т. е.  


n

i
iABA

1

\


 , HAi  . 
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     Всякое кольцо является и полукольцом. Обратное не всегда верно. 

     Полукольцом (но не кольцом) является множество всевозможных проме-

жутков вида ),[ ba  числовой прямой, содержащихся в фиксированном множе-

стве M , так как разность двух промежутков необязательно будет промежут-

ком; она может оказаться объединением двух промежутков (рис. 1.7, промежу-

ток вида ),[ ba  обозначен как ). 

 

Рис. 1.7. Разность двух промежутков вида ),[ ba  

 

1.5. Функции множества 

 

     Функция, областью определения которой является система множеств, назы-

вается функцией множества. Пусть f  – действительная функция множества, 

заданная на системе F  множеств. Такая функция каждому множеству FA  

ставит в соответствие действительное число. 

     Пример 1.4. Пусть F  – множество всевозможных конечных промежутков A  

числовой прямой и f  задается на F  условием abAf )( , где ab   – длина 

промежутка A  с концами в точках a  и b . Такая функция есть действительная 

функция множества. 

     Функция f , заданная на системе F  множеств, называется аддитивной 

функцией множества, если для любой конечной совокупности попарно непере-
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секающихся множеств FAi  , объединение которых 
n

i
iAA

1

  также принадле-

жит системе F , имеет место равенство 





n

i
i

n

i
i AfAfAf

11

)()()(  . 

     Функция f , заданная на системе F  множеств, называется счетно-

аддитивной функцией множества, если для любой счетной совокупности по-

парно непересекающихся множеств FAi  , объединение которых 





1i

iAA  

также принадлежит F , имеет место равенство 











11 i

i
i

i )A(f)A(f)A(f  . 

     В теории вероятностей аддитивной или счетно-аддитивной действительной 

функцией множества является вероятность. 

 

1.6. Мера множества 

 

Функцию  , заданную на некоторой системе F  множеств, называют ме-

рой, если она неотрицательна, счетно-аддитивна и монотонна. Под монотонно-

стью понимается следующее свойство: если FA , FB  и BA , то 

)()( BA  . Мерой, в частности, будет функция множества, приведенная в 

примере 1.4 подразд. 1.5. 

Если мера   задана не на произвольной системе множеств, а на полукольце 

(или кольце), то в определении меры достаточно ограничиться требованием не-

отрицательности и аддитивности, так как в этом случае монотонность является 

их следствием. 

Важной в теории меры является задача о продолжении меры, которая за-

ключается в следующем. Пусть мера m  задана на некоторой системе U  мно-

жеств, которая содержится в более обширной системе V . Меру   называют 
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продолжением меры m  с системы U  на систему V , если   задана на V  и 

)()( AmA   для каждого множества UA .  

Задача о продолжении аналогична задаче, которая решается в геометрии 

при вычислении площадей фигур. Сначала вводится понятие площади прямо-

угольников, а затем оно распространяется (продолжается) на более сложные 

фигуры (например круг). 

Если мера определена на кольце, то она может быть продолжена с сохране-

нием всех свойств на  -алгебру, причем единственным образом. 

Известная мера Лебега является обобщением понятий длины, площади, 

объема. Линейная мера Лебега есть продолжение меры на действительной пря-

мой – длины отрезка; плоская мера Лебега есть продолжение простейшей плос-

кой меры – площади прямоугольника; объемная мера Лебега является продол-

жением элементарной объемной меры – объема прямоугольного параллелепи-

педа. 

Остановимся кратко на линейной мере Лебега, когда каждому конечному 

полуоткрытому промежутку ),[ baA  действительной прямой присваивается 

мера )(A , равная длине промежутка 

abA  )( . 

Как уже отмечалось, множество всех конечных промежутков вида ),[ ba  являет-

ся полукольцом, т. е. мы имеем функцию   множества, заданную на полуколь-

це. Можно показать, что она является счетно-аддитивной. В соответствии с об-

щей теорией она может быть продолжена на  -алгебру борелевских множеств. 

Это продолжение и называется линейной мерой Лeбera. Таким образом, изме-

римыми по Лебегу оказываются не только полуоткрытые промежутки ),[ ba , но 

и одноточечные множества }{a , и промежутки вида ],[ ba ,  ),( ba ,  ],( ba . Мож-

но найти, что мера Лебега любого одноточечного множества }{a  равна нулю. 

Отсюда следует, что равна нулю и мера (длина) любого конечного или счетного 

множества точек. Так как множество рациональных чисел счетно, то его мера, а 
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также мера любого его подмножества равна нулю. Мера любого из промежут-

ков ),[ ba , ],[ ba ,  ),( ba ,  ],( ba  равна ab  , т. е. равна его длине. 

Вторым примером меры является вероятностная мера, изучаемая в теории 

вероятностей. В отличие от меры Лебега вероятностная мера одноточечного 

множества необязательно равна нулю. 

Общим способом задания меры является задание ее с помощью так называ-

емой функции распределения меры. Такой функцией является некоторая не-

убывающая непрерывная слева функция на прямой )(xF ,  равная мере   про-

межутка ),( x : 

),()( xxF  . 

Функция распределения )(xF  порождает некоторую счетно-аддитивную меру 

)()()( aFbFAF  , 

заданную на полукольце всевозможных конечных полуоткрытых промежутков 

),[ baA . Продолжение этой меры называется мерой Лебега – Стилтьеса, по-

рожденной функцией )(xF . Функции вида xxF )(  отвечает обычная мера Ле-

бега на прямой. В теории вероятностей функция )(xF  называется функцией 

распределения; она порождает вероятностную меру. 

 

1.7. Измеримые функции 

 

Понятие измеримой функции встречается в теории вероятностей. В частно-

сти, случайная величина определяется как измеримая функция. Поэтому сфор-

мулируем определение измеримой функции. 

Пусть   – множество, в котором задана  -аддитивная мера  , определен-

ная на  -алгебре F  подмножеств из  , и )(f ,  , – действительная 

функция на  . Тогда каждому множеству A  соответствует множество 

)(AfAf   на действительной прямой; при этом множество )(AfAf   называ-
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ется образом множества A , а множество )(1
fAfA   – прообразом мно-

жества fA . Действительная функция )(f  на   называется  -измеримой 

(измеримой относительно меры  , просто измеримой), если прообраз A  всяко-

го борелевского множества fA  действительной прямой принадлежит               

 -алгебре F : 
  FAfA f )(1 . 

Числовая функция, заданная на прямой, называется измеримой по Борелю 

(борелевской, B -измеримой), если прообраз каждого борелевского множества 

есть борелевское множество. 

Отметим, что в определении измеримости по Борелю с борелевскими мно-

жествами необязательно связана какая-либо мера. 

Измеримость – это свойство функции, как, например, непрерывность, одна-

ко гораздо более общее. Любая непрерывная функция является измеримой. 

Другим примером измеримой функции является функция, заданная на множе-

стве ]1,0[  и принимающая следующие значения: 






.орациональнесли,1

,ьноиррационалесли,0
)(

x

x
xf  

Эта функция называется функцией Дирихле. Она является разрывной в каждой 

точке, но измерима. 

Класс измеримых функций весьма широк. Все функции, встречающиеся в 

технических приложениях, можно считать измеримыми. 

 

1.8. Абсолютно непрерывные функции 

 

В теории вероятностей понятие абсолютно непрерывной функции встреча-

ется в связи с определением непрерывной случайной величины. 

Прежде чем давать определение абсолютно непрерывной функции, приве-

дем понятие покрытия множества. Система множеств }{ iM  называется покры-
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тием множества X , если объединение множеств iM  совпадает с X : XM
i

i  . 

Покрытие множества может состоять из попарно непересекающихся множеств 

(когда ji MM   при ji  ). 

Функция f , заданная на некотором промежутке ],[ ba , называется абсо-

лютно непрерывной на нем, если для любого 0  найдется такое 0 , что, 

какова бы ни была конечная система попарно непересекающихся интервалов 

),( ii ba , ni ,...,2,1 , с суммой длин, меньшей  , 




n

i
ii ab

1

)( , 

выполнено условие 




n

i
ii afbf

1

|)()(| . 

Из определения видно, что из малости суммы длин интервалов, покрываю-

щих промежуток ],[ ba , следует малость суммы приращений функции на этих 

интервалах. 

Любая абсолютно непрерывная функция является непрерывной в обычном 

смысле (равномерно непрерывной). Обратное утверждение в общем случае не-

верно. Примером непрерывной, но не абсолютно непрерывной функции являет-

ся так называемая «канторова лестница» [11]. 

Функция )(xf  является абсолютно непрерывной, если она может быть 

представлена в виде интеграла Лебега от некоторой функции )(x  [11]: 

 
x

a

dzzxf )()()(  

(см. подразд. 1.9). 
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1.9. Интеграл Лебега 

 

В литературе по теории вероятностей можно встретить такие понятия, как 

интеграл Лебега, интеграл Лебега – Стилтьеса, интеграл Римана – Стилтьеса. 

Приведем краткую характеристику этих понятий. Подробно с ними можно 

ознакомиться в работе [11]. Начнем с понятия интеграла Римана, известного из 

курса высшей математики. 

Интеграл Римана определяется как предел интегральных сумм Римана. 

Пусть действительная функция )(xf  определена на ограниченном промежутке 

],[ ba . Разобьем этот промежуток на n  частичных промежутков точками 

bxxxa n  ...10 .                                 (1.3) 

Выберем в каждом из частичных промежутков по произвольной точке ix  

( iii xxx 1 ) и составим сумму  




 
n

i
ii

n

i
iii xxfxxxf

11
1 )())(( . 

Эта сумма называется интегральной суммой Римана. Если существует предел 

интегральной суммы Римана при стремлении к нулю длины наибольшего ча-

стичного интервала )( 1 iii xxx  ( 0max  ix ), то функция )(xf  называет-

ся интегрируемой в смысле Римана на промежутке ],[ ba . Предел этой суммы 

 


b

a

n

i
ii

x
dxxfxxfI

i

)()(lim
10max

 

называется определенным интегралом Римана от )(xf  по промежутку ],[ ba . 

Функция )(xf , ограниченная на замкнутом промежутке ],[ ba , интегриру-

ема на нем в смысле Римана в том и только в том случае, если она непрерывна 

почти всюду на ],[ ba . (Функция называется непрерывной почти всюду на ],[ ba , 

если она непрерывна во всех точках ],[ ba , за исключением, может быть, точек, 

составляющих множество нулевой меры Лебега). 
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Характерным в определении интеграла Римана является то, что при перехо-

де к пределу контролируется условие 0max  ix , т. е. точки nxxx ,...,, 10  груп-

пируются по признаку их близости на оси x . 

При построении интеграла Лебега точки nxxx ,...,, 10  (1.3) группируются по 

признаку близости значений функции )(xf  в этих точках. Обозначим 

1 iii yy , ni ,...,2,1 , 

и рассмотрим множества 

})(:{ 1 iiii yxfyxX    

(см. рис. 1.8). 

 

Рис. 1.8. Графическая иллюстрация к определению интеграла Лебега 

 

Пусть множество ],[ baX   имеет конечную меру (необязательно Лебега). 

Обозначим через )( iX  меру множества iX  и образуем интегральные суммы 




 
n

i
ii Xy

1
1 )( ,                                               (1.4) 





n

i
ii Xy

1

)( .                                                (1.5) 
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Суммы (1.4) и (1.5) называются соответственно нижней и верхней интеграль-

ными суммами Лебега. Если эти суммы стремятся к одному и тому же пределу 

при стремлении наибольшей из разностей 1 iii yy  к нулю, то функция 

)(xf  называется интегрируемой по Лебегу (суммируемой) на множестве 

],[ baX  , а этот предел 

 


b

a

n

i
ii dxxfXyI

i

)()()(lim
10max

 

называется определенным интегралом Лебега от функции )(xf  по промежутку 

],[ ba . 

Функция )(xf  интегрируема на ],[ ba  по Лебегу, если она ограничена и из-

мерима. 

Связь между интегралами Римана и Лебега следующая. Если существует 

интеграл Римана на ],[ ba , то существует и интеграл Лебега на ],[ ba , и оба ин-

теграла равны между собой. Иначе – для непрерывных почти всюду на ],[ ba  

функций интегралы Римана и Лебега совпадают. 

Пример 1.5. Пусть   – линейная мера Лебега, ]1,1[X . Возьмем функцию 

Дирихле 










.изчиселыхрациональнмножествена1

,изчисельныхиррационалмножествена0
)(

XE

XE
xf  

Эта функция разрывна в каждой точке, поэтому она не интегрируема по Рима-

ну. Однако )(xf , очевидно, измерима по Лебегу, и интеграл Лебега равен 

000)(1)(0)()(
]1,0[

 
 EE

dxdxdxxf . 

Пример 1.6. Пусть функция )(xf  задана таблицей 

x  1x  2x   nx  

y  
1y  2y   ny  

и мера на множестве },...,,{ 21 nxxxX   задана условиями 
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ii px  )( , ni ,...,2,1 , 1
1





n

i
ip . 

Такая мера является вероятностной. Ясно, что интеграл Римана от такой функ-

ции не имеет смысла. Интеграл Лебега может быть найден: 





n

i
ii

n

i
ii

x

n

iX

pyxydxxfdxxf

i
111

)()()()()( . 

В теории вероятностей интеграл Лебега используется для записи в единой фор-

ме понятия математического ожидания. 

Если мера F  на промежутке ],[ ba  является мерой Лебега – Стилтьеса, т. е. 

порождена монотонной функцией )(xF , то интеграл Лебега 

 
b

a
F dxxf )()( , 

взятый по мере F , превращается в интеграл Лебега – Стилтьеса и обозначает-

ся символом 


b

a

dxFxf )()( .                                                  (1.6) 

     Если )(xF  – функция скачков, то последний интеграл сводится к сумме 

 
i

ii

b

a

hxfdxFxf )()()( ,                                      (1.7) 

где ix  – точки разрывов (скачков) функции )(xF , а ih  – величины скачков в 

точках ix . 

     Если )(xF  – абсолютно непрерывная функция, то интеграл Лебега –

 Стилтьеса (1.6) равен следующему интегралу по мере Лебега: 

 
b

a

b

a

dxxFxfdxFxf )()()()()( ,                                 (1.8) 

где )(xF   – производная функции )(xF . 
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Случаи (1.7) и (1.8) исчерпывают потребности приложений теории вероят-

ностей, так как функции распределения )(xF  теории вероятностей – это обыч-

но либо функции скачков, либо абсолютно непрерывные функции. 

В теории вероятностей интеграл Лебега – Стилтьеса применяется в тех же 

целях, что и интеграл Лебега, но в случае, когда вероятностная мера задается 

функцией распределения )(xF . 

Наконец, интеграл Римана – Стилтьеса определяется следующим образом. 

Пусть )(xF  – функция, аналогичная функции распределения меры, заданная на 

],[ ba , и )(xf  – произвольная функция на том же промежутке. Для разбиения 

(1.3) промежутка ],[ ba  составим сумму Римана – Стилтьеса: 




 
n

i
ii

n

i
iii FxfxFxFxf

11
1 )())()()(( , 

где iii xxx 1 . Если при 0)max( 1  ii xx  эти суммы стремятся к некоторо-

му пределу (не зависящему ни от способа дробления промежутка ],[ ba , ни от 

выбора точек ix  в каждом частичном промежутке ],[ 1 ii xx  ), то этот предел 

называется интегралом Римана – Стилтьеса от функции )(xf  по функции )(xF  

и обозначается символом 










n

i
iii

xx

b

a

xFxFxfxdFxf
ii 1

1
0)max(

))()()((lim)()(
1

. 

Можно показать, что если функция )(xf  непрерывна на ],[ ba , то ее инте-

грал Римана – Стилтьеса существует и совпадает с соответствующим интегра-

лом Лебега – Стилтьеса. Отсюда следует, что интеграл Римана – Стилтьеса 

также представляется в виде суммы (1.7), если )(xF  – функция скачков, и в ви-

де интеграла (1.8), если )(xF  – абсолютно непрерывная функция. Если при 

этом )(xF   интегрируема по Риману, то интеграл (1.8) можно заменить инте-

гралом по Риману: 

 
b

a

b

a

b

a

dxxFxfxdFxfdxFxf )()()()()()( . 
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В математической литературе по теории вероятностей преимущественно 

используются интегралы Лебега или Лебега – Стилтьеса, с которыми не знако-

мы студенты технических вузов. Однако в технических приложениях, как сле-

дует из приведенного обзора, эти понятия можно заменить известными поняти-

ями: интеграл Лебега – суммой для дискретных случайных величин или инте-

гралом Римана для непрерывных случайных величин; интеграл Лебега – Сти-

лтьеса – интегралом Римана – Стилтьеса, который тоже сводится либо к сумме, 

либо к интегралу Римана. 

 

1.10. Элементарный исход, событие, вероятность 

 

В современной теории вероятностей всегда предполагается существование 

некоторого множества  , которое называется множеством или пространством 

элементарных исходов. Чаще всего это абстрактное (не числовое) множество, 

например, множество шаров в урне, множество некоторых комбинаций элемен-

тов и т. д. Любой элемент   множества   (  ) называется элементарным 

исходом, элементарным событием или случаем. Любое подмножество A  

называется событием. 

В каждой задаче выбирается свое множество  . Чаще всего элементом 

  считают результат (исход) одного эксперимента. Например, если задача 

связана с подбрасыванием игральной кости, то элементарным исходом считает-

ся выпадение одного числа, так что }6,5,4,3,2,1{ . При подбрасывании двух 

игральных костей результатом эксперимента является появление двух чисел, и 

  представляет собой совокупность 36 пар чисел. 

Считается, что подмножества 1A , 2A ,… множества   образуют  -алгебру 

F  множеств ( -алгебру событий). Если   – конечное множество, то рассмат-

ривается не  -алгебра, а алгебра подмножеств  . Каждому множеству FA  

( A ) ставится в соответствие вероятностная мера )(AP  (вероятность собы-

тия A ). Совокупность },,{ PF  называется вероятностным пространством. 
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Множества FA  называются измеримыми, так как им поставлена в соответ-

ствие вероятностная мера )(AP . Вероятностная мера является неотрицательной 

счетно-аддитивной функцией множества, определенной на F  и подчиненной 

условию 1)( P  (см. подразд. 1.5). Вероятность P , заданную для каждого 

FA  ( A ), называют распределением вероятности на F  (или на  ). 

Необходимость привлечения  -алгебры множеств объясняется тем, что это 

очень богатая система множеств. Она включает в себя любые множества, пред-

ставляющие какой-либо практический интерес, в связи с чем нет опасности при 

выполнении операций над событиями прийти к событиям, которые не имеют 

никакой вероятности [10]. 

Приведем примеры построения вероятностной меры для некоторых мно-

жеств [10]. 

     1. Множество   конечное, состоящее из k  элементов: },...,,{ 21 k . 

Совокупность всех подмножеств A  из   образует алгебру множеств, которая и 

принимается за F . Вероятностная мера )(AP  для каждого A  назначается сле-

дующим образом. Берется конечное множество },...,,{ 21 kppp  неотрицательных 

чисел (вероятностей) с суммой 1...21  kppp . Каждому элементарному 

исходу i  приписывается вероятность ip , т. е. ii pP  )( . Если 

},...,,{
21 

 iiiA , то полагается 

)(...)()()(
21 

 iii PPPAP . 

     Элементарные исходы, входящие в A  ( Ai  ), называются исходами, бла-

гоприятствующими событию A . 

     Если нет оснований отдавать предпочтение тому или иному элементарному 

исходу, то их вероятности принимаются равными k/1 , где k  – общее количе-

ство элементарных исходов в  . В этом случае вероятность события A  опре-

деляется по формуле kkAP A /)(  , где Ak  – количество элементарных исходов, 

благоприятствующих событию A . Это так называемое классическое определе-

ние вероятности случайного события. 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



27 

     2.   – счетное множество: ,...},{ 21  . В этом случае в качестве F  мож-

но также рассматривать совокупность всех подмножеств множества  , которая 

является теперь  -алгеброй. Здесь можно подобрать бесконечную последова-

тельность неотрицательных чисел }{ ip , удовлетворяющих условию 

121  ...pp , положить ii pP  )(  и вероятностную меру каждого множества 

A  определить формулой  





A

i

i

PAP )()( . 

     3. Предположим теперь, что   представляет собой несчетное множество, 

имеющее мощность континуума, например, действительная прямая. Здесь мы 

не можем приписывать вероятностную меру )( iP   каждому элементу множе-

ства  , как это было в случае конечного или счетного  , хотя бы потому, что 

нельзя удовлетворить условию 1)( 
i

iP  из-за неопределенности операции 

суммирования несчетного количества чисел. Так как событиями считаются те 

подмножества  , которые можно наблюдать в эксперименте, то естественно 

рассматривать множества вида }:{),[ baba   и им приписывать вероят-

ность. Множество 0F  всевозможных конечных объединений полуоткрытых ин-

тервалов ),[ ba  является алгеброй, но не  -алгеброй, что недостаточно для по-

строения полноценного вероятностного пространства. Однако на основании 

теоремы о минимальной  -алгебре над системой 0F  (подразд. 1.4) все множе-

ства из 0F  можно считать элементами  -алгебры )( 0F . На основании теории 

продолжения меры (раздел 1.6) любую вероятностную меру, заданную на си-

стеме 0F , можно продолжить на все множества из системы )( 0F . Таким обра-

зом, достаточно определить на множествах 0FA  любую неотрицательную 

счетно-аддитивную функцию множества )(AP , удовлетворяющую условию 

1)( P . Такая функция однозначно определяется своими значениями для спе-

циальных промежутков ),( x  [10]:  
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)),(()( xPxF  . 

Функцию )),(()( xPxF   называют функцией распределения  . 

Способ задания вероятностной меры с помощью функции распределения в 

случае несчетного   является основным. Обычно поступают следующим обра-

зом. Выбирают некоторую функцию )(xF  из набора функций, хорошо изучен-

ных в теории вероятностей. Пригодность этой функции для решения постав-

ленной задачи (адекватность) проверяют затем по экспериментальным данным 

методами математической статистики. 

 

1.11. События и последовательности событий 

 

Событие   (пустое множество) называется невозможным, событие   – до-

стоверным. Эти события имеют вероятности 0)( P  и 1)( P . Событие A  с 

вероятностью 0)( AP  называется событием нулевой вероятности или множе-

ством меры нуль, а событие A  с 1)( AP  – событием единичной вероятности. 

Из равенств 0)( AP  или 1)( AP  не следует, что A  является невозможным 

или достоверным событием. Однако на практике невозможное событие и собы-

тие нулевой вероятности неразличимы. Действительно, рассмотрим событие C , 

состоящее в том, что монета после ее подбрасывания упадет на ребро. Это со-

бытие считается невозможным, то есть предполагается, что множество элемен-

тарных исходов },{ BA ,  C , где A  – выпадение герба, B  – выпадение 

цифры, причем 2/1)()(  BPAP . Можно поступить и иначе: ввести элемен-

тарный исход C  – падение монеты на ребро и приписать ему нулевую вероят-

ность. Тогда },,{ CBA , C , 2/1)()(  BPAP , 0)( CP , событие C  не 

есть невозможное, хотя ясно, что обе модели одинаково отражают реальное яв-

ление. 
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События A  и B  называются эквивалентными, если они отличаются друг от 

друга множеством меры нуль, то есть если событие )(\)( BABAC   имеет 

нулевую вероятность (рис. 1.9, событие C  заштриховано). 

 

Рис. 1.9. К определению эквивалентных событий 

 

Для эквивалентных событий справедливо равенство )()()( BAPBPAP  , 

откуда следует также, что 1)/()/(  BAPABP . 

     Пусть ,...A,...,A,A n21  – последовательность событий (множеств). Для этой 

последовательности можно ввести понятие предела. Верхним пределом после-

довательности событий при n  называется событие 











nk
k

n
n

n
AA

1

lim ,                                           (1.9) 

суть которого заключается в том, что произойдет бесконечное число событий 

nA . Нижним пределом последовательности событий называется событие 











nk

k
n

n
n

AA
1

lim ,                                             (1.10) 

суть которого состоит в том, что произойдут все события, начиная с некоторого 

номера. Если множества (1.9), (1.10) совпадают, то говорят, что последователь-

ность имеет предел 

n
n

n
n

n
n

AAA


 limlimlim . 
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Для монотонных последовательностей предел существует всегда. Если каждое 

предыдущее событие влечет за собой последующее, т. е. ......21  nAAA , 

то 







1

lim
n

nn
n

AA .                                           (1.11) 

Если же каждое последующее событие влечет за собой предыдущее, т. е. 

......21  nAAA , то  







1

lim
n

nn
n

AA .                                       (1 .12)  

     Лемма Бореля – Кантелли утверждает, что если ряд 


1

)(
n

nAP  сходится, то 

0)lim( 


n
n

AP . 

Справедливы также следующие утверждения [20]: если монотонная после-

довательность имеет предел, то )(lim)lim( n
n

n
n

APAP


 ,  т. е. 

)(lim)(
1

n
nn

n APAP







 

для неубывающей последовательности из (1.11) и 

)(lim)(
1

n
nn

n APAP






  

для невозрастающей последовательности из (1.12). 

 

1.12. Случайные величины 

 

При определении случайной величины предполагается существование не-

которого вероятностного пространства },,{ PF . 

Случайной величиной называется действительная измеримая функция )( , 

заданная на множестве элементарных исходов  . 
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Функция )(  каждому элементарному исходу   ставит в соответствие 

действительное число 1Rx , которое называется возможным значением слу-

чайной величины )( . 

Обозначим через F    -алгебру борелевских множеств на действительной 

прямой 1R . Из свойства измеримости функции )(  следует, что каждому 

множеству (событию) FA   соответствует прообраз )(1 AA    – множество 

из  -алгебры F , что позволяет каждому множеству FA   приписать вероят-

ность, равную вероятности его прообраза FA . Мы получаем, таким образом, 

новое вероятностное пространство },,{ 1 PFR  , порожденное (индуцированное) 

случайной величиной )( . 

Но на практике исходное вероятностное пространство },,{ PF  лишь под-

разумевается, так как обычно   неизвестно и элементарные исходы   не 

наблюдаются. Наблюдаемыми являются лишь значения случайной величины. 

Поэтому вероятностная мера задается сразу на действительной прямой 1R  с 

помощью функции распределения вероятности. Случайная величина обознача-

ется одним символом  , т. е. явная зависимость от элементарного исхода   

(случая) опускается. 

Функцией распределения вероятности (функцией распределения) случайной 

величины   называется функция, задаваемая равенством 

)()( xPxF  , 

где )( xP   – вероятность события }{ x . Если )(xF  дифференцируема, то 

ее производную 

)()( xFxf    

называют плотностью распределения вероятности (плотностью вероятности) 

случайной величины  . 

Среди случайных величин выделяют дискретные, непрерывные и сингуляр-

ные случайные величины. 
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Случайная величина называется дискретной, если она может принимать 

лишь конечное или счетное множество значений ,...,...,, 21 nxxx  . Функция рас-

пределения )(xF  дискретной случайной величины возрастает скачками в точ-

ках ,...,...,, 21 nxxx ,  и величина скачка в точке kx  равна 

kkk pxFxF   )()0( , 

где kp  – вероятность того, что случайная величина примет значение kx . 

     Производная функции распределения )(xF  дискретной случайной величи-

ны равна нулю всюду, за исключением точек роста )(xF , т. е. точек 

,...x,...,x,x n21 , в которых )(xF  терпит разрыв. Точки роста функции )(xF  

имеют ненулевую вероятностную меру. 

     Случайная величина называется абсолютно непрерывной, если ее функция 

распределения )(xF  абсолютно непрерывна (подразд. 1.8). 

Случайная величина называется сингулярной (несобственной, особенной), 

если ее функция распределения )(xF  непрерывна, а производная )(xF  равна 

нулю почти всюду. Такая функция возрастает лишь на множестве лебеговой 

меры нуль. Функция распределения сингулярной случайной величины также 

называется сингулярной. В литературе приводится лишь один пример функции 

распределения сингулярного типа – так называемая лестница Кантора 

(см. например [11]). Лестница Кантора – непрерывная, но не абсолютно непре-

рывная функция. Это специальным образом сконструированная функция, не 

имеющая практических приложений. В связи с этим можно считать, что сингу-

лярный тип распределений в практических задачах не встречается. 

Если функция распределения )(xF  случайной величины   непрерывна в 

обычном смысле, то она может быть представлена в виде суммы абсолютно не-

прерывной и сингулярной составляющих [11]. Но так как сингулярная состав-

ляющая отсутствует в практических задачах, то можно считать, что при непре-

рывной )(xF  мы практически всегда имеем абсолютно непрерывную случай-
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ную величину. В дальнейшем абсолютно непрерывную случайную величину 

будем называть просто непрерывной. 

Две случайные величины )(  и )( , заданные на одном и том же вероят-

ностном пространстве, называются эквивалентными, если они равны с вероят-

ностью единица: 

1)( P , 

или иначе: 

1)}()(:{ P . 

Эквивалентные случайные величины могут отличаться друг от друга лишь на 

множестве вероятностной меры нуль. С практической точки зрения это означа-

ет, что   и   могут иметь отличающиеся значения, но эти значения не появятся 

в экспериментах. 

Если на одном и том же вероятностном пространстве },,{ PF  задано n  

случайных величин n,...,,  21 , то отображение   в nR , задаваемое функция-

ми )(1  , )(2  , …, )(n , называется случайным вектором ),...,,( 21 n  

или многомерной (векторной) случайной величиной. Отображение nR  

следует рассматривать как измеримое, в связи с чем каждому борелевскому 

множеству nRB  может быть приписана вероятность )(BP . Для задания этой 

вероятности можно воспользоваться функцией распределения случайного век-

тора 

),...,,(),...,,( 221121 nnn xxxPxxxF  ,               (1.13) 

равной вероятности попадания случайного вектора ),...,,( 21 n  в область, 

определенную неравенствами nn xxx  ,...,, 2211 . Функция распределения 

(1.13) однозначно задает вероятность каждого борелевского множества nRB  

(однозначно определяет распределение вероятностей в nR ) .  

Если существует смешанная производная 
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),...,,(
...

),...,,( 21
21

21 n
n

n

n xxxF
xxx

xxxf 



 , 

то эту производную ),...,,( 21 nxxxf  называют совместной плотностью вероят-

ности случайных величин n,...,,  21 . 

 

1.13. Сходимость последовательностей случайных величин 

 

     Пусть ,...,...,, 21 n  – последовательность случайных величин, определен-

ных на одном и том же вероятностном пространстве },,{ PF , и   – некоторая 

случайная величина, определенная на том же вероятностном пространстве. Бу-

дем исследовать сходимость последовательности n  к   при n . В качестве 

предела   может рассматриваться неслучайная величина, чаще всего – нуль. 

Например, можно рассматривать сходимость к нулю последовательности n  

дискретных случайных величин со следующим законом распределения: 

2

1
)(

n
nP n  , 

2

1
1)0(

n
P n  . 

     Прежде чем изучать сходимость случайных последовательностей, напомним 

понятие сходимости неслучайной (числовой) последовательности. 

     Определение. Числовая последовательность ,...,...,1 nSS  сходится к пределу 

S  при n  (обозначается SS
n

n


 ), если для любого 0  существует такой 

номер )(N , что при всех )( Nn  выполняется условие  || SSn . Необхо-

димое и достаточное условие сходимости (критерий Коши сходимости число-

вой последовательности) заключается в следующем: 

0||
, 

mn

mn SS .                                            (1.14) 

Последовательность nS , удовлетворяющая условию (1.14), называется фунда-

ментальной, или последовательностью Коши. В данной терминологии критерий 
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Коши можно сформулировать следующим образом: если nS  – фундаменталь-

ная последовательность в множестве действительных чисел, то она сходится. 

     Для случайной последовательности n  разность n  является случайной 

величиной, и поэтому нельзя требовать выполнения условия  || n  без не-

которых дополнительных предположений. Это значит, что приведенное опре-

деление сходимости числовой последовательности не применимо для случай-

ной последовательности. Для случайной последовательности используются 

иные понятия сходимости, такие, как сходимость по вероятности, с вероятно-

стью единица, в среднем квадратичном. 

     Определение. Случайная последовательность n  называется сходящейся по 

вероятности к некоторой случайной величине  , если для любого 0  выпол-

няется условие 

0)|(|



n

nP .                                          (1.15) 

     Сходимость по вероятности обозначается следующим образом: 




p

n
n . 

Если в этом определении перейти к противоположному событию, то сходи-

мость по вероятности выразится следующим условием: 

1)|(|



n

nP . 

Условие (1.15) нужно понимать следующим образом: для любых вещественных 

чисел 0  и 10   существует номер ),( N , такой, что для любого 

),(  Nn  выполняется неравенство 

 )|(| nP . 

     Случайная последовательность n  называется фундаментальной по вероят-

ности, если 

0)|(|
, 

mn

mnP .                                              (1.16) 
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Можно показать [2], что условие (1.16) является необходимым и достаточным 

для сходимости последовательности n  по вероятности, т. е. случайная после-

довательности n  сходится к случайной величине   по вероятности тогда и 

только тогда, когда она фундаментальна по вероятности (критерий Коши). 

     Определение. Случайная последовательность n  называется сходящейся с 

вероятностью единица, почти наверное или почти всюду к случайной величине 

 , если выполняется соотношение 

1)( 
n

nP ,                                          (1.17) 

или иначе 

1)}()(:{ 
n

nP . 

     Сходимость с вероятностью единица обозначается как 




..нп

n
n , 

где п. н. означает «почти наверное». Теоретически это определение означает, 

что множество тех элементарных исходов  , для которых )(n  сходится 

к )( , имеет вероятностную меру 1. Практически это означает сходимость 

каждой реализации последовательности n  к реализации случайной величины 

 , поскольку реализации последовательности n , которые не сходятся к реали-

зации величины  , имеют нулевую вероятность и не появляются в эксперимен-

тах. 

     Приведем также другие формы определения сходимости с вероятностью 

единица, а также необходимые и достаточные условия такой сходимости. Для 

этого отметим, что событие 
n

n  в определении (1.17) можно записать сле-

дующим образом [8]: 

  













1 1q m mn
q,n

n
n A , 

где q,nA  означает событие qn /1||  .  
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     Легко видеть, что объединение по m  производится по неубывающей после-

довательности событий, а пересечение по q  – по невозрастающей. Тогда (под-

разд. 1.11) 

)(limlim)( ,0 





mn
qn

mqn
n APPp .                        (1.18) 

     Выражение (1.18) дает следующее определение сходимости с вероятностью 

единица: случайная последовательность n  называется сходящейся с вероятно-

стью единица, почти наверное или почти всюду к случайной величине  , если 

1)}/1|{|(limlim 





mn
n

mq
qP . 

Далее, так как  

)(1)( ,, 









mn

qn
mn

qn APAP , 

где q,nA  означает событие qn /1||  , то 

)}/1|{|(limlim1 0 





mn
n

mq
qPp . 

Для сходимости n  к   необходимо и достаточно, чтобы 01 0  p . Предел при 

q  в последнем соотношении берется по неубывающей последовательности 

неотрицательных чисел. Этот предел равен нулю тогда и только тогда, когда 

для любого 0  

0)одногодлябыхотя|(|lim 


mnP n
m

.               (1.19) 

Это условие необходимо и достаточно для сходимости n  к   с вероятностью 

единица. Если перейти в выражении (1.19) к противоположному событию, то 

его можно записать также в следующем виде: 

1)всехдля|(|lim 


mnP n
m

. 

     Случайная последовательность n  называется фундаментальной с вероятно-

стью единица, если для любого 0  выполняется соотношение 
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0)||sup(lim
,




mn
mnmn

P .                                    (1.20) 

Случайная последовательность n  сходится с вероятностью единица тогда и 

только тогда, когда она фундаментальна с вероятностью единица (критерий 

Коши). 

     Определение. Случайная последовательность n  называется сходящейся в 

среднем квадратичном к случайной величине  , если выполняется условие 

0))(( 2




n
nE .                                        (1.21) 

     Сходимость в среднем квадратичном обозначается как 




)2(

n
n , 

а предел в среднем квадратичном – следующим образом: 

n
n




l.i.m. . 

Поскольку 

)()())(( 22  nnn DEE , 

то сходимость в среднем квадратичном означает сходимость к нулю математи-

ческого ожидания и дисперсии отклонения n , т. е. средних характеристик, 

а не каждой реализации.  

     Случайная последовательность n  называется фундаментальной в среднем 

квадратичном, если выполняется условие 

0))((
,

2



mn

mnE . 

Случайная последовательность n  сходится в среднем квадратичном к случай-

ной величине   тогда и только тогда, когда она фундаментальна в среднем 

квадратичном (критерий Коши). 

     Доказательство критерия сходимости Коши для всех типов сходимости 

можно найти в [2]. 
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     Между разными типами сходимости случайных последовательностей суще-

ствуют соотношения, представленные на рис. 1.10. Из сходимости в среднем 

квадратичном следует сходимость по вероятности. Это видно из неравенства 

Чебышева: 

2

2))((
)|(|




 n

n

E
P . 

Взяв предел от обеих частей этого неравенства при n  и учитывая, что 

0))((lim 2 


n
n

E , получим условие (1.21). Сходимость по вероятности сле-

дует также из сходимости с вероятностью единица. Это вытекает из условия 

(1.20), если учесть, что 

)||sup(}|{| 


n
mn

m . 

Однако из сходимости с вероятностью единица не следует сходимость в сред-

нем квадратичном хотя бы потому, что последовательность n  может не иметь 

момента второго порядка. Из сходимости в среднем квадратичном также не 

следует сходимость с вероятностью единица. Таким образом, сходимость по 

вероятности является слабейшей из рассмотренных трех типов сходимости. 

     Если последовательность n  сходится в смысле каких-либо двух из трех 

указанных выше определений сходимости, то предельные случайные величины 

с вероятностью единица равны. 

 

Рис. 1.10. Соотношения между разными типами сходимости 

случайных последовательностей 
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1.14. Свойства сходимости в среднем квадратичном 

 

     В данном разделе в дополнение к критерию Коши сходимости случайной 

последовательности в среднем квадратичном, сформулированному в подразд. 

1.13, рассмотрим некоторые другие свойства сходимости в среднем квадратич-

ном. Докажем сначала следующую теорему. 

     Теорема (о сходимости смешанного начального момента второго порядка 

двух сходящихся последовательностей). Если 




)2(

n
n ,   



)2(

m
m  

и )( 2E , )( 2E  – ограниченные величины, то 

)()(  EE mn                                              (1.22) 

при m,n  независимо друг от друга. 

     Для доказательства используем равенство 

 )()())(( mnmnmn ,             (1.23) 

справедливость которого можно проверить раскрытием скобок в правой части. 

Возьмем математическое ожидание от обеих частей этого равенства и приме-

ним к каждому слагаемому правой части неравенство Шварца [15]: для произ-

вольных случайных величин U  и V  справедливо неравенство 

)()()( 22 VEUEUVE  . 

Получим 

0))(())(()))(((
,

222

mn
mnmn EEE  , 

0)())(())((
,

222

mn
nn EEE  , 

0)())(())((
,

222

mn
mm EEE  . 

Сходимость правой части первого неравенства следует из сходимостей n  и 

m  к   и   соответственно, сходимость правой части второго неравенства – из 
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сходимости n  к   и конечности )( 2E , сходимость правой части третьего не-

равенства – из сходимости m  к   и конечности )( 2E . Поэтому для равенства 

(1.23) получим 

0)(
, 

mn

mnE . 

     Следствие 1 (о сходимости математического ожидания сходящейся после-

довательности). Если 


n
n
l.i.m. ,  )( 2E , то 

)()l.i.m.()(lim 


EEE n
n

n
n

. 

Этот результат получим, если в формуле (1.22) предположим, что m  при-

нимает значение 1 с вероятностью 1. 

     Следствие 2 (о сходимости начального момента второго порядка сходя-

щейся последовательности). Если 


n
n
l.i.m.  и  )( 2E , то 

)()...()(lim 222 


EmilEE n
n

n
n

. 

Для получения этого результата достаточно в формуле (1.22) предположить, 

что n  и m  – одна и та же последовательность. 

     Содержательный смысл следствий 1 и 2 состоит в том, что операции E  и 

l.i.m.  перестановочны, т. е. их можно менять местами. 

     Получим теперь необходимые и достаточные условия сходимости в среднем 

квадратичном. 

     Определение. Случайная последовательность n  называется фундаменталь-

ной в среднем квадратичном, если выполняется условие 

0))(( 2  mnE                                             (1.24) 

при независимом стремлении n  и m  к бесконечности. 

     Теорема (критерий Коши). Случайная последовательность n  сходится в 

среднем квадратичном к  , если и только если она фундаментальна в среднем 

квадратичном. 
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     Докажем только необходимость условия (1.24), т. е. докажем, что из (1.21) 

следует (1.24). Запишем сначала следующую цепочку равенств и неравенств: 

 22 ))()(()( mnmn  

 22 )())((2)( mmnn  

2222 )(2)(2)(||||2)(  mnmmnn .      (1.25) 

Первое неравенство этой цепочки записано на основании неравенства 

))((||||  mnmn , 

а второе – на основании неравенства 

22 )()(||||2  mnmn . 

Взяв математическое ожидание от обеих частей выражения (1.25), получим, что 

))((2))((2))(( 222  mnmn EEE . 

На основании условия (1.21) сходимости в среднем квадратичном каждая со-

ставляющая правой части последнего неравенства сходится к нулю, значит, 

сходится к нулю и левая часть неравенства. Необходимость доказана. 

     Теорема (критерий Лоэва). Случайная последовательность n  с конечным 

моментом второго порядка (  )( 2E ) сходится в среднем квадратичном к  , 

если и только если 

CE mn  const)(                                         (1.26) 

при стремлении m,n  к бесконечности независимо друг от друга. 

     Достаточность (из выражения (1.26) следует выражение (1.24)) получим сле-

дующими преобразованиями: 

0)()()()())((
,

2



mn

mmnmmnnnmn EEEEE , 

а необходимость (из (1.21) следует (1.26)) – по теореме о сходимости смешан-

ного начального момента второго порядка (формула (1.22)): 




CEEE
mn

mn )()()( 2

,
. 
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2. ОСНОВЫ ТЕОРИИ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 

 

2.1. Определение случайного процесса.  

Классификация случайных процессов 

 

 В теории случайных процессов изучаются задачи построения и анализа 

математических моделей случайных явлений, развивающихся во времени. Как 

математический объект случайный процесс определяется следующим образом. 

Предполагается заданным некоторое вероятностное пространство },,{ PF . 

     Определение 2.1. Случайным процессом называется функция ),( t ,  , 

Tt , которая для любого фиксированного Tt  является измеримой функцией 

аргумента  .  

     Аргумент t  здесь понимается как время из некоторого промежутка времени 

T , а аргумент   – элементарный исход (случай). При фиксированном 1tt   мы 

получаем функцию случая ),( 1t , т. е. случайную величину, которая называет-

ся сечением процесса в момент времени 1t . Если зафиксировать случай 1 , 

то получим функцию времени ),( 1 t , которая называется реализацией, траек-

торией или выборочной функцией случайного процесса. 

На рис. 2.1 приведены три реализации (траектории) случайного процесса и 

его сечение в момент времени 1t . В качестве реализаций взяты графики темпе-

ратуры атмосферного воздуха на метеостанции Минск в феврале 1998, 1999, 

2000 годов. 

В связи с тем, что чаще всего множество   оказывается недоступным, т. е. 

элементарные исходы не наблюдаются, случайный процесс обозначается как 

функция только времени )(t , а зависимость от   подразумевается. 

В некоторых случаях случайный процесс ),( t  может быть задан в виде 

явного аналитического выражения 

,...),,(),( 21  tgt ,                                               (2.1) 
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где ,...},{ 21   – конечное или счетное множество случайных величин )(1  , 

)(2  , …, т. е. функций от  , и )(g  – некоторая функция. Такую форму пред-

ставления случайного процесса будем называть параметрической. Изучение 

случайного процесса в параметрической форме сводится к изучению функции 

случайных величин, зависящей также от неслучайного аргумента t . 

 

Рис. 2.1. Реализации случайного процесса общего типа 

(температуры атмосферного воздуха на метеостанции «Минск» 

в феврале 1998, 1999, 2000 годов) 

 

     Примером случайного процесса, заданного в параметрической форме, явля-

ется так называемый веерный случайный процесс, определяемый формулой 

tt  )( ,                                                 (2.2) 

где   и   – случайные величины.  
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     Реализации этого процесса представляют собой прямые линии, имеющие 

случайные значения углового коэффициента и смещения по оси ординат (см. 

рис. 2.2). 

 

 

Рис. 2.2. Реализации, математическое ожидание и среднее квадратичное 

отклонение случайного процесса (2.2) 

 

     Назовем любое множество G  дискретным, если оно конечное или счетное, и 

непрерывным, если оно несчетное. 

     Случайные процессы классифицируются по виду множеств T  и G , где G  – 

множество возможных значений случайного процесса. Эти множества могут 

быть непрерывными или дискретными, в связи с чем различают 4 класса слу-

чайных процессов.  

     1. T  и G  – непрерывные множества. Это процесс с непрерывным временем 

и непрерывным множеством значений или процесс общего типа. Пример реали-

заций такого процесса представлен на рис. 2.1. 
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     2. T  дискретно, G  непрерывно. Это процесс с дискретным временем и не-

прерывным множеством значений или случайная последовательность. Пример 

реализации такого процесса представлен на рис. 2.3. 

 

Рис. 2.3. Реализация случайной последовательности 

 

 

Рис. 2.4. Реализации дискретного случайного процесса 

 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



47 

 

Рис. 2.5. Реализация дискретной случайной последовательности 

 

     3. T  непрерывно, G  дискретно. Это процесс с непрерывным временем и 

дискретным множеством значений или дискретный случайный процесс. При-

мер реализации такого процесса представлен на рис. 2.4. 

     4. T  дискретно, G  дискретно. Это процесс с дискретным временем и дис-

кретным множеством значений или дискретная случайная последовательность. 

Пример реализации такого процесса представлен на рис. 2.5.  

     Случайные последовательности часто называют случайными временными 

рядами. 

 

2.2. Конечномерные распределения случайного процесса 

 

     Рассмотрим случайный процесс )(t  и зафиксируем n  моментов времени 

ntt ,...,1 . Мы получим n  сечений процесса )( 11 t , )( 22 t ,…, )( nn t . 

     Конечномерной (n -мерной) функцией распределения случайного процесса 

)(t  называется функция распределения случайного вектора ),...,( 1 n , 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



48 

компоненты которого i  являются сечениями процесса в моменты времени 

ntt ,...,1 : 

))(,...,)((),...,,,...,( 1111 nnnn xtxtPttxxF  .                      (2.3) 

Конечномерная функция распределения случайного процесса )(t  является 

функцией n2  аргументов: n  аргументов nx,...,x1  и n  аргументов ntt ,...,1 . Она 

должна обладать свойствами симметрии и согласованности. 

     Свойство симметрии заключается в том, что любые два аргумента функции 

распределения ix  и jx  можно менять местами, поменяв при этом местами со-

ответствующие аргументы it  и jt : 

 ),...,,...,,...,,,...,,...,,...,( 11 njinji ttttxxxxF  

),...,,...,,...,,,...,,...,,...,( 11 nijnij ttttxxxxF . 

Для двухмерной функции распределения это свойство выражается равенством 

),,,(),,,( 12122121 ttxxFttxxF   . 

     Свойство согласованности выражается условием 




),...,,,,...,,,...,,,,...,(lim 111111 nkkknkkk
x

tttttxxxxxF
k

 

),...,,,...,,,...,,,...,( 111111 nkknkk ttttxxxxF  , 

т. е. если в n -мерной функции распределения аргумент kx  заменить на  , то 

мы получим )1( n -мерную функцию распределения (этот аргумент исчезает из 

списка аргументов функции распределения вместе с соответствующим ему ар-

гументом kt ). 

     Конечномерной ( n -мерной) плотностью вероятности случайного процесса 

)(t  называется смешанная производная n -го порядка от n -мерной функции 

распределения 

),...,,,...,(
,...,

),...,,,...,( 11
1

11 nn
n

n

nn ttxxF
xx

ttxxf 



 .                  (2.4) 
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     Конечномерную функцию распределения (2.3) или конечномерную плот-

ность вероятности (2.4) называют конечномерным распределением случайного 

процесса. 

     Совокупность конечномерных распределений для любого конечного n  и 

произвольных моментов времени ntt ,...,1  называется семейством конечномер-

ных распределений случайного процесса. 

     Случайный процесс наиболее полно описывается семейством конечномер-

ных распределений. Так как это семейство бесконечное, то такое описание 

представляется чрезвычайно сложным. Выход состоит в том, что рассматрива-

ются определенные классы случайных процессов. Например, можно рассматри-

вать класс процессов, которые описываются семейством одномерных распреде-

лений ),( txf , или, если все одномерные распределения совпадают, то одним 

одномерным распределением. Такой процесс будет обладать тривиальными 

свойствами и не слишком широкой областью применения. Второй класс про-

цессов – процессы, описываемые семейством двухмерных распределений 

),,,( 2121 ttxxf  для любых моментов времени 1t , 2t  из интересующего нас про-

межутка времени T . Этот класс процессов имеет более широкий спектр 

свойств и более широкое применение. 

     Если на одном и том же вероятностном пространстве },,{ PF  задано не-

сколько случайных процессов )(1 t , )(2 t , …, )(tn , то говорят, что задан мно-

гомерный ( n -мерный) (или векторный) случайный процесс 

))(),...,(),(()( 21 tttt n , Tt . Описанием векторного случайного процесса 

является семейство совместных конечномерных распределений сечений )( 1t , 

)( 2t , …, )( mt . В частности, совместные двухмерные функция распределения 

и плотность вероятности двухмерного случайного процесса ))(),(()( 21 ttt   

определяются естественным образом: 

))(,)(,)(,)((),,,,,( 222221112111212211 ytxtytxtPttyxyxF  ,     (2.5) 
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2211

212211
4

212211

),,,,,(
),,,,,(

yxyx

ttyxyxF
ttyxyxf







 .                           (2.6) 

     Случайный процесс, содержащий действительную и мнимую части, т. е. 

случайный процесс вида 

)()()( 21 titt  , 

где )(1 t  и )(2 t  – действительные случайные процессы, 1i , называется 

комплексным случайным процессом. Комплексно-сопряженный случайный 

процесс обозначается )(t , так что 

)()()( 21 titt  . 

Комплексный случайный процесс можно считать двухмерным случайным про-

цессом и описывать совместными распределениями действительной и мнимой 

частей, т. е. как двухмерный случайный процесс – функциями (2.5) или (2.6). 

 

2.3. Математическое ожидание и дисперсия случайного процесса 

 

     Будем рассматривать случайные процессы, для которых существуют конеч-

номерные плотности вероятности. К таким процессам относятся процессы с не-

прерывным множеством значений. 

     Математическим ожиданием ))(( tE   случайного процесса )(t  называется 

функция )(ta , определяемая выражением 





  dxtxxftEta ),())(()( , 

где ),( txf  – одномерная плотность вероятности случайного процесса, )(E  – 

символ математического ожидания (усреднения). Для случайных процессов, за-

данных в параметрической форме (2.1), математическое ожидание определяется 

формулой 





  nnn dddftgtEta ...),...,,(),...,,,())(()( 212121 , 
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где ),...,,( 21 nf   – совместная плотность вероятности случайных величин 

n ,...,, 21 . 

     Математическое ожидание характеризует тенденцию развития случайного 

процесса во времени.  

     На рис. 2.2 представлены реализации и математическое ожидание случайно-

го процесса вида (2.2), где   и   – независимые случайные величины, распре-

деленные по нормальным законам ),( 2
 aN , ),( 2

 aN  соответственно. Вы-

ражение математического ожидания этого случайного процесса имеет вид 

taata  )( . 

Видно, что реализации этого случайного процесса имеют тенденцию к возрас-

танию, в связи с чем возрастающей является и функция математического ожи-

дания. 

     Дисперсией ))(( tD   случайного процесса )(t  называется математическое 

ожидание квадрата отклонения случайного процесса от его математического 

ожидания: 





  dxtxftaxtatEtDt ),())(()))()((())(()( 222

, 

где ),( txf  – одномерная плотность вероятности случайного процесса, )(D  – 

символ дисперсии. Для случайных процессов, заданных в параметрической 

форме (2.1), дисперсия определяется формулой 





  nnn dddftatgt ...),...,,())(),...,,,(()( 2121

2
21

2
, 

где ),...,,( 21 nf   – совместная плотность вероятности случайных величин 

n ,...,, 21 . 

     Дисперсия )(2 t  случайного процесса )(t  является функцией времени, ко-

торая характеризует среднее отклонение реализаций процесса от его математи-

ческого ожидания в любой момент времени t .  
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     На рис. 2.2 изображена функция )()( 2 tt    – среднее квадратичное от-

клонение (с.к.о.) случайного процесса (2.2). Дисперсия этого случайного про-

цесса определяется выражением 

2222222 ))(()())(())(()( ttEtEEtEt  


, 

где 

  и 


  – центрированные случайные величины. Поскольку реализации 

имеют тенденцию при t  все более отклоняться от функции математиче-

ского ожидания, то с.к.о. случайного процесса является возрастающей функци-

ей при t . 

 

2.4. Ковариационная функция случайного процесса 

 

     Пусть )(t  – случайный процесс, и ))(()()( tEtt 


 – центрированный 

случайный процесс. 

     Ковариационной функцией ),( 21 ttR  случайного процесса )(t  называется 

коэффициент ковариации между сечениями случайного процесса в два момента 

времени 1t , 2t : 

))()(())(),(cov(),( 212121 ttEttttR

 . 

     Ковариационная функция ),( 21 ttR  комплексного случайного процесса 

)()()( 21 titt   определяется следующим образом: 

))()(())(),(cov(),( 211121


ttEttttR  . 

Для процессов, имеющих конечномерные плотности вероятности, ковариаци-

онная функция рассчитывается по формуле 

212121221121 ),,,())())(((),( dxdxttxxftaxtaxttR 








    , 

где ),,,( 2121 ttxxf  – двухмерная плотность вероятности случайного процесса. 
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     Ковариационная функция является функцией двух аргументов 21, tt . Она ха-

рактеризует силу линейной стохастической связи между двумя сечениями слу-

чайного процесса в моменты времени 21, tt . 

     Выберем n  моментов времени nttt ,...,, 21 . Квадратная матрица )( , jiRR  , 

nji ,1,  , составленная из значений ковариационной функции ),(, jiji ttRR  , 

называется ковариационной матрицей случайного процесса )(t .  

     На рис. 2.6 представлена ковариационная функция случайного процесса 

(2.2). Она определяется выражением 

21
22

21
22

2121 )())(()))(((),( ttttEEttEttR  


. 

 

Рис. 2.6. Ковариационная функция случайного процесса (2.2) 

 

     Ковариационная функция любого случайного процесса имеет следующие 

свойства. 

1. Ковариационная функция является симметричной функцией своих аргу-

ментов: 

),(),( 1221 ttRttR   . 

     Действительно, имеем 
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),())()(())()((),( 12122121 ttRttEttEttR  


. 

2. Дисперсия процесса в момент времени t  определяется как значение кова-

риационной функции в точке ),( tt : 

),()()( 2 ttRttD   . 

     Действительно, 

)())(())(())()((),( 22 ttDtEttEttR  


. 

3. Ковариационная функция подчиняется неравенству 

),(),(),( 221121
2 ttRttRttR   . 

     Это свойство является интерпретацией известного неравенства Шварца 

)()()( 222 vEuEuvE   (подразд. 1.14), если выбрать в нем )( 1tu

 , )( 2tv


 . 

4. Ковариационная функция является неотрицательно определенной функ-

цией. Это свойство означает, что для любых моментов времени nttt ,...,, 21  и лю-

бых действительных чисел nxxx ,...,, 21  выполняется соотношение 

0),(
1 1

 
 



n

i

n

j
jiji xxttR . 

     Свойство доказывается путем следующих очевидных преобразований: 

0)))((())()((),( 2

11 11 1

 
  



n

i
ii

n

i

n

j
jiji

n

i

n

j
jiji xtExxttExxttR


. 

     Из свойства 1 ковариационной функции с очевидностью вытекает, что кова-

риационная матриц )( , jiRR   является симметричной, т. е. jiij RR ,,  . Симмет-

ричная матрица совпадает со своей транспонированной матрицей: TRR  . 

     Из свойства 4 ковариационной функции вытекает, что ковариационная мат-

рица R  является неотрицательно определенной, т. е. для любого вектора дей-

ствительных чисел T
nxxxX ),...,,( 21  выполняется соотношение 

0RXX T . 
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     Из свойства 2 ковариационной функции следует, что на главной диагонали 

ковариационной матрицы R  располагаются дисперсии случайного процесса в 

моменты времени nttt ,...,, 21 . 

     Корреляционной функцией случайного процесса )(t  называется коэффици-

ент корреляции между сечениями процесса в моменты 21, tt , или, иначе, нор-

мированная ковариационная функция: 

),(),(

),(
),(

2211

21
21

ttRttR

ttR
ttr




  . 

Свойства корреляционной функции автоматически вытекают из соответствую-

щих свойств ковариационной функции: 

1) ),(),( 1221 ttrttr   , 

2) 1),(  ttr , 

3) 1),( 21
2  ttr , 

4) 0),(
1 1

 
 



n

i

n

j
jiji xxttr . 

 

2.5. Взаимная ковариационная функция случайных процессов 

 

     Функция, определяемая выражением 

))(,)((),,,( 221121 ytxtPttyxF  , 

где 21, tt  – два момента времени, называется двухмерной совместной функцией 

распределения случайных процессов )(1 t  и )(2 t , или векторного случайного 

процесса ))(),(()( 21 ttt  . 

     Двухмерной совместной плотностью вероятности случайных процессов 

)(1 t  и )(2 t  называется смешанная производная второго порядка от совмест-

ной функции распределения: 
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),,,(),,,( 21

2

21 ttyxF
yx

ttyxf 



 . 

     Взаимной ковариационной функцией случайных процессов )(1 t , )(2 t  

называется коэффициент ковариации между сечениями )( 11 t , )( 22 t  этих про-

цессов: 




 ))()(())(),(cov(),( 2211221121, 21
ttEttttR  

 







  dxdyttyxftaytax ),,,())())((( 212211 21

. 

Взаимная ковариационная функция характеризует силу линейной связи между 

сечениями двух процессов в два различных момента времени 21, tt . Она обла-

дает следующим очевидным свойством: 

),(),( 12,21, 1221
ttRttR   . 

 

2.6. Стационарный случайный процесс 

 

     Случайный процесс )(t  называется стационарным в строгом или узком 

смысле, если его конечномерные распределения инвариантны к сдвигу по оси 

времени (не зависят от этого сдвига). 

     Для конечномерных функций распределения свойство инвариантности запи-

сывается в виде 

)st,...,st,x,...,x(F)t,...,t,x,...,x(F nnnn   1111 , 

где s  – некоторое число, характеризующее сдвиг по оси времени. Аналогичный 

вид имеет свойство инвариантности для конечномерных плотностей вероятно-

сти: 

),...,,,...,(),...,,,...,( 1111 ststxxfttxxf nnnn   .                       (2.7) 

     Плотность вероятности слева в равенстве (2.7) определяет свойства случай-

ного процесса в моменты времени ntt ,...,1 , а справа – в сдвинутые по оси време-
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ни на величину s  моменты времени stst n  ,...,1 . Равенство этих функций 

означает, что свойства процесса в моменты ntt ,...,1  такие же, как и в моменты 

stst n  ,...,1 , т. е. не меняются с течением времени. Таких процессов в природе 

не существует, но если рассматривать процесс на некотором конечном проме-

жутке времени, то предположение стационарности может оказаться допусти-

мым. 

     Теорема 2.1. Если случайный процесс )(t  стационарен в узком смысле, то 

его математическое ожидание и дисперсия не зависят от времени, а ковариаци-

онная функция ),( 21 ttR  не зависит от 1t  и 2t  в отдельности, а зависит лишь от 

их разности 12 tt  , т. е. является функцией не двух аргументов 21, tt , а од-

ного аргумента 12 tt  : 

)()(),( 1221   RttRttR . 

     Действительно, условие стационарности (2.7) для одномерной плотности ве-

роятности имеет вид ),(),( 1111 stxftxf   . Так как это равенство выполняется 

для любого s , то, выбрав 1ts  , получим 

)x(f),x(f)tt,x(f)t,x(f 1111111 0   . 

Мы видим, что одномерная плотность вероятности стационарного в узком 

смысле процесса не зависит от времени. Тогда для математического ожидания 

и дисперсии получим 

const)(),())(()(  









  adxxxfdxtxxftEta , 

const)()(),()())(()( 22222  









  dxxfaxdxtxfaxtEt



. 

Запишем теперь условие инвариантности (2.7) для двухмерной плотности веро-

ятности: 

),,,(),,,( 21212121 ststxxfttxxf   . 

Выбрав здесь 1ts  , получим 
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),,,(),,,(),,,( 11211211212121   ttxxfttttxxfttxxf , 12 tt  . 

Мы видим, что двухмерная плотность вероятности стационарного в узком 

смысле процесса не зависит от каждого из двух аргументов 21,tt  отдельно, а за-

висит лишь от их разности 12 tt  . Выражение для ковариационной функции 

такого процесса приобретает вид 

  







 212121221121 ),,,())())(((),( dxdxttxxftaxtaxttR  

)()(),,())(( 1221122121  








  RttRdxdxttxxfaxax . 

     Теорема 2.1 доказана. 

     Случайный процесс )(t  называется стационарным в широком смысле, если 

его математическое ожидание и дисперсия не зависят от времени, а ковариаци-

онная функция зависит от разности своих аргументов. 

     Из доказанной выше теоремы следует, что из стационарности в узком смыс-

ле следует стационарность в широком смысле. Обратное утверждение в общем 

случае неверно. Обратное утверждение верно лишь в случае, когда процесс )(t  

является нормальным (гауссовским). Гауссовский случайный процесс опреде-

лен в подразд. 2.7. 

     Свойства 1–4 ковариационной функции случайного процесса, приведенные в 

подразд. 2.4, применительно к стационарному случайному процессу приобре-

тают следующую форму: 

1) )()(   RR , 

2) )0(2
  RD , 

3) )0()( 22
  RR , или )0()(   RR , 

4) 0)(
1 1

 
 



n

i

n

j
jiji xxttR .                                            (2.8) 
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Эти свойства с очевидностью вытекают из указанных соответствующих 

свойств ковариационной функции общего (нестационарного) случайного про-

цесса при замене 12 tt  . 

     В практических приложениях стационарных случайных процессов чаще все-

го используются ковариационные функции следующего вида: 

||2)( 
  eR ,                                                        (2.9) 

||2 |)|1()( 
  eR ,                                      (2.10) 

||
22

2 )
3

||1()( 



 eR ,                          (2.11) 

222)( 
  eR ,                                                     (2.12) 

)cos()( ||2  
 eR .                                          (2.13) 

Графики ковариационных функций (2.9) – (2.13) для одних и тех же значений 

параметров 2
  и   представлены на рис. 2.7. 

 

Рис. 2.7. Ковариационные функции (2.9) – (2.13)  

стационарных случайных процессов 
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     Корреляционная функция стационарного случайного процесса имеет следу-

ющие свойства: 

1) )()(   rr , 

2) 1)0( r , 

3) 1|)(| r , 

4) 0)(
1 1

 
 



n

i

n

j
jiji xxttr . 

     Для стационарного случайного процесса корреляционная функция )(r  

обычно убывает по модулю при увеличении  . В связи с этим вводится понятие 

времени корреляции. Временем корреляции k  стационарного случайного про-

цесса называется промежуток времени между двумя сечениями процесса, в те-

чение которого корреляционная функция по модулю затухает до величины  . 

Положительное число   выбирается из набора чисел 025,0;05,0;1,0 . Время 

корреляции отмечено на рис. 2.8 на примере корреляционной функции (2.9). 

 

Рис. 2.8. Корреляционная функция (2.9) 

и время корреляции случайного процесса 
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Исходя из этого определения время корреляции определяется как решение от-

носительно   уравнения 

 |)(| r . 

Иногда время корреляции определяется соотношением 








 
0

0

|)(||)(| drdrk . 

В этом случае время корреляции представляет собой длину основания прямо-

угольника единичной высоты, площадь которого равна площади под кривой 

корреляционной функции на действительной полуоси (рис. 2.8). Равные площа-

ди отмечены на рис. 2.8 символом s  и разнонаправленной штриховкой. 

 

 

 

Рис. 2.9. Оценки корреляционных функций температуры воздуха ( )(tr ), 

атмосферного давления ( )(pr ) и их взаимной корреляционной функции )(, ptr  

на метеостанции «Минск» в июне 
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Рис. 2.10. Оценки корреляционных функций температуры воздуха ( )(tr ), 

атмосферного давления ( )(pr ) и их взаимной корреляционной функции )(, ptr  

на метеостанции «Минск» в январе 

 

     На рис. 2.9 и 2.10 представлены графики оценок корреляционных и взаим-

ных корреляционных функций температуры воздуха и атмосферного давления 

на метеостанции Минск в июне и декабре, полученные по фактическим метео-

рологическим данным за последние 10 лет. Видно, что корреляционная функ-

ция температуры в июне имеет сильную периодическую составляющую, обу-

словленную суточными колебаниями температуры. В декабре периодическая 

составляющая отсутствует. Видно также, что атмосферное давление является 

более сильно коррелированным случайным процессом по сравнению с темпе-

ратурой. 

     Пример 2.1. Является ли стационарным случайный процесс )(t , заданный в 

параметрической форме: 

)cos()(  tat ,                                                  (2.14) 
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где a  и   – фиксированные числа; 

  – случайная величина с равномерным распределением на ],[  ? 

     Для ответа на этот вопрос найдем математическое ожидание и ковариацион-

ную функцию случайного процесса (2.14). Для математического ожидания по-

лучим 

0
2

1
)cos())cos(())(()( 


 



 dtataEtEta . 

Ковариационную функцию будем искать как коэффициент ковариации сечений 

)(t  и )(  t . Тогда ковариационная функция должна быть функцией аргумен-

тов t  и  . Получим 

 )))(cos()cos(())()((),( tataEttEtR  

)cos(
2

))cos(
2

1
)2)2cos((

2

1
(

2
2 

a
tEa , 

поскольку 

0
2

1
)2)2cos((

2

1
))2)2cos((

2

1
( 


 





dttE . 

Видим, что математическое ожидание постоянно (равно нулю), а ковариацион-

ная функция зависит лишь от длины промежутка времени   между сечениями. 

Следовательно, данный случайный процесс стационарен в широком смысле. 

     Для выяснения стационарности в узком смысле возьмем произвольный 

набор моментов времени nttt ,...,, 21 . Тогда )cos()(  ii tat , ni ,...,2,1 . 

Возьмем теперь новый набор моментов времени  nttt ,...,, 21 , сдвинутый 

относительно первого на величину  . В этом случае будем иметь сечения 

)cos()( 1 ii tat , ni ,...,2,1 , где 1 . Так как случайная величи-

на   распределена равномерно на ],[  , то случайная величина 1  

также распределена равномерно, но на другом интервале ],[  . 

Сравним распределения случайных величин )( it  и )(  it . Каждая из этих 
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функций отображает интервал длиной 2  (с равномерным распределением на 

нем) в интервал ]1,1[ . Следовательно, 

))cos(())cos(( 1 xtaPxtaP ii  , 

что означает равенство распределений случайных величин )( it  и )(  it . 

Очевидно, что и совместное распределение случайных величин 

)(),...,(),( 21 nttt   будет таким же, как и случайных величин 

)(),...,(),( 21  nttt . Следовательно, случайный процесс (2.14) стацио-

нарен и в узком смысле. 

 

2.7. Гауссовский (нормальный) случайный процесс 

 

     Случайный процесс )(t  называется гауссовским (нормальным), если все его 

конечномерные распределения гауссовские, т. е. если его n -мерная плотность 

вероятности определяется выражением 

))()(
2

1
exp(

||)2(

1
),...,,,...,( 1

11 AXRAX
R

ttxxf T

n
nn 


 

 , 

где ))(),...,(( 1 n
T tataA   – вектор математических ожиданий процесса в мо-

менты ntt ,...,1 ; ),...,( 1 n
T xxX   – вектор-строка аргументов плотности вероятно-

сти, )( , jiRR  , nji ,1,  , – ковариационная матрица процесса, R  – определи-

тель ковариационной матрицы, 1R  – матрица, обратная к матрице R .  
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3. СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ  

С ОРТОГОНАЛЬНЫМИ ПРИРАЩЕНИЯМИ 

 

3.1. Процессы с ортогональными приращениями 

 

     Будем рассматривать комплексный случайный процесс )(t  с нулевым ма-

тематическим ожиданием, 0))((  tE , и назовем случайную величину 

)()( st   для st   приращением процесса на отрезке ],[ ts . Будем считать, что 

для всех s  и t  выполняется условие 

 )|)()((| 2stE , 

т. е. дисперсия приращения конечна. 

     Определение 3.1. Случайный процесс )(t  с нулевым математическим ожи-

данием и конечной дисперсией приращения )()( st   для всех t , s  называется 

процессом с ортогональными приращениями, если для любых 4321 tttt   

0)))()())(()(( 1234  ttttE .                              (3.1) 

     Поскольку изучается процесс с нулевым математическим ожиданием, то ма-

тематическое ожидание приращения такого процесса также равно нулю. 

     Если случайный процесс )(t  вещественный, то условие (3.1) означает орто-

гональность приращений на непересекающихся промежутках времени. Поэтому 

вещественный случайный процесс, для которого выполняется условие (3.1), 

называется процессом с ортогональными приращениями. 

     Если   – произвольная случайная величина, то процессы  )(t  и )(t  

имеют одни и те же приращения. Это означает, что свойство ортогональности 

(3.1) сохраняется, если к исходному процессу с ортогональными приращениями 

добавить некоторую случайную величину. Мы можем, например, рассматри-

вать случайный процесс )()( 0tt  , принимающий значение 0  в любой фикси-

рованный момент времени 0t  и имеющий ортогональные приращения. 
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     При анализе случайных процессов с ортогональными приращениями боль-

шое значение имеет следующая функция: 










,),|)()((|

,),|)()((|
)(

0
2

0

0
2

0

ttttE

ttttE
tF                                   (3.2) 

где 0t  – заранее выбранное число.  

     В выражении (3.2) )|)()((| 2
0ttE   – дисперсия приращения случайного 

процесса на отрезке ],[ 0 tt . Функция )(tF  (3.2) имеет следующие свойства. 

     1. Для всех tu   

)()())()(()|)()((| 2 uFtFutDutE  .                          (3.3) 

Эта свойство показывает, как по известной функции )(tF  найти дисперсию 

приращения процесса на отрезке ],[ tu .  

     Для доказательства формулы (3.3) выберем 0t  из условия ttu  0 . Получим 

 )|))()(())()(((|)|)()((| 2
00

2 tuttEutE  

)|)()((|)))()())(()(((2)|)()((| 2
000

2
0 tuEtuttEttE  . 

Второе слагаемое в правой части этого равенства равно нулю в силу ортого-

нальности приращений процесса )(t , первое слагаемое есть )(tF , а третье сла-

гаемое равно ( )(tF ). Такой же вывод можно сделать при любом другом выбо-

ре момента времени 0t . 

     2. Функция )(tF  (3.2) – неубывающая по t , т. е. если ut  , то 

)()( uFtF  . 

     Это свойство следует из равенства (3.3) и того факта, что 

0)|)()((| 2  utE . 

     3. Функция )(tF  определяет ковариационную функцию ),( usR  процесса 

)()( 0tt  : 
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





















.,,0

,,,0

,,)),,(max(

,,)),,(min(

),(

00

00

00

00

tuts

tuts

tutsusF

tutsusF

usR                               (3.4) 

     Докажем равенство (3.4) только для случая 00, tuts  . Здесь возможны два 

варианта выбора 0t : ust 0  и sut 0 . Пусть ust 0 . Тогда 

 |))()(||)()((|),( 00 tutsEusR  

 |)))()(())()((||)()((| 00 tssutsE  

)()|)()((||))()(||)()((| 2
00 sFtsEsutsE  . 

Если же sut 0 , то 

 |))()(||)()((|),( 00 tutsEusR  

 |))()(||))()(())()(((| 00 tutuusE  

)()|)()((||))()(||)()((| 2
00 uFtuEtuusE  . 

Таким образом, мы получили первую строку равенства (3.4). Аналогично дока-

зываются остальные строки этого равенства. 

 

3.2. Процессы со стационарными ортогональными приращениями 

 

     Определение 3.2. Случайный процесс )(t  с нулевым математическим ожи-

данием и конечной дисперсией приращений на любых отрезках времени назы-

вается процессом со стационарными ортогональными приращениями, если он 

имеет ортогональные приращения и распределение приращения )()( ut   за-

висит не от каждого из аргументов ut, , а только от их разности ut  . 

     Стационарность приращений, в частности, означает, что дисперсия прира-

щения (3.3) зависит только от разности ut  : 

)()()( utGuFtF  , tu  , 
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где )( utG   – некоторая функция одной переменной utv  . Эта функция 

удовлетворяет следующему условию: для всех положительных v  и w  

)()()( wvGwGvG  .                                             (3.5) 

Действительно, выберем три момента времени так, что 321 ttt   и обозначим 

vtt  12 , wtt  23 . Тогда получим: 

)()()( 12 tFtFvG  , 

)()()( 23 tFtFwG  ,                                           (3.6) 

)()()( 13 tFtFwvG  . 

Сложив первые два из этих равенств, получим 

)()()()( 13 tFtFwGvG  . 

Сравнивая последнее равенство с третьим из равенств (3.6), получим выраже-

ние (3.5). 

     Функциональное уравнение (3.5) является определением линейного операто-

ра (линейной функции). Следовательно, единственным неотрицательным реше-

нием функционального уравнения (3.5) является линейная функция 

tctG 2)(  , 

где c  – константа.  

     Таким образом, в случае стационарности приращений случайного процесса 

)(t  дисперсия его приращения определяется формулой 

)()|)()((|))()(( 22 utcutEutD  , 

а для функции )(tF  (3.2) справедливо выражение 

)()( 0
2 ttctF  .                                                           (3.7) 

Если подставить функцию )(tF  (3.7) в формулу (3.4), то получим следующее 

выражение для ковариационной функции процесса )()( 0tt   с ортогональны-

ми стационарными приращениями: 
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





















.,,0

,,,0

,,),),(max(

,,),),(min(

),(

00

00

000
2

000
2

tuts

tuts

tutstusc

tutstusc

usR                          (3.8) 

Если же 0s , 0u  и 00 t , то ковариационная функция (3.8) преобразуется к 

виду 










.,

,,
),min(),(

2

2
2

usuc

ussc
uscusR  

 

3.3. Процессы Маркова с непрерывным множеством значений 

 

     Процессы Маркова с непрерывным множеством значений (состояний) име-

ют прямое отношение к процессам с некоррелированными приращениями. По-

этому рассмотрим сейчас этот класс процессов. 

     Определение 3.3. Случайный процесс )(t  с непрерывным множеством зна-

чений называется марковским, если для любых моментов времени 

nttt  ...21 , где n  – любое целое число, условная функция распределения 

 ),,...,,,,/,( 112211 txtxtxtxF nnnnnn  

))(,...,)(/)(( 1111 xtxtxtP nnnn    

для любых nxxx ,...,, 21  удовлетворяет равенству 

),/,(),,...,,/,( 111111   nnnnnnnn txtxFtxtxtxF .                            (3.9) 

     Свойство (3.9) называется свойством марковости. Оно означает, что услов-

ная функция распределения, описывающая состояние системы в момент време-

ни nt , зависит только от значения процесса 1nx  в предыдущий момент време-

ни 1nt  и не зависит от значений процесса в более ранние моменты времени. 

     В терминах условной плотности вероятности свойство марковости (3.9) за-

писывается следующим образом: 

),/,(),,...,,/,( 111111   nnnnnnnn txtxftxtxtxf .                (3.10) 
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     Функция ),/,( 11  nnnn txtxF  в (3.9) называется функцией распределения пе-

рехода из одного состояния в другое для промежутка времени ),( 1 nn tt  , а функ-

ция ),/,( 11  nnnn txtxf  в (3.10) – плотностью вероятности перехода. 

     Как мы знаем (подразд. 2.2), полное описание случайного процесса )(t  за-

дается n -мерной функцией распределения ),...,,,...,( 11 nn ttxxF  или n -мерной 

плотностью вероятности ),...,,,...,( 11 nn ttxxf . В связи с этим справедлива следу-

ющая теорема. 

     Теорема 3.1. Процесс Маркова с непрерывным множеством значений полно-

стью определяется функцией распределения перехода ),/,( 11  nnnn txtxF  и 

функцией распределения ),( 11 txF  в начальный момент времени 1t , причем 

),/,(),(),...,,,...,( 11
2

1111 


 iii

n

i
inn txtxFtxFttxxF . 

     В терминах плотностей вероятности эта теорема формулируется следующим 

образом. Процесс Маркова с непрерывным множеством значений полностью 

определяется плотностью вероятности перехода ),/,( 11  nnnn txtxf  и плотно-

стью вероятности ),( 11 txf  в начальный момент времени 1t , причем 

),/,(),(),...,,,...,( 11
2

1111 


 iii

n

i
inn txtxftxfttxxf .                          (3.11) 

     Поскольку описание процесса n -мерной плотностью вероятности более 

приемлемо для практики, то докажем только равенство (3.11). По теореме 

умножения для непрерывных случайных величин получим 

),...,,,...,/,(),...,,,...,(),...,,,...,( 1111111111 ttxxtxfttxxfttxxf nnnnnnnn  . 

Учитывая свойство марковости (3.10), будем иметь 

),/,(),...,,,...,(),...,,,...,( 11111111  nnnnnnnn txtxfttxxfttxxf .               (3.12) 

Снова раскрывая в последнем выражении плотность вероятности 

),...,,,...,( 1111  nn ttxxf  по теореме умножения, 

),...,,,...,/,(),...,,,...,(),...,,,...,( 12121121211111 ttxxtxfttxxfttxxf nnnnnnnn   , 

и учитывая свойство марковости, вместо (3.12) получим 
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),...,,,...,( 11 nn ttxxf  

),...,,,...,(),/,(),/,( 2121221111  nnnnnnnnnn ttxxftxtxftxtxf . 

Продолжая этот процесс, мы придем к выражению (3.11). 

     Приведем еще одно свойство процессов Маркова. Если 321 ttt  , то 

2112222331133 ),/,(),/,(),/,( dxtxtxftxtxftxtxf 




 . 

Это уравнение называется уравнением Чепмена – Колмогорова для непрерыв-

ных случайных величин и получается применением формулы полной вероятно-

сти для непрерывных случайных величин. Приведенная формула определяет 

плотность вероятности перехода для промежутка времени ),( 31 tt  по известным 

плотностям вероятности перехода для меньших промежутков времени ),( 21 tt  

и ),( 32 tt . 

 

3.4. Процессы с независимыми приращениями 

 

     Определение 3.4. Случайный процесс )(t , приращения которого 

)( 11 tz  , )()( 122 ttz  , ..., )()( 1 nnn ttz                           (3.13) 

для непересекающихся промежутков времени 1121 ,...,,  nn ttttt  взаимно неза-

висимы, называется процессом с независимыми приращениями. 

     Определение 3.5. Случайный процесс )(t  с независимыми приращениями в 

случае, когда распределение приращения )()( st   зависит только от разности 

st  , называется процессом с независимыми стационарными приращениями. 

     Из определения 3.4 ясно, что при 0))((  tE  и  )|)((| 2tE  приращения 

процесса будут некоррелированными. В этих условиях процессы с независи-

мыми приращениями образуют подкласс в классе процессов с некоррелирован-

ными приращениями, и для них справедливы результаты подразд. 3.1, 3.2. 
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     Обозначим плотности вероятности приращений nzzz ,...,, 21  (3.13) как 

)(),...,(),( 21 21 nzzz vfvfvf
n

 соответственно, а n -мерную плотность вероятности 

процесса )(t  как ),..,( 1 nxxf , не показывая явно зависимость от .,...,1 ntt  

     Теорема 3.2. Случайный процесс )(t  с независимыми приращениями пол-

ностью определяется распределениями приращений (3.13), причем 

)()(),...,( 1
2

11 1 


   ii

n

i
zzn xxfxfxxf

i
.                                 (3.14) 

     Для доказательства обозначим iit  )( , ni ,...,2,1 . Тогда вместо (3.13) 

можно записать 

11 z , 122 z , ..., 1 nnnz .                                   (3.15) 

Отсюда находим, что 

11 z , 122 zz  , ..., nnn zz  1 .                                      (3.16) 

Пусть ),...,( 1 nxxf  совместная плотность вероятности случайных величин 

n ,...,1 , а ),...,( 1 nz yyf  – совместная плотность вероятности приращений 

nzz ,...,1 . В силу независимости приращений 

)()...()(),...,( 211 21 nzzznz yfyfyfyyf
n

 .                                (3.17) 

Мы имеем задачу преобразования случайных величин: по известной плотности 

вероятности ),...,( 1 nz yyf  (3.17) и преобразованию (3.16) найти плотность веро-

ятности ),...,( 1 nxxf . При решении этой задачи используется якобиан обратно-

го преобразования (3.15), который равен 

1

1

0

1

1

0

0

0

0

0

0

00110

00011

00001




























j

iz
J . 

В соответствии с теорией функций случайных величин (см. например [15]) по-

лучаем 
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)()...()(),...,( 11211 21  nnzzznz xxfxxfxfxxf
n

. 

     Теорема 3.3. Случайный процесс )(t  c независимыми приращениями явля-

ется процессом Маркова, плотность вероятности перехода которого совпадает с 

плотностью вероятности соответствующего приращения: 

)()/( 11   nnznn xxfxxf
n

.                                            (3.18) 

     Докажем эту теорему. Поскольку для любой n -мерной плотности вероятно-

сти 

),...,(

),...,(
),...,/(

11

1
11




 

n

n
nn

xxf

xxf
xxxf , 

то, раскрывая числитель и знаменатель по формуле (3.14), получаем 

)(),...,/( 111   nnznn xxfxxxf
n

, 

где )( 1 nnz xxf
n

 – плотность вероятности приращения )()( 1 nnn ttz . Так 

как )( 1 nnz xxf
n

 зависит лишь от nx  и 1nx , то последнее равенство возможно 

только тогда, когда )/(),...,/( 111   nnnn xxfxxxf , т. е. когда выполняется ра-

венство (3.18). 

 

3.5. Винеровский процесс 

 

     Траекторию винеровского процесса или процесса броуновского движения 

можно представить себе как функцию времени, показывающую изменение од-

ной из координат маленькой частицы, погруженной в жидкость (броуновской 

частицы). Название винеровского процесс получил в силу того, что его строгий 

математический анализ был выполнен Н. Винером. 

     Броуновское движение можно описать следующим образом. Пусть )(tx   

одна из координат частицы с начальными условиями, выбранными так, что 

0)0( x . Движение частицы в жидкости есть результат многих столкновений с 

молекулами жидкости. Поэтому в соответствии с центральной предельной тео-
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ремой теории вероятностей разумно считать, что распределение этой координа-

ты нормальное. Естественно также считать, что свойства распределения в ин-

тервале ),( tt  такие же, как и в интервале ),( ss , и трение при движении 

отсутствует. В связи с этим винеровский процесс можно задать аксиоматически 

следующим образом. 

     Определение 3.6 Случайный процесс )(t  называется винеровским процес-

сом, если он удовлетворяет следующим условиям: 

1) 0)0(  ; 

2) )(t  – нормальный (гауссовский) случайный процесс; 

3) 0))((  tE  для всех 0t ; 

4) процесс )(t  имеет независимые стационарные приращения. 

     Выясним другие свойства винеровского процесса, вытекающие из данного 

определения. 

     Поскольку это нормальный процесс, то он полностью характеризуется мате-

матическим ожиданием и ковариационной функцией, причем, согласно опреде-

лению, математическое ожидание равно нулю, а ковариационная функция 

определяется так же, как для процесса с независимыми стационарными прира-

щениями, т. е. имеет вид 










.при

,при
),min(),(

2

2
2

usuc

ussc
uscusR                             (3.19) 

Отсюда получаем, что ковариационная матрица винеровского процесса имеет 

вид 

























ntttt

tttt

tttt

tttt

cR

...

......

...

...

...

321

.

3321

2221

1111

2
,                                    (3.20) 

а дисперсия определяется формулой 
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tcttD 22 )())((   . 

В силу нормальности винеровского процесса его n -мерная плотность вероят-

ности имеет вид (2.12). При 1n  из (2.12) получаем для момента времени kt  

одномерную плотность вероятности: 



















k

k

k

kk
tc

x

tc
txf

2

2

2 2
exp

2

1
),( . 

При 2n  и моментов времени kk tt ,1  ковариационная матрица (3.20) будет 

иметь вид 















kk

kk

tt

tt
cR

1

112
, 

ее определитель R  равен 

)( 11
4

  kkk tttcR , 

и двухмерную плотность вероятности можно привести к виду 

 ),,,( 11 kkkk ttxxf  




























)(2

2
exp

)()2(

1

11
2

2
111

2
1

11
42

kkk

kkkkkkk

kkk
tttc

xtxxtxt

tttc
.          (3.21) 

     Найдем также плотность вероятности )(yf
kz  приращения 

)()( 1 kkk ttz . По формуле плотности вероятности суммы двух случайных 

величин получим 





  1111 ),,,()( kkkkkz dxttxyxfyf

k
. 

Подставим сюда плотность вероятности (3.21) и выполним определенные пре-

образования. В результате будем иметь 






 )()2(

1
)(

11
42

kkk

z
tttc

yf
k
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







 

















 1

11
2

2
11111

2
1

)(2

)()(2
exp k

kkk

kkkkkkk dx
tttc

xytxyxtxt
 























)(2

exp
)(2

1

1
2

2

1
2

kkkk
ttc

y

ttc
 





























 1

1
2

2
1

1
2 2

exp
2

1
k

k

k

k

dx
tc

x

tc
. 

Поскольку в последнем выражении по свойству нормировки для гауссовской 

плотности вероятности имеем равенство 

1
2

exp
2

1
1

1
2

2
1

1
2






















 





 k

k

k

k

dx
tc

x

tc
, 

то плотность вероятности приращения определяется формулой 






















)tt(c

y
exp

)tt(c
)y(f

kkkk

zk

1
2

2

1
2 22

1
.                        (3.22) 

     Винеровский процесс как процесс с независимыми приращениями является 

марковским процессом с плотностью вероятности перехода 






























)(2

)(
exp

)(2

1
),/,(

1
2

2
1

1
2

11

kk

kk

kk

kkkk
ttc

xx

ttc
txtxf .          (3.23) 

Это следует из теоремы 3.3 и формулы (3.21). 

     Наконец, n -мерная плотность вероятности (2.12) согласно теореме 3.2 мо-

жет быть представлена в виде произведения (3.14) с использованием плотности 

вероятности приращения (3.22). 

     Винеровский процесс находит применение при построении математических 

моделей процессов, протекающих в системах управления при случайных воз-

действиях [18]. 
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4. СВОЙСТВА ВЫБОРОЧНЫХ ФУНКЦИЙ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 

 

     Факты непрерывности, дифференцируемости, интегрируемости реализации 

)(tx  случайного процесса )(t  чаще всего бывают неизвестными, так что воз-

никает необходимость их выяснения по вероятностным характеристикам про-

цесса. В данном разделе мы познакомимся с этими вопросами. 

 

4.1. Непрерывность случайного процесса 

 

     Определение 4.1. Случайный процесс )(t  называется непрерывным в сред-

нем квадратичном в точке t , если приращение процесса )()( tht   сходится 

к нулю в среднем квадратичном при 0h , т. е. если выполняется условие 

0)))()(((
0

2




h
thtE .                                          (4.1) 

     Если соотношение (4.1) выполняется для всех bta  , то случайный про-

цесс )(t  называется непрерывным в среднем квадратичном на ],[ ba . 

     Определение (4.1) можно записать в виде 

)()(l.i.m.
0

tht
h




. 

     О непрерывности случайного процесса в среднем квадратичном можно су-

дить по его вероятностным характеристикам.  

     Теорема 4.1. Случайный процесс )(t  с конечным моментом второго поряд-

ка (  ))(( 2 tE ) непрерывен в среднем квадратичном в точке bta   тогда и 

только тогда, когда его функция математического ожидания ))(()( tEta   не-

прерывна в точке bta   и ковариационная функция ),( 21 ttR  непрерывна в 

точке ],[],[),( babatt   (на диагонали области определения). 

     Докажем достаточность этих условий, т. е. докажем, что если )(ta  не-

прерывна в точке t  и ),( 21 ttR  непрерывна в точке ttt  21 , то выполняется 
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условие (4.1). Рассмотрим математическое ожидание квадрата приращения 

процесса: 

 ))()(())()(()))()((( 22 thtEthtDthtE  

 
2))()(())(),(cov(2))(())(( tahtathttDhtD  

2))()((),(2),(),( tahtathtRttRhthtR   ,          (4.2) 

где символом D  обозначена дисперсия.  

     Из последнего выражения видно, что при выполнении условий теоремы пра-

вая часть выражения (4.2) сходится к нулю при 0h , т. е. 

0)))()(((
0

2




h
thtE , что требовалось доказать. 

     Докажем теперь необходимость, т. е. если выполняется условие (4.1), то 

)(ta  непрерывна в точке t , а ),( 21 ttR  непрерывна в точке ttt  21 . Будем 

исходить из выражения (4.2). В этом выражении  

0),(),(2),(   ttRthtRhthtR . 

Это следует из свойства неотрицательной определенности ковариационной 

функции  

0),(
1 1

 
 



n

i

n

j
jiji zzttR  

при 2n , 11 z , 12 z , tt 1 , htt 2 . Таким образом, правая часть выраже-

ния (4.2) является суммой двух неотрицательных величин. Если левая часть ра-

венства сходится к нулю при 0h , то каждый член правой части также схо-

дится к нулю. В частности, 

0))()((
0

2


 

h
tahta , 

что означает непрерывность математического ожидания )(ta  в точке t . Для 

доказательства непрерывности ковариационной функции запишем следующее 

равенство: 

  )))()())(()(((),(),( tktthtEttRkthtR  
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))())()((())())()((( ttktEtthtE  , 

выполнимость которого можно проверить непосредственным расчетом правой 

части. Из него по неравенству Шварца получим 

  )))()((()))()(((),(),( 22 tktEthtEttRkthtR  

))(()))()((())(()))()((( 2222 tEtktEtEthtE  . 

Если имеет место сходимость (4.1) и  ))(( 2 tE , то каждое слагаемое правой 

части последнего неравенства сходится к нулю при 0, kh . Тогда 

0),(),(
0, 

 
kh

ttRkthtR , 

что означает непрерывность ковариационной функции ),( 21 ttR  в точке 

ttt  21 . Доказательство теоремы 4.1 окончено. 

     Итак, для непрерывности случайного процесса в среднем квадратичном его 

ковариационная функция ),( 21 ttR  должна быть непрерывной в каждой точке 

диагонали 21 tt  , ],[, 21 batt  . Справедливо следующее утверждение. Если ко-

вариационная функция ),( 21 ttR  непрерывна в каждой точке диагонали 21 tt  , 

то она непрерывна всюду. Чтобы доказать сказанное, предположим, что 

),( 21 ttR  непрерывна в точках ),( 11 tt  и ),( 22 tt . Тогда на основании теоремы 4.1 

)( 1 ht 


 и )( 2 kt 


 сходятся в среднем квадратичном к )( 1t

  и )( 2t


  соответ-

ственно, когда 0, kh . По свойству сходимости в среднем квадратичном (п. 

1.14) будем иметь 

))()(())()(( 21
0,

21 ttEkthtE
kh





, 

или 

),(),( 21
0,

21 ttRkthtR
kh




  . 

Последнее условие означает непрерывность ковариационной функции в любой 

точке ),( 21 tt . 
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     Теорема 4.2. Стационарный случайный процесс )(t  с конечным моментом 

второго порядка непрерывен в среднем квадратичном тогда и только тогда, ко-

гда его ковариационная функция )(R  непрерывна в точке 0 .  

     Действительно, для стационарного случайного процесса const)(  ta , т. е. 

математическое ожидание непрерывно в любой точке, а непрерывность ковари-

ационной функции ),( 21 ttR  при ttt  21  превращается в непрерывность 

функции )()( 12 ttRR    при 012  tt . 

     Как следствие из общего случая получаем также, что если ковариационная 

функция )(R  стационарного случайного процесса )(t  непрерывна при 0 , 

то она непрерывна и при любом  . 

     Определение 4.2. Случайный процесс )(t  называется непрерывным с веро-

ятностью единица в точке t , если )( ht   сходится к )(t  с вероятностью еди-

ница при 0h , т. е. если 

1))()((
0




thtP
h

. 

     Случайный процесс )(t , для которого 

1}всех  длянепрерывны),(:{  btatP , 

называется процессом, выборочные функции которого с вероятностью единица 

непрерывны на ],[ ba . Ясно, что этот процесс эквивалентен процессу, непре-

рывному с вероятностью единица при каждом фиксированном bta  , но не 

тождественен ему. 

     Отметим, что непрерывность случайного процесса в среднем квадратичном 

не означает его непрерывности с вероятностью единица, и наоборот. 

     Приведем два достаточных условия непрерывности стационарного случай-

ного процесса [8]. 

1. Если для стационарного случайного процесса )(t  выполняется условие 

rhkhRR 
  1||)()0( , 
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где 2r  и k  – некоторая положительная константа, то существует непрерыв-

ный с вероятностью единица случайный процесс )(t , эквивалентный случай-

ному процессу )(t . 

2. Если ковариационная функция )(R  стационарного случайного процесса 

)(t  имеет вторую производную )(R  в точке 0 , то существует эквива-

лентный )(t  случайный процесс )(t , выборочные функции которого с веро-

ятностью единица непрерывны на любом конечном промежутке. 

     Пример 4.1. Непрерывны ли выборочные функции винеровского процесса, 

определенного в подразд. 3.5? 

     Решение. Для винеровского процесса имеем 

0)))()(((
0

22




h
hcthtE , 

следовательно, он непрерывен в среднем квадратичном при любом 0t  непо-

средственно по определению (4.1). Кроме того, ковариационная функция вине-

ровского процесса (3.19) непрерывна на диагонали ),( ss , так что и по теореме 4.1 

получаем, что винеровский процесс непрерывен в среднем квадратичном. 

     Пример 4.2. Является ли непрерывным в среднем квадратичном случайный 

процесс с ковариационной функцией 


  eR 2)( ? 

     Решение. Поскольку ковариационная функция )(R  непрерывна в точке 

0 , то по теореме о непрерывности в среднем квадратичном стационарного 

случайного процесса делаем вывод, что случайный процесс с данной ковариа-

ционной функцией непрерывен в среднем квадратичном. 

 

4.2. Дифференцируемость случайного процесса 

 

     Определение 4.3. Случайный процесс )(t  с конечным моментом второго по-

рядка называется дифференцируемым в среднем квадратичном в точке t , если 
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величина 
h

tht )()( 
 сходится к некоторому пределу )(t  в среднем квадра-

тичном, т. е. 

0)(
)()(

0

2





























h
t

h

tht
E .                                 (4.3) 

     Предел )(t  называется производной в среднем квадратичном случайного 

процесса )(t  в точке t . 

     Случайный процесс, дифференцируемый в среднем квадратичном в каждой 

точке t  некоторого отрезка ],[ ba , называется дифференцируемым в среднем 

квадратичном на ],[ ba . 

     О дифференцируемости случайного процесса в среднем квадратичном мож-

но судить по его математическому ожиданию и ковариационной функции. 

     Теорема 4.3. Случайный процесс )(t  с конечным моментом второго поряд-

ка дифференцируем в среднем квадратичном в точке t  тогда и только когда, ко-

гда его функция математического ожидания )(ta  дифференцируема в точке t  

и в точке )( 21 ttt   существует смешанная производная второго порядка 

21

21
2 ),(

tt

ttR



 
 ковариационной функции ),( 21 ttR . 

     Докажем достаточность: если существуют 

21

21
2 ),(

tt

ttR



 
 при ttt  21  и )(ta  в точке t ,                             (4.4) 

то выполняется условие (4.3). Имеем 






















 



2

)()()()(

k

tkt

h

tht
E  








 











 





k

tkt

h

tht
E

h

tht

h

tht
E

)()()()(
2

)()()()(
 








 





k

tkt

k

tkt
E

)()()()(
.                               (4.5) 
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Рассмотрим каждое слагаемое в правой части этого выражения, например, вто-

рое. Получим 








 








 




k

tkt

h

tht

k

tkt

h

tht
E

)()(
,

)()(
cov

)()()()(
 








 







 


k

tkt
E

h

tht
E

)()()()(
 







hk

ttRkttRthtRhthtR ),(),(),(),(
 

k

takta

h

tahta )()()()(  



 . 

Взяв здесь предел от обеих частей при 0, kh  и учитывая существование про-

изводных (4.4), найдем 

2

21

21
2

0,

)(),()()()()(
lim

21






















 


 





 dt

tda

tt

ttR

k

tkt

h

tht
E

ttt
kh

.   (4.6) 

Выполнив аналогичные преобразования с первым и третьим слагаемыми в пра-

вой части равенства (4.5), убеждаемся, что в пределе при 0, kh  они также 

будут равны правой части равенства (4.6), и все три слагаемых в сумме составят 

нуль. Таким образом, 

0
)()()()(

0,

2
























 




khk

tkt

h

tht
E , 

т. е. выполняется критерий Коши сходимости в среднем квадратичном (4.3). 

     Докажем необходимость (из (4.3) следует (4.4)). Если выполняется условие 

(4.3), то по критерию Лоэва (подразд. 1.14) предел левой части равенства (4.6) 

конечен. В силу этого конечен предел и правой части этого равенства, т. е. про-

изводные (4.4) существуют. Теорема 4.3 доказана. 

     Определение 4.4. Случайный процесс )(t  называется дифференцируемым с 

вероятностью единица в точке t , если случайная величина 
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h

tht )()( 
 

сходится с вероятностью единица при 0h  к некоторому пределу )(t . Этот 

предел называется производной с вероятностью единица случайного процесса 

)(t  в точке t . 

     Если случайный процесс )(t  дифференцируем с вероятностью единица в 

каждой точке ],[ bat , то такой процесс называется дифференцируемым с ве-

роятностью единица на ],[ ba . 

     Определение 4.2 задает дифференцируемый с вероятностью единица на 

],[ ba  случайный процесс с точностью до эквивалентного случайного процесса. 

     Некоторые критерии дифференцируемости с вероятностью единица случай-

ного процесса можно найти в [8]. 

     Пример 4.3. Дифференцируем ли в среднем квадратичном винеровский слу-

чайный процесс, определенный в подразд. 3.5? 

     Решение. Для ответа воспользуемся теоремой 4.3. Так как винеровский про-

цесс имеет ковариационную функцию вида (3.19), то ее частная производная по 

первому аргументу 1t  будет равна 












 

.если,0

,если,),(

21

21
2

1

21

tt

ttc

t

ttR
 

Мы видим, что эта производная имеет скачок при 21 tt  , следовательно, сме-

шанная производная второго порядка не существует при 21 tt  . Итак, винеров-

ский случайный процесс не дифференцируем в среднем квадратичном. 

 

4.3. Дифференцируемость стационарного случайного процесса 

 

     Теорема 4.4. Стационарный случайный процесс )(t  с конечным моментом 

второго порядка дифференцируем в среднем квадратичном тогда и только то-
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гда, когда существует вторая производная его ковариационной функции в нуле, 

т. е. существует  

02

2

)(  


R
d

d
. 

     Действительно, так как процесс стационарный, то constcta  )( , т. е. ма-

тематическое ожидание дифференцируемо в любой точке t . Ковариационная 

функция стационарного случайного процесса обладает свойством 

)()(),( 1221   RttRttR , 12 tt  . В таком случае 




























 )()(),(

21
12

21

2

21
21

2

R
tt

ttR
tt

ttR
tt

 

)(
)()(

2

2

121











































 


R

R

tt

R

t
, 

и условие существования смешанной производной второго порядка на диагона-

ли для нестационарного случайного процесса сводится к условию существова-

ния производной второго порядка в нуле для стационарного случайного про-

цесса. 

     Пример 4.4. Дифференцируем ли в среднем квадратичном случайный про-

цесс с ковариационной функцией вида 


  eR 2)( ? 

     Решение. Для ответа воспользуемся теоремой 4.4. Перепишем ковариацион-

ную функцию в виде 




















.0,

,0,
)(

2

2

2

e

e
eR  

Дифференцирование дает 




















.0,

,0,
)(

2

2

e

e
R  

Ковариационная функция и ее производная представлены на рис. 4.1. Мы ви-

дим, что производная )(R  в точке 0  имеем разрыв первого рода, следова-
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тельно, вторая производная 
0

)(


R  в этой точке не существует, и такой про-

цесс не дифференцируем в среднем квадратичном. 

 

 

Рис. 4.1. Ковариационная функция (2.9) и ее производная 

 

     Пример 4.5. Дифференцируем ли в среднем квадратичном стационарный 

случайный процесс с ковариационной функцией вида 

||2 |)|1()( 
  eR ?                                      (4.7) 

     Решение. Для решения воспользуемся теоремой 4.4. Перепишем ковариаци-

онную функцию в виде 




















.0,)1(

,0,)1(
|)|1()(

2

2

||2

e

e
eR  

Дифференцируя дважды эту функцию, получим 
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


















.0,

,0,
)(

22

22

e

e
R  

||22

22

22

|)|1(
,0,)1(

,0,)1(
)( 







 










 e

e

e
R . 

Мы видим, что вторая производная )(R  в точке 0  существует и равна 

22
 . Следовательно, случайный процесс с такой ковариационной функцией 

дифференцируем в среднем квадратичном. Ковариационная функция (4.7) 

изображена на рис. 4.2, а ее производные – на рис. 4.3. 

 

Рис. 4.2. Ковариационная функция (4.7) Би
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Рис. 4.3. Первая и вторая производные ковариационной функции (4.7) 

 

4.4. Производная в среднем квадратичном случайного процесса 

 

     Пусть )(t  – производная в среднем квадратичном случайного процесса )(t  

и )(ta , ),( 21 ttR  – его математическое ожидание и ковариационная функция 

соответственно. 

     Теорема 4.5. Математическое ожидание ))(()( tEta   и ковариационная 

функция ),( 21 ttR  производной в среднем квадратичном )(t  случайного про-

цесса )(t  определяются выражениями 

)()()( ta
dt

d
tata   , 

),(),( 21
21

2

21 ttR
tt

ttR 



 , 

а взаимные ковариационные функции случайного процесса )(t  и его произ-

водной в среднем квадратичном )(t  – выражениями 
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),(),( 21
2

21 ttR
t

ttR 



 , 

),(),( 21
1

21 ttR
t

ttR 



 . 

     Действительно, для математического ожидания производной получим 

)
)()(

.l.i.m())(()(
0 h

tht
EtEta

h





 . 

Поскольку сходимость в среднем квадратичном обладает тем свойством, что 

символы E  и l.i.m.  перестановочны (подразд. 1.14), то 

)(
)()(

lim
)()(

lim)(
00

ta
dt

d

h

tht

h

tht
Eta

hh





 







 








 
 . 

Итак, мы доказали, что 

))(()( tE
dt

d
t

dt

d
E 








 . 

Мы видим, что операции E  и dtd /  в среднем квадратичном также перестано-

вочны. Воспользуемся этим свойством для доказательства утверждения теоре-

мы относительно ковариационной функции производной: 



























 )()()()(),( 21

21
2

2
1

1
21 tt

tt
Et

dt

d
t

dt

d
EttR


 

),()()( 21
21

2

21
21

ttR
tt

ttE
tt


























. 

Аналогичным образом получаем выражения для взаимных ковариационных 

функций: 

),()()()()(),( 21
2

21
2

2
2

121 ttR
t

ttE
t

t
dt

d
tEttR 






























, 

),()()()()(),( 21
1

21
1

21
1

21 ttR
t

ttE
t

tt
dt

d
EttR 






























. 

Теорема доказана. 
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     Теорема 4.6. Математическое ожидание ))(()( tEta   и ковариационная 

функция )(R  производной в среднем квадратичном )(t  стационарного слу-

чайного процесса )(t  определяются выражениями 

0)(  ta , 

)()(
2

2




  R
d

d
R , 

а взаимные ковариационные функции случайного процесса )(t  и его произ-

водной в среднем квадратичном )(t  – выражениями 

)()( 



  RR , 

)()( 



  RR . 

     Утверждение этой теоремы вытекает из предыдущей теоремы 4.5. Действи-

тельно, для стационарного случайного процесса const)(  ta , поэтому всегда 

0)(  ta
dt

d
. Кроме того, пользуясь утверждениями теоремы 4.5, получим 




























  )()(),(),(

21
12

21

2

21
21

2

21 R
tt

ttR
tt

ttR
tt

ttR  

)()(
)()(

2

2

121











































 


RR

R

tt

R

t
, 

)()()(),(),( 12
2

21
2

21 











  RR

d

d
ttR

t
ttR

t
ttR , 

)()()(),(),( 12
1

21
1

21 













  RRttR

t
ttR

t
ttR . 

Теорема доказана.  

     Из теоремы 4.6 следует, что производная в среднем квадратичном стацио-

нарного случайного процесса также является стационарным случайным про-
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цессом, а стационарный случайный процесс и его производная в среднем квад-

ратичном стационарно связаны. 

 

4.5. Интегрируемость случайного процесса 

 

     Будем рассматривать интегралы двух типов от случайного процесса  )(t ,  а 

именно, интегралы Римана 

 
b

a

dtttgJ )()(1                                                  (4.8) 

и интегралы Римана – Стилтьеса 

 
b

a

dttdtgJ )()(2 ,                                              (4.9) 

где ],[ ba  – конечный или бесконечный интервал; )(tg  – неслучайная функция, 

)(t  –  случайный процесс с нулевым математическим ожиданием, конечным 

моментом второго порядка и ковариационной функцией ),( 21 ttR .  В частном 

случае функция )(tg  может быть равна единице. Интегралы (4.8), (4.9) будем 

понимать как интегралы в среднем квадратичном. Дадим их определение. 

     Предположим сначала, что ],[ ba  –  конечный интервал, и пусть точки 

121 ,...,, mttt  определяют его разбиение, так что 

bttta m  121 ... .                                                 (4.10) 

Составим для этого разбиения следующие интегральные суммы: 

)()()( 1
1

1 jj

m

j
jj ttttgs  



 ,                                          (4.11) 




 
m

j
jjj tttgs

1
12 ))()()(( .                                        (4.12)  

Сумма 1s , называется интегральной суммой Римана, а сумма 2s  – интегральной 

суммой Римана – Стилтьеса (подразд. 1.9). Рассмотрим такую последователь-

ность разбиений (4.10), что m , 0)max( 1  jj tt . Если при этом для инте-
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гральных сумм 1s  и 2s  существуют пределы в среднем квадратичном, то эти 

пределы называются интегралами Римана и Римана – Стилтьеса соответственно 

и обозначаются как выражения (4.8), (4.9). Таким образом, 

11 l.i.m.sJ
m 

 , 

22 .l.i.m sJ
m 

 , 

или 

0))(( 2
11




m
JsE ,                                                 (4.13) 

0))(( 2
22




m
JsE .                                                 (4.14) 

     Если интегральные суммы (4.11), (4.12) сходятся в среднем квадратичном 

при a ,  b ,  то соответствующие пределы называются интегралами в 

среднем квадратичном по бесконечному интервалу. 

     Докажем следующие теоремы о интегрируемости случайного процесса в 

среднем квадратичном. 

     Теорема 4.7. Если ковариационная функция ),( 21 ttR  случайного процесса 

)(t  непрерывна на ],[ ba  и функция )(tg  такова, что существует интеграл Ри-

мана 

  
b

a

b

a

dsduusRugsgQ ),()()(1 ,                                           (4.15) 

то существует интеграл в среднем квадратичном 1J  (4.8) и 

0)( 1 JE ,  1
2
1 )( QJE  .                                               (4.16) 

     Теорема 4.8. Если ковариационная функция ),( 21 ttR  случайного процесса 

)(t  – функция с ограниченной вариацией на ],[],[ baba   и функция )(tg  тако-

ва, что существует интеграл Римана – Стилтьеса 

  
b

a

b

a
us usRdugsgQ ),()()( ,2 ,                                        (4.17) 

то существует интеграл в среднем квадратичном 2J  (4.9) и 
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0)( 2 JE ,  2
2
2 )( QJE  .                                               (4.18) 

     Заметим, что в теореме 4.8 интеграл (4 .17)  –  двухмерный интеграл Рима-

на – Стилтьеса. Напомним также определение функции с ограниченной вариа-

цией. Так называется функция )(tF  на ],[ ba , для которой при любом разбиении 

(4.10) интервала ],[ ba  выполняется неравенство 

ktFtF
m

j
jj 




1
1 |)()(| ,  

где k  – некоторое число. Аналогичным будет определение функции двух пере-

менных с ограниченной вариацией. 

     Для доказательства этих теорем рассмотрим два разбиения интервала ],[ ba , 

определяемых соответственно точками 121 ,...,, mttt  и  121 ,...,, nvvv . Пусть 1s  и 

1s  – соответствующие этим разбиениям суммы Римана, a 2s  и 2s  –  суммы Ри-

мана – Стилтьеса. Тогда 

 
 

 
m

j

n

k
jkjjkjkj vvttvtRvgtgssE

1 1
1111 ))()(,()()()( ,  

)),(),(),(),()(()()( 11
1 1

1122 kjkjkj

m

j

n

k
kjkj vtRvtRvtRvtRvgtgssE 

 
    .  

Так как интегралы (4.15), (4.17) по предположению теорем существуют, то двой-

ные суммы в правых частях последних равенств сходятся к этим интегралам: 

1
,

11 )( QssE
nm 
 ,                                                       (4.19) 

2
,

22 )( QssE
nm 
 .                                                      (4.20) 

Отсюда по критерию Лоэва (1.26) заключаем, что интегралы в среднем квадра-

тичном (4.8), (4.9) существуют. Из условий (4.19), (4.20) следуют также соот-

ношения для дисперсий 1
2
1 )( QJE  ,  2

2
2 )( QJE  ,  а из условий 

0)( 1



m

sE , 0)( 2



m

sE  –  

соотношения для математических ожиданий 0)( 1 JE ,  0)( 2 JE .  
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     Если математическое ожидание )(ta  случайного процесса )(t  не равно 

нулю, то очевидно, что теорему 4.7 необходимо дополнить условием существо-

вания интеграла 

 
b

a

dttatgP )()(1 ,  

а теорему 4.8 – интеграла 

 
b

a

tdatgP )()(2 .  

При этом следствиями теоремы будут равенства 

11)( PJE  ,  22)( PJE  .                                                (4.21) 

     Интерес представляет также интеграл в среднем квадратичном с перемен-

ным верхним пределом 

 
t

a

dtttgt )()()( ,                                                (4.22) 

который является, очевидно, случайным процессом. В приложениях часто нуж-

но получать вероятностные характеристики случайного процесса )(t  (4.22) по 

вероятностным характеристикам случайного процесса )(t . Рассматривая инте-

грал (4.22) как предел в среднем квадратичном интегральной суммы 1s  (4.11), 

для математического ожидания )(ta  случайного процесса )(t  получим 

 








 )))(()((lim)))(()(l.i.m.())(()(
1

1
1

1

m

j
jjjj

m

m

j
jjjj

m
ttttgEttttgEtEta  

 






t

a

m

j
jjjj

m
dttatgtttatg )()())(()(lim

1
1 .                           (4.23) 

     Из выполненных преобразований видно, что операции E  и  (в среднем 

квадратичном) перестановочны. Воспользовавшись этим свойством, получим 

ковариационную функцию ),( 21 ttR  случайного процесса )(t : 
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













 

21

)()()()(),( 21

t

a

t

a

dvvvgdsssgEttR


 

   









1 21 2

),()()()()()()(
t

a

t

a

t

a

t

a

dsdvvsRvgsgdsdvvsEvgsg


.                (4.24) 

     Если процесс )(t  стационарен в широком смысле, то cta  )( , и формулы 

(4.23), (4.24) можно переписать следующим образом: 



t

a

dttgcta )()( ,                                             (4.25) 

   

1 2

)()()(),( 21

t

a

t

a

dsdvvsRvgsgttR .                                 (4.26) 

Из последних выражений видно, что интеграл в среднем квадратичном (4.22) от 

стационарного случайного процесса стационарным не является. 

     Пусть теперь функция )(tg  и случайный процесс )(t  таковы, что существу-

ет интеграл в среднем квадратичном 1J  (4.8). Пусть, кроме того, выборочные 

функции процесса )(t  с вероятностью единица непрерывны на ],[ ba . Тогда 

интеграл 1J  (4.8) существует и как интеграл от выборочных функций, который 

определяется для почти всех выборочных функций как обычный интеграл Ри-

мана. Можно показать, что оба эти интеграла равны с вероятностью единица 

[8]. Аналогичное утверждение справедливо и для интеграла Римана – Стилтьеса 

2J  (4.9). Если этот интеграл существует в смысле сходимости в среднем квад-

ратичном, и почти все выборочные функции случайного процесса )(t  имеют 

ограниченную вариацию, то интеграл 2J  (4.9) будет существовать и как обыч-

ный интеграл Римана – Стилтьеса для почти всех выборочных функций, при-

чем оба интеграла окажутся равными с вероятностью единица. 

     В связи с последними замечаниями можно также утверждать, что если инте-

гралы (4.8), (4.9) существуют как обычные интегралы от выборочных функций, 

то формулы (4.23) – (4.26) справедливы и для этого случая. 
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5. СПЕКТРАЛЬНАЯ ТЕОРИЯ СТАЦИОНАРНЫХ 

СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 

 

     Спектральная теория стационарных случайных процессов базируется на ма-

тематической теории рядов и интегралов Фурье. Поэтому предварительно при-

ведем необходимые математические сведения из этой области. 

 

5.1. Ряды Фурье для периодических функций 

 

Периодическую функцию )(xf  периода l2  можно представить в виде ряда 

Фурье [23]: 












1

0 )sincos(
2

)(
n

nn x
l

nbx
l

na
a

xf ,                               (5.1) 

где 

udu
l

nuf
l

a
l

l
n


 



cos)(
1

, ,...2,1,0n  ,                                        (5.2) 

udu
l

nuf
l

b
l

l
n


 



sin)(
1

, ,...2,1n  .                                      (5.3) 

     Ряд Фурье (5.1) может быть записан в комплексной форме 










n

x
l

in

necxf )( ,                                                    (5.4) 

где 







l

l

x
l

in

n dxexf
l

c )(
2

1
, ,...2,1,0 n  .                                    (5.5) 

При этом соблюдаются следующие соотношения между коэффициентами nc  

(5.5) и na , nb  (5.2), (5.3): 

2

0
0

a
c  , 

2

nn
n

iba
c


 , 

2

nn
n

iba
c


 , ,...2,1n .                         (5.6) 

Возможна также запись комплексного ряда Фурье в виде 
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







n

x
l

in

necxf )( ,                                                   (5.7) 

но в этом случае вместо формул (5.5), (5.6) имеем формулы 








l

l

x
l

in

n dxexf
l

c )(
2

1
, ,...2,1,0 n  .                                    (5.8) 

2

0
0

a
c  , 

2

nn
n

iba
c


 , 

2

nn
n

iba
c


 , ,...2,1n .                         (5.9) 

Условия сходимости ряда Фурье определяются следующими теоремами [23]. 

     Теорема 5.1. Если )(xf  – абсолютно интегрируемая кусочно-гладкая функ-

ция периода l2  , то ряд Фурье сходится всюду, а его сумма равна )(xf  в точках 

непрерывности и равна значению 2/))0()0((  xfxf  в точках разрыва. 

     Теорема 5.2. Ряд Фурье непрерывной кусочно-гладкой функции )(xf  перио-

да l2  сходится к ней абсолютно и равномерно. 

     Напомним, что функция )(xf  называется гладкой на отрезке ],[ ba , если она 

на этом отрезке обладает непрерывной производной. Функцию )(xf  называют 

кусочно-гладкой на отрезке ],[ ba , если она сама и ее производная либо непре-

рывны на этом отрезке, либо допускают на нем лишь разрывы первого рода, и 

притом в конечном числе. 

      Отметим, что множитель l2/1  в формуле (5.5) можно относить к ряду (5.4), 

т. е. рассматривать разложение функции )(xf  периода l2  в ряд вида 










n

x
l

in

nec
l

xf
2

1
)( ,                                                    (5.10) 







l

l

x
l

in

n dxexfc )( , ,...2,1,0 n  .                                    (5.11) 

     Физически разложение функции )(xf  периода l2  в ряд Фурье (5.4) означает, 

что колебательный процесс )(xf  периода l2  разлагается на гармонические ко-

лебания периодов l2 , 2/2l , 3/2l , 4/2l ,… (круговых частот l/ , l/2 , l/3 , 
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l/4 ,…). Комплексные амплитуды этих колебаний соответственно равны 1c , 

2c , 3c , 4c ,… . Совокупность коэффициентов nc  называется спектром функции 

)(xf . Таким образом, периодическая функция имеет дискретный спектр, так 

как гармонические составляющие функции )(xf  сосредоточены в дискретном 

ряде точек 0 , l/ , l/2 , l/3 , … . 

 

5.2. Интеграл Фурье. Преобразование Фурье 

 

     В разд. 5.1 было установлено, что при некоторых условиях периодическая 

функция может быть разложена в сходящийся ряд Фурье. Этот результат мож-

но перенести на непериодические функции, но при этом функция представляет-

ся уже не с помощью ряда, а интеграла Фурье. Формально интеграл Фурье мо-

жет быть получен как предельный случай ряда Фурье. 

     Пусть )(xf  – функция, заданная для всех действительных x  и кусочно-

гладкая на каждом конечном отрезке ],[ ll . Тогда на каждом таком отрезке 

)(xf  может быть разложена в ряд Фурье (5.1) – (5.3). Если в (5.1) подставить 

выражения (5.2), (5.3) для na  и nb , то получим 

 


 





1

))(cos()(
1

)(
2

1
)(

n

l

l

l

l

duxu
l

nuf
l

duuf
l

xf .                      (5.12) 

Дополним предположения о функции еще одним: пусть )(xf  абсолютно инте-

грируема на всей оси, т. е. 






dxxf |)(| .                                             (5.13) 

Тогда при l  в силу (5.13) первое слагаемое в правой части равенства (5.12) 

стремится к нулю, и мы получим 

 


 





1

))(cos()(
1

lim)(
n

l

ll
duxu

l
nuf

l
xf .                            (5.14) 

Если положить 
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l


1 , 

l




2
2 , …, 

l

n
n


 , … , 

l
nnn


 1 , 

то вместо (5.14) получим 

 


 





1

))(cos()(
1

lim)(
n

n

l

l
n

l
duxuufxf .                                (5.15) 

Сумма в последнем выражении напоминает интегральную сумму для функции 

duxuufF
l

l

))(cos()()(  


, 

поэтому формально вместо (5.15) можно записать 

duxuufdxf ))(cos()(
1

)(
0




 






.                                 (5.16) 

Интеграл справа в (5.16) называется интегралом Фурье, а формула в целом – 

интегральной формулой Фурье. Если воспользоваться формулой для косинуса 

разности, то вместо (5.16) можно записать 





0

)sin)(cos)(()( dxbxaxf ,                                 (5.17) 

где 









 duuufa cos)(
1

)( ,                                               (5.18) 









 duuufb sin)(
1

)( .                                               (5.19) 

Легко увидеть сходство выражений (5.17) – (5.19) с выражениями ряда Фурье 

(5.1) – (5.3). 

     Можно доказать следующую теорему [23]. 

     Теорема 5.3. Если кусочно-гладкая на каждом конечном отрезке функция 

)(xf  абсолютно интегрируема на всей прямой, то интегральная формула Фурье 

(5.16) имеет место для всех x . 

     Интеграл Фурье можно записать в комплексной форме. Для этого отметим, 

что внутренний интеграл в интегральной формуле Фурье (5.16) представляет 
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собой четную функции аргумента  , что позволяет переписать эту формулу в 

виде 

duxuufdxf ))(cos()(
2

1
)( 


 









.                                 (5.20) 

Далее, интеграл 

duxuuf ))(sin()( 




 

существует вследствие абсолютной интегрируемости функции f  и представля-

ет собой нечетную функцию от  . Поэтому 

0))(sin()(
2

1












duxuufd .                                 (5.21) 

Прибавив к (5.20) равенство (5.21), умноженное на i , получим 

dueufdxf xui )()(
2

1
)( 









 


 .                                      (5.22) 

Это равенство называется комплексной формулой Фурье. Ее можно расчленить 

на два равенства: 






 


 degxf xi)(
2

1
)( ,                                             (5.23) 

где 

dueufg ui




 )()( .                                                (5.24) 

Формулы (5.23), (5.24) полезно сравнить с формулами (5.4), (5.5) для ряда 

Фурье в комплексной форме. Функция )(g  (5.24) называется преобразованием 

Фурье исходной функции )(xf . Формула (5.23), выражающая )(xf  через ее 

преобразование Фурье, называется формулой обращения для преобразования 

Фурье. 

     Представление функции )(xf  интегралом Фурье описывает эту функцию 

как сумму бесконечно малых синусоидальных компонент с круговой частотой 
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 ; функции |)(|2 g  и )(arg g  соответственно определяют амплитуду и фазу 

этих синусоидальных компонент. 

     Отметим еще раз, что интегралом Фурье может быть представлена неперио-

дическая функция, в частности, функция, описывающая любые затухающие ко-

лебания. 

     Таким образом, непериодические функции имеют непрерывный спектр. 

     Пример 5.1. Найти преобразование Фурье для функции 










ax

ax
xf

||при0

,||при1
)(                                              (5.25) 

(см. рис. 5.1). 

 

 

Рис. 5.1. График функции (5.25) 

 

     Решение. Формула (5.24) дает 

























a

i

ee

i

e
dueg

aiai
a

a

uia

a

ui sin2
)( . 

 

Как видим, )(g  оказалась здесь действительной функцией. Ее график изобра-

жен на рис. 5.2. 
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Рис. 5.2. График преобразования Фурье функции (5.25) 

 

5.3. Преобразование Фурье – Стилтьеса 

 

     Рассмотрение рядов Фурье и интегралов Фурье может быть объединено с 

помощью преобразования Фурье – Стилтьеса. Для этого обратимся к преобра-

зованию Фурье (5.24). Эту формулу можно переписать в виде интеграла Рима-

на – Стилтьеса: 






 )()( udFeg ui
,                                                (5.26) 

где 





u

duufuF )()(                                                 (5.27) 

– абсолютно непрерывная функция с ограниченной вариацией на всей оси. Од-

нако равенство (5.26) имеет смысл не только для функций вида (5.27), но и для 

любых функций с ограниченной вариацией на всей прямой. 

     Определение 5.1. Интеграл вида 






 )()( xdFeg xi
,                                             (5.28) 

где )(xF  – произвольная функция с ограниченной вариацией на действитель-

ной прямой, называется преобразованием Фурье – Стилтьеса функции )(xF . 
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     Формула обращения для преобразования Фурье – Стилтьеса (5.28) имеет 

следующий вид [2, 4]: 
















c

c

xixi

c
dg

i

ee
xFxF )(lim

2

1
)()(

21

12 .                     (5.29) 

Она справедлива для любых точек непрерывности 1x , 2x  функции )(xF . 

     Если )(xF  – функция скачков, для которой точки nTx  , ,...2,1,0 n , 

служат точками разрыва, а числа  ),(),0(),( TffTf   – величинами скачков в 

этих точках, то функция (5.28) представляет собой ряд Фурье (5.7), 











 
n

nTixi enTfxdFeg )()()( , 

и поэтому является периодической с периодом T/2 . 

 

5.4. Спектральное представление ковариационной функции 

стационарного случайного процесса с непрерывным временем 

 

     Будем рассматривать комплексный непрерывный в среднем квадратичном 

стационарный случайный процесс )(t . Характеристическое свойство ковариа-

ционной функции )(R  – неотрицательная определенность – в случае стацио-

нарного случайного процесса )(t  сводится к соотношению 

0|)(|)(
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2

1 1









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


 
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

n

j
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k

n

j
jkjk ztEzzttR


                         (5.30) 

для любого конечного множества точек jt  и комплексных чисел jz . Так как 

случайный процесс )(t  предполагается непрерывным в среднем квадратичном, 

то его ковариационная функция )(R  непрерывна для всех  . Известно [8], что 

любая функция )(R , обладающая свойством неотрицательной определенности, 

является ковариационной функцией некоторого непрерывного в среднем квад-
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ратичном стационарного случайного процесса, в качестве которого всегда 

можно взять гауссовский случайный процесс. 

     Относительно неотрицательно определенной функции )(R  справедлива 

следующая теорема [8]. 

     Теорема 5.4 (Бохнера). Функция )(R  неотрицательно определена тогда и 

только тогда, когда она может быть представлена в виде интеграла Фурье –

 Стилтьеса по некоторой вещественной неубывающей и ограниченной функции 

)(F : 

)()(  




dFeR i
.                                           (5.31) 

     Достаточность (из (5.31) следует (5.30)) доказывается просто. Подставим 

(5.31) в (5.30). Получим 
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ti k . 

     Докажем необходимость. Для произвольных вещественных a , b  и для лю-

бой непрерывной в ),( ba  комплексной функции )(tz  имеем 











  dtduuztzutEdtduuztzutR

b
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
.                                        (5.32) 

Положив в (5.32) )exp()( titz  , для любого 0A  и любого вещественного   

будем иметь 
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0)(
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


 
 dtdueutR

A
Ag

A
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. 

Выполним здесь замену переменных tt  , ut  . Тогда прямоугольная об-

ласть интегрирования At 0 , Au 0  примет вид трапеции (рис. 5.3). По-

лучим 
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где 








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.1||если,0

,1||если|,|1
)(

t

tt
t  

 

 

Рис. 5.3. Область интегрирования в (5.33) 

после замены переменных tt  , ut   

 

Можно показать, что функция ),( Ag   интегрируема на всей действительной 

оси [8]. Таким образом, для любого фиксированного 0A  непрерывные функ-

ции ),( Ag   и )()/(  RA , интегрируемые на всей действительной оси, связаны 
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интегральной формулой Фурье (5.33). В этих условиях имеет место обратное 

преобразование Фурье, так что для всех действительных   






  deAgRA i),()()/( . 

В частности, при 0  






 dAgR ),()0( .                                                   (5.34) 

Функцию )0(/),( RAg   на основании равенства (5.34) можно считать плотно-

стью вероятности некоторого вероятностного распределения. Тогда 

)0(/)()/( RRA   будет соответствующей характеристической функцией, при-

чем )0(/)()0(/)()/( RRRRA   при A  и )0(/)( RR   – непрерывная 

функция. Из теоремы о сходимости характеристических функция [4] следует, 

что )0(/)( RR   также является характеристической функцией, и по определению 

характеристической функции будем иметь 






  )()0(/)( 1dFeRR i
.                                             (5.35) 

Отсюда вытекает соотношение (5.31). Теорема Бохнера доказана. 

     В чисто математическом плане эта теорема была доказана С. Бохнером [3], а 

в применении к ковариационной функции стационарного случайного процес-

са – А. Я. Хинчиным [28]. Тем самым А. Я. Хинчиным были заложены основы 

корреляционной (спектральной) теории стационарных случайных процессов. 

В данном пособии теорема приведена в интерпретации Г. Крамера [8]. 

    Поскольку ковариационная функция )(R  стационарного случайного про-

цесса )(t  является неотрицательно определенной, то она удовлетворяет теоре-

ме Бохнера (5.31). В связи с этим под функцией )(R  в формуле (5.31) будем 

понимать ковариационную функцию )(R  стационарного случайного процесса 

)(t  и называть формулу (5.31) спектральным представлением ковариационной 

функции стационарного случайного процесса с непрерывным временем. Так 
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как )(1 F  в (5.35) есть функция распределения некоторой случайной величины, 

т. е. 0)(1 F , 1)(1 F , то )(F  в (5.31) удовлетворяет условиям 

0)( F , )0()( RF  .                                             (5.36) 

Неубывающую функцию )(F  в выражении (5.31) будем называть спектраль-

ной функцией стационарного случайного процесса )(t  и обозначать )(F . 

     С точки зрения спектрального представления (5.31) не важно, как опреде-

лить )(F  в точках разрыва. Обычно считают )(F  непрерывной справа, так 

что )0()(   FF . 

     Для вещественного случайного процесса ковариационная функция )(R  ве-

щественна, и формула (5.31) принимает вид 






 )(cos)( dFR .                                          (5.37) 

     Если спектральная функция )(F  абсолютно непрерывна, т. е. может быть 

представлена в виде 





  dsF )()( ,                                               (5.38) 

то производная  

)()(   Fs                                                      (5.39) 

называется спектральной плотностью случайного процесса )(t  с непрерывным 

временем. 

     В соответствии с формулой обращения (5.29) можно записать, что для лю-

бых точек непрерывности 1 , 2  
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ee
FF )(lim
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1
)()(

21

12 .                    (5.40) 

     Так как спектральная функция )(F  отличается от обычной функции рас-

пределения случайной величины лишь постоянным множителем, то существует 

единственное представление вида 3,2,1,   FFFF , где все jF ,  – веще-
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ственные неубывающие ограниченные функции, 1,F  – ступенчатая функция, 

имеющая те же скачки, что и F , 2,F  – абсолютно непрерывная и 3,F  – сингу-

лярная функции. В приложениях, как правило, сингулярная составляющая от-

сутствует. 

 

5.5. Спектральное представление ковариационной функции 

стационарного случайного процесса с дискретным временем 

 

     Пусть стационарный случайный процесс с дискретным временем )(kT , 

,...2,1,0 k  образуется выборкой значений непрерывного в среднем квадра-

тичном стационарного случайного процесса )(t  в дискретные равноотстоящие 

на T  моменты времени. Ковариационная функция стационарного случайного 

процесса )(kT  с дискретным временем (стационарной случайной последова-

тельности) – это последовательность коэффициентов ковариации )(kTR , 

,...2,1,0 k  .  

     Теорема 5.5. Ковариационная функция )(kTR  стационарной случайной по-

следовательности )(kT  может быть представлена в виде интеграла Фурье –

Стилтьеса по некоторой вещественной неубывающей ограниченной функции 

)(,  TF : 








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T

T
T

ikT dFekTR
/

/
, )()( , ,...2,1,0 k  .                      (5.41) 

     Доказательство формулы (5.41) можно выполнить аналогично доказатель-

ству теоремы Бохнера (подразд. 5.4). Запишем свойство неотрицательной опре-

деленности ковариационной функции 

0))((
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Для доказательства достаточности условия (5.41) подставим в левую часть не-

равенства (5.42) выражение (5.41). Получим 
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Таким образом, из представления (5.41) следует неотрицательная определен-

ность (5.42). Достаточность доказана. 

     Для доказательства необходимости выберем в (5.42) комплексные числа mz  

в виде 
 imT

m ez . Получим 
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Введем здесь новую переменную суммирования jmk   и просуммируем по 

k . В результате будем иметь 




 





TniTi eTnReTRnnR
n

T
ng )1())1(()()1()0((

2
),(   

 



 )))1(()()1( )1( TniTi eTnReTRn   














 







)1(

)1(

)1(

)1(

)(),(
2

)()
||

1(
2

n

nk

kTi
n

nk

kTi ekTRnk
T

ekTR
n

kT
, 

где 
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Мы видим, что функция ),( ng   представлена рядом Фурье. Отсюда следует, 

что ),( ng   – периодическая с периодом T/2  функция. Коэффициенты 

)(),( kTRnk   ряда Фурье определяются формулой (подразд. 5.1) 
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Так как при 0k  имеем 





 

T

T

dngR
/

/

),()0(  

и 0),(  ng , то ясно, что функция )0(/),(  Rng  есть некоторая плотность рас-

пределения вероятности на ]/,/[ TT  . Тогда )0(/)(),(  RkTRnk  есть соот-

ветствующая характеристическая функция, вычисленная для дискретного зна-

чения аргумента kT . При n  имеет место сходимость 

)0(/)()0(/)(),(   RkTRRkTRnk . По теореме о сходимости характеристиче-

ских функций получаем, что )0(/)(  RkTR  – характеристическая функция, т. е. 


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
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T

T
T

ikT dFeRkTR
/

/
,1 )()0(/)( , ,...2,1,0 k  .                  (5.43) 

где )(,1 TF  – некоторая функция распределения. Из (5.43) следует соотношение 

(5.41). Доказательство теоремы 5.5 закончено. 

     Как и в случае непрерывного времени, функция )(,  TF  в спектральном 

представлении (5.41) называется спектральной функцией стационарной слу-

чайной последовательности )(kT . Спектральную функцию можно считать не-

прерывной справа и удовлетворяющей условиям 0)/(,  TF T , 

)0()/(,   RTF T . Если )(,  TF  абсолютно непрерывна на ]/,/[ TT  , т. е. 





 

T
TT dsF

/
,, )()( , TT //                                  (5.44) 

то производная 

)()( ,,   TT Fs , TT //   

называется спектральной плотностью стационарной случайной последователь-

ности )(kT . 
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5.6. Спектральная функция и спектральная плотность 

стационарного случайного процесса 

 

     Рассмотрим сначала случайный процесс )(t  с непрерывным временем. Как 

уже упоминалось, функция )(F  в спектральном представлении (5.31) ковари-

ационной функции )(R  называется спектральной функцией стационарного 

случайного процесса )(t , а ее производная )()(   Fs  (5.39) – спектральной 

плотностью стационарного случайного процесса )(t . Рассмотрим более по-

дробно случай, когда существует спектральная плотность )(s . В этом случае 

  dsdF )()( , 

и интеграл Фурье – Стилтьеса (5.31) превращается в интеграл Фурье: 

 






  dseR i )()( .                                               (5.45) 

Обратное преобразование Фурье для (5.45) выражает спектральную плотность 

)(s  через ковариационную функцию )(R : 




 






  dRes i )(

2

1
)( .                                               (5.46) 

Таким образом, спектральная плотность )(s  и ковариационная функция 

)(R  стационарного случайного процесса )(t  являются парой преобразований 

Фурье. 

     Из (5.45) следует, что 





  dsR )()0( .                                               (5.47) 

Так как )0(R  есть дисперсия случайного процесса )(t , то из (5.47) следует, 

что спектральная плотность )(s  представляет собой распределение диспер-

сии случайного процесса )(t  по оси угловых частот  . С другой стороны, 
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))(()0( 2 tER



 . 

Если )(t

  – ток в единичном сопротивлении, то )(2 t



  – мгновенная мощность, a 

))(( 2 tE



  – средняя мощность, выделяемая случайным процессом )(t

  в еди-

ничном сопротивлении. В таком случае спектральная плотность представляет 

собой распределение средней мощности случайного процесса )(t

  по оси ча-

стот  . Средняя мощность, рассеиваемая в полосе частот ],[ 21  , определяется 

как следующий интеграл: 





 

2

1

)( ds . 

     Пользуясь формулой Эйлера  sincos ie i , выражение (5.46) для 

спектральной плотности можно переписать так: 










 





 dR

i
dRs sin)(

2
cos)(

2

1
)( .                      (5.48) 

Если случайный процесс )(t  действительный, то его ковариационная функция 

)(R  действительная и четная, т. е. )()(   RR . В силу четности )(R  и не-

четности sin  второй интеграл в правой части равенства (5.48) равен нулю, и 

мы имеем 









 







0

cos)(
1

cos)(
2

1
)( dRdRs .                      (5.49) 

Отсюда следует, что для действительного случайного процесса )(t  спектраль-

ная плотность )(s  является действительной и четной функцией 

)()(   ss . 

     Рассмотрим теперь случайный процесс с дискретным временем )(kT , 

,...2,1,0 k  . Функция )(,  TF  в спектральном представлении (5.41) ковариа-

ционной функции )(kTR  называется спектральной функцией, а ее производная 
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)()( ,,   TT Fs  – спектральной плотностью стационарной случайной последо-

вательности )(kT . Из раздела 5.5 ясно, что спектральная функция )(,  TF  и 

спектральная плотность )(,  Ts  – периодические функции с периодом T/2 , 

поэтому достаточно их рассматривать лишь на промежутке ]/,/[ TT   . Если 

существует спектральная плотность )(,  Ts , то   dsdF TT )()( ,, , и формула 

(5.41) принимает вид 








 

T

T
T

ikT dsekTR
/

/
, )()( , ,...2,1,0 k  .                          (5.50) 

Так как это формула для коэффициентов ряда Фурье (5.5), то спектральная 

плотность )(,  Ts  может быть представлена рядом Фурье (см. формулу (5.4)) 












k

ikT
T ekTR

T
s )(

2
)(, , TT //  .                        (5.51) 

     Для вещественной случайной последовательности )(kT  ковариационная 

функция )(kTR  является вещественной, поэтому из (5.50) с помощью форму-

лы Эйлера можно получить, что 





 

T

T
T dskTkTR

/

/
, )(cos)( , ,...2,1,0 k  .                    (5.52) 

Теперь )(kTR  представляет собой коэффициенты ряда Фурье по косинусам 

(см. формулы (5.1),(5.2)), т. е. 












 









1
, cos)(

2

)0(
)(

k
T kTkTR

RT
s , TT //  .          (5.53) 

Из последнего выражения следует, что спектральная плотность )(,  Ts  веще-

ственной случайной последовательности есть функция вещественная и четная: 

)()( ,,   TT ss . 

     Важным является вопрос связи между спектральными плотностями )(s  

случайного процесса )(t  и )(,  Ts  соответствующего ему «решетчатого» слу-
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чайного процесса )(kT . Установим эту связь. Из представления (5.31) (теоре-

мы Бохнера) следует, что для вещественного случайного процесса 

)(cos)(  




  dFkTkTR . 

После интегрирования по отрезкам длиной T/2  и дальнейшей подстановки 

T

m


2
 получим 

 













  )(cos)(cos)(

/)12(

/)12(

dFkTdFkTkTR
Tm

Tmm

 







 








 )

2
())

2
cos((

/

/ T

m
dFkT

T

mT

Tm

 

 

























 





T

T m

T

Tm T

mT
dFTk

T

mT
dFkmT

/

/

/

/

)
2

()cos()
2

())2cos(( . 

Введя обозначение 

)
2

()(,
T

mT
dFdF

m
T


 




  ,                                 (5.54) 

будем иметь 

)()cos()( ,

/

/

 




  T

T

T

dFkTkTR .                                  (5.55) 

Предположим, что )(F  абсолютно непрерывна (имеет вид (5.38)). Тогда 

  dsdF )()( , 





 d
T

mT
s

T

mT
dF )

2
()

2
( , и выражение (5.54) можно 

представить в виде 

  dsdF TT )()( ,, , 

где 

)
2

()(,
T

mT
ss

m
T


 




  .                                  (5.56) 

Таким образом, спектральная плотность )(,  Ts  случайной последовательности 

)(kT , полученной выборкой через равные промежутки времени T  значений 
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случайного процесса с непрерывным временем )(t , получается суммировани-

ем спектральных плотностей )(s  случайного процесса )(t , сдвинутых по оси 

круговых частот   на величины Tm /2 , ,...2,1,0 m . Пусть, например, спек-

тральная плотность )(s  имеет вид, изображенный на рис. 5.4. 

 

Рис. 5.4. Спектральная плотность случайного процесса )(t  в случае Tm /||   

 

Тогда спектральная плотность )(,  Ts  содержит в себе )(s , а также составля-

ющие других частот, как показано на рис. 5.5. 

 

Рис. 5.5. Спектральная плотность случайной последовательности )(kT  

в случае Tm /||   
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Рис. 5.5 соответствует случаю, когда 0)( s  при T/||  . В этом случае 

)(s  может быть восстановлена по )(,  Ts , значит, и )(R  может быть вос-

становлена по )(kTR . Таким образом, для восстановления функции )(R , 

спектр которой равен нулю вне промежутка ],[ mm   (см. рис 5.5), по значени-

ям функции в точках kT , период дискретизации T  должен удовлетворять 

условию mT  /  (теорема В. А. Котельникова). Если же mT  /  (рис. 5.6), 

то спектральная плотность )(,  Ts  представляет искаженную картину для спек-

тральной плотности )(s  (рис. 5.7). 

 

Рис. 5.6. Спектральная плотность случайного процесса )(t  в случае Tm /||   

 

 

Рис 5.7. Спектральная плотность случайной последовательности )(kT  

в случае Tm /||   
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5.7. Примеры спектральных функций и спектральных плотностей 

 

     Рассмотрим спектральные функции и спектральные плотности веществен-

ных случайных процессов на некоторых примерах. 

     Пример 5.2. )(kT  – последовательность независимых случайных величин с 

дисперсией 2 . В этом случае коэффициенты ковариации равны: 

2)0( R , 0)(  kTR , ,...2,1k  . 

По формуле (5.53) получим спектральную плотность этой случайной последо-

вательности: 






2
)(

2

,

T
s T , TT //  . 

Спектральную функцию найдем по формуле (5.44): 








 










 






T

T
d

T
F

T
T

22
)(

2

/

2

, , TT //  . 

Графики функций )(,  Ts  и )(,  TF  изображены на рис. 5.8. 

 

Рис. 5.8. Спектральная плотность и спектральная функция последовательности 

независимых случайных величин 
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     Пример 5.3. Вещественный случайный процесс с непрерывным временем 

)(t  и спектральной плотностью 

cs  )( .                                                   (5.57) 

Ковариационная функция такого случайного процесса в соответствии с выра-

жением (5.45) равна 

)()(  





 cdecR i

.                                        (5.58) 

Функция вида (5.58) называется дельта-функцией. Она равна нулю при любом 

0 , а при 0  обращается в бесконечность. Отсюда следует, что любые два 

сколь угодно близкие сечения случайного процесса с такой ковариационной 

функцией не коррелированы. Случайный процесс со спектральной плотностью 

вида (5.57) называется белым шумом. Дисперсия (средняя мощность) белого 

шума равна бесконечности, как это следует из формулы (5.47). Ясно, что слу-

чайных процессов с такой мощностью не существует, так что белый шум явля-

ется некоторой идеализацией процессов, встречающихся на практике. Напри-

мер, случайный процесс на входе динамической системы, имеющий постоян-

ную спектральную плотность в полосе пропускания системы, можно считать 

белым шумом по отношению к рассматриваемой системе. 

     Пример 5.4. Вещественный случайный процесс с непрерывным временем 

)(t  задан в параметрической форме 

)cos()(  tat i ,                                                  (5.59) 

где a  и i  – фиксированное число;   – случайная величина с равномерным 

распределением на ],[  .  

     Ковариационная функция такого процесса равна (подразд. 2.6, пример 2.1) 

)cos(
2

)(
2

 i

a
R . 
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При такой ковариационной функции равенство (5.37) выполняется в том слу-

чае, когда )(F  есть ступенчатая функция со скачком 2/2a  в точке i . Вид 

такой спектральной функции изображен на рис. 5.9. 

 

Рис. 5.9. Спектральная функция случайного процесса (5.59) 

 

     Если в (5.59) 0i , то мы получим случайный процесс вида 

ct  )( ,                                                           (5.60) 

где c  – случайная величина с дисперсией 2 .  

     Ковариационная функция в этом случае 2)( R , а спектральная функция 

)(F  имеет тот же вид (рис. 5.9) со скачком в точке 0 . 

     Из этого примера можно сделать следующий вывод. Если некоторый слу-

чайный процесс имеет постоянную составляющую вида (5.60), то спектральная 

функция имеет скачок в нуле. При наличии составляющей вида (5.59) спек-

тральная функция претерпевает скачок в точке i . 

     Пример 5.5. Вещественный случайный процесс с непрерывным временем 

)(t  имеет ковариационную функцию вида 

||2)( 
  eR .                                                  (5.61) 

Спектральную плотность случайного процесса получим по формуле (5.46): 
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













 












  deedeedees iii

0

202
||

2

222
)(  










 






 dede ii

0

)(
20

)(
2

22
 



















0

)(
20

)(
2

)(2)(2

ii e
i

e
i

 

)()(2)(2 22

222







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ii
.                                  (5.62) 

Спектральная плотность )(s  (5.62) изображена на рис. 5.10.  

 

Рис. 5.10. Спектральная плотность (5.62) 

 

5.8. Спектральное представление стационарного 

случайного процесса 

 

     В разд. 5.4, 5.5 мы рассмотрели спектральное представление ковариацион-

ной функции стационарного случайного процесса (см. формулы (5.31), (5.41)). 

Аналогичное представление справедливо и для самого случайного процесса. 

Это представление будет рассмотрено в настоящем разделе. 
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     Пусть )(t  – комплексный непрерывный в среднем квадратичном стацио-

нарный случайный процесс с нулевым математическим ожиданием, )(F  – его 

спектральная функция, непрерывная справа и удовлетворяющая условиям 

(5.36): 0)( F , )0()( RF  . Справедлива следующая теорема о спектраль-

ном представлении стационарного случайного процесса. 

     Теорема 5.6. Для любого стационарного непрерывного в среднем квадратич-

ном случайного процесса )(t  существует такой процесс с ортогональными 

приращениями )( , что )(t  для каждого фиксированного t  допускает спек-

тральное представление 

)()(  




 det ti
,                                          (5.63) 

где стохастический интеграл Стилтьеса понимается как интеграл в среднем 

квадратичном. Процесс )(  определен с точностью до аддитивной случайной 

величины. Если потребовать дополнительно, чтобы 0)(  , то будут выпол-

няться соотношения 

0))(( E , )()|)((| 2  FE , )()|)((| 2  dFdE .            (5.64) 

     Возможность спектрального представления стационарного случайного про-

цесса впервые была указана А. Н. Колмогоровым [12]. Приведенная теорема 

принадлежит Г. Крамеру [8]. 

     Доказательство теоремы выходит за рамки данного пособия. Его можно 

найти в [8]. Мы ограничимся лишь пояснением содержательного смысла пред-

ставления (5.63). Для этого сравним его с представлением (5.31) для ковариа-

ционной функции )(R . Если спектральная функция в (5.31) имеет скачок ве-

личины kF ,  в точке k , то в спектральных представлениях для )(R  и )(t  

ему соответствуют элементарные гармонические колебания 

kit
keF


 ,  и kit

ke


  
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соответственно, где k  – случайная величина с нулевым математическим 

ожиданием и дисперсией kk FE ,
2)|(|  . В том случае, когда )(F  – сту-

пенчатая функция со скачками в точках ,...,...,, 21 k  оба разложения прини-

мают вид 




 
k

i
k

keFR ,)( ,                                             (5.65) 





k

i
k

ket)( .                                                (5.66) 

В последней сумме величины k  ортогональны ( 0)(  lkE  при lk  ). 

     Аналогичен смысл приращений )()( 1 kkk    для достаточно ко-

ротких отрезков kkk  1  в случае непрерывной )(F . Именно, компо-

нента 




 

k

det ti
k )(),( , 

соответствующая участку спектра k , на любом конечном участке временной 

оси TtT   хорошо аппроксимируется гармоническим колебанием 

kit
ke


 ,                                                      (5.67) 

где k  – любая точка из k , а случайная величина k  имеет нулевое мате-

матическое ожидание и дисперсию 

)()()|(|)( 1,
2

kkkkk FFFED   .                    (5.68) 

И в этом случае случайный процесс )(t  можно представить в виде ряда (5.66) с 

некоррелированными коэффициентами k . Ряд (5.66), в котором слагаемые 

определяются выражениями (5.67), (5.68), можно использовать для моделиро-

вания стационарного непрерывного в среднем квадратичном случайного про-

цесса. 

     Для стационарного случайного процесса с дискретным временем )(kT  так-

же возможно спектральное представление. Оно имеет вид 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



123 

)()(
/

/

 





T

T

T

tik dekT .                                        (5.69) 

где )(T  – процесс с ортогональными приращениями, обладающий теми же 

свойствами, что и соответствующий процесс )(  в (5.63); в частности 

)()|)((| ,
2   TT dFdE , 

где )(,  TF  – спектральная функция случайной последовательности )(kT . 

     В случае непрерывного спектра, как уже отмечалось, обычно существует 

спектральная плотность )(s , т. е. формула (5.31) может быть заменена фор-

мулой (5.45). Что же касается разложения случайного процесса (5.63) или 

(5.69), то даже в простейшем случае применимости формул (5.45) и (5.50) и 

гауссовости процесса случайные функции )( , )(T  оказываются заведомо 

не дифференцируемыми, и переход от формул (5.63), (5.69) к формулам типа 

(5.45), (5.50) оказывается невозможным. 
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6. ДИНАМИЧЕСКИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 

 

6.1. Прохождение нестационарного случайного процесса 

через линейную стационарную динамическую систему 

 

     Пусть на вход динамической системы подается случайный процесс )(t .  

Процесс )(t  на выходе этой системы также будет случайным. Задача состоит 

в том, чтобы по вероятностным характеристикам случайного процесса )(t  на 

входе системы и характеристикам системы найти вероятностные характеристи-

ки процесса )(t  на выходе. Прежде всего нас будут интересовать такие ха-

рактеристики, как математическое ожидание и ковариационная функция. 

     Предварительно напомним, что динамическая система может быть описана 

системой нелинейных дифференциальных уравнений [21] 

























),...,,,(
)(

,)...,,,(
)(

),()...,,,(
)(

21

21
1

21

n
n

n

n

f
dt

t

f
dt

t

tf
dt

t


                                 (6.1) 

где )(t  – входное воздействие, )(t  – выходной сигнал. Зная входное воздей-

ствие )(t  и начальные условия )0( , )0(1 , …, )0(n , в принципе можно полу-

чить выходной сигнал )(t , решив систему уравнений (6.1). Динамическая си-

стема называется линейной, если функции f , 1f , …, nf  в уравнениях (6.1) ли-

нейные по своим аргументам. Для линейных динамических систем удобно 

пользоваться импульсной переходной функцией. Импульсной переходной 

функцией ),( sk  динамической системы называется решение системы урав-

нений (6.1) при нулевых начальных условиях и входном воздействии вида 

дельта-функции 
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)()(  ss , 

где   – момент приложения воздействия. В общем случае импульсная переход-

ная функция ),( sk  зависит как от текущего момента времени s , так и от мо-

мента времени   приложения воздействия. Если импульсная переходная функ-

ция не зависит от момента  , а зависит лишь от разности  st , то динамиче-

ская система называется стационарной. Импульсная переходная функция 

)()( tksk   линейной стационарной динамической системы удовлетворяет 

условию 

0)( tk , если 0t , 

которое называется условием физической осуществимости динамической си-

стемы или условием причинности. Физический смысл этого условия состоит в 

том, что сигнал на выходе в настоящий момент времени зависит от прошлых и 

не зависит от будущих значений сигнала на входе. 

     Соотношение между входным )(t  и выходным )(t  сигналами посредством 

импульсной переходной функции имеет следующий вид: 







0

)()()()()( dsstskdssstkt
t

. 

     Предположим теперь, что входным сигналом системы является случайный 

процесс )(t  с математическим ожиданием )(ta , ковариационной функцией 

),( 21 ttR  и конечным моментом второго порядка, и воспользуемся следующим 

выражением для выходного сигнала: 





0

)()()( dsstskt .                                           (6.2) 

Выясним, существует ли этот интеграл в смысле сходимости о среднем квадра-

тичном. Для этого рассмотрим конечный промежуток ],0[ b  и составим для не-

го интегральную сумму Римана: 

)()()( 1
1

jj

m

j
jj ssstskI  



 .  
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Пусть динамическая система асимптотически устойчива, т. е. 

scesk |)(| , 0 , 

и интеграл 

   

b b

dsduutstRukskQ
0 0

1 ),()()(                                (6.3) 

существует в силу того, что ковариационная функция случайного процесса )(t  

с конечным моментом второго порядка ограничена. На основании теоремы 4.7 

(подразд. 4.5) заключаем, что существует интеграл в среднем квадратичном 

(6.2) для конечного промежутка интегрирования ],0[ b . Так как предел интегра-

ла (6.3) при b  существует, то интеграл в среднем квадратичном (6.2) с 

верхним пределом   также существует. 

     Найдем математическое ожидание )(ta  и ковариационную функцию 

),( 21 ttR  выходного процесса )(t , если известны математическое ожидание 

)(ta  и ковариационная функция ),( 21 ttR  входного случайного процесса )(t  

и импульсная переходная функция )(tk  стационарной динамической системы. 

     Для математического ожидания получим 








 











00

)()()()())(()( dsstaskdsstskEtEta .                     (6.4) 

Таким образом, математическое ожидание проходит через систему как детер-

минированный (неслучайный) сигнал. 

     Для ковариационной функции будем иметь 











 




00

)()()()())()((),( dukdtkEusEusR


 

dvdvusRvkkdvdvusEvkk   
















0 00 0

),()()()()()()(


.    (6.5) 

     Найдем еще взаимную ковариационную функцию случайных процес-

сов )(t  и )(t . 
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









 




0

, )()()())()((),( duksEusEusR


 

dvvusRvkdvvusEvk 
















00

),()()()()(


.                      (6.6) 

     Итак, мы доказали следующую теорему. 

     Теорема 6.1. Для устойчивой стационарной линейной динамической 

системы с импульсной переходной функцией )(tk  и случайным процес-

сом )(t  на входе математическое ожидание )(ta  и ковариационная 

функция ),( 21 ttR  выходного процесса )(t , а также взаимная ковариаци-

онная функция входного и выходного процессов определяются выраже-

ниями (6.4), (6.5), (6.6), в которых )(ta , ),( 21 ttR  – математическое ожи-

дание и ковариационная функция входного случайного процесса )(t . 

 

6.2. Прохождение стационарного случайного процесса 

через линейную стационарную динамическую систему 

 

     Теорема 6.2. Если входной случайный процесс )(t  устойчивой стационар-

ной линейной динамической системы с импульсной переходной функцией 

)(tk  стационарен, то математическое ожидание )(ta  и ковариационная функ-

ция ),( usR  выходного процесса )(t , а также взаимная ковариационная функ-

ция входного и выходного процессов ),(, usR   определяются выражениями: 

const)()(
0

 


 dttkata ,                                     (6.7) 

)()()()(),(
0 0

usRdvdwwuvsRwkvkusR  



   ,              (6.8) 

)()()(),( ,
0

, usRdvvusRvkusR  



  ,                            (6.9) 
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в которых a , )(R  – математическое ожидание и ковариационная функ-

ция входного случайного процесса )(t . 

     Выражения (6.7) – (6.9) следуют непосредственно из выражений (6.4) – (6.6), 

если учесть свойства стационарности случайного процесса )(t :   ata )( , 

)(),( usRusR   . 

     Мы видим, что выходной случайный процесс )(t  в этом случае является 

стационарным, а входной и выходной – стационарно связанными, поскольку 

математическое ожидание выходного процесса )(t  не зависит от времени, а 

его ковариационная функция и взаимная ковариационная функция с входным 

процессов зависят только от разности us  . 

     В случае стационарной системы и стационарного входного процесса удобнее 

оперировать не ковариационными функциями, а спектральными плотностями, и 

не импульсной переходной функцией, а частотной передаточной функцией си-

стемы. 

     Передаточной функцией стационарной линейной динамической системы 

называется преобразование Лапласа от ее импульсной переходной функции: 





0

)()( dtetkpW pt
, 

где p  – комплексная переменная.  

     В случае  ip  имеем частотную передаточную функцию линейной дина-

мической системы как преобразование Фурье от ее импульсной переходной 

функции: 





0

)()( dtetkiW ti
. 

Пусть )(s  – спектральная плотность входного процесса )(t , а )(s  – спек-

тральная плотность выходного процесса )(t . Из определения передаточной 

функции следует, что 
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



0

)()0( dttkW . 

Подставляя это выражение в (6.7), получим формулу связи для математических 

ожиданий входного и выходного случайных процессов: 

  awa )0( . 

Получим теперь формулу связи для спектральных плотностей )(s  и )(s . 

По определению спектральной плотности имеем 







 


 deRs i)(

2

1
)( . 

Подставив в это выражение формулу (6.8), получим 




  











0 0

)()()(
2

1
)( dvdwwvRwkvkdes i

 




 







 0

)(

0

)()()(
2

1
wvRewkevkdvedwd wviwivi

 

)()()(  siWiW . 

Если учесть, что 2|)(|)()(  iWiWiW , то окончательно будем иметь 

)(|)(|)( 2   siWs . 

Для взаимной спектральной плотности получим выражение 

 














 







0
,, )()(

2

1
)(

2

1
)( dvvRvkdedeRs ii

 

)()()()(
2

1

0

)( 


 










 siWRekedd ii
. 

     В случае дискретного времени стационарная динамическая система описы-

вается z -передаточной функцией )(zW , под которой понимается                        

z -преобразование от импульсной переходной функции )(nTk : 











 
00

)()()(
n

n

n

nTs znTkenTkzW , Tsez  . 
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Пусть a  и )(,  Ts  – математическое ожидание и спектральная плотность ста-

ционарной случайной последовательности )(nT  на входе асимптотически 

устойчивой динамической системы. Тогда выходной сигнал )(nT  также явля-

ется стационарной случайной последовательностью с математическим ожида-

нием   aWa )1(  и спектральной плотностью 

)(|)(|)()()()( ,
2

,,  


 TT
TiTi

T siWseWeWs . 

Взаимная спектральная плотность входного и выходного сигналов определяет-

ся выражением 

)()()( ,,,  


 T
Ti

T seWs . 

Вывод этих результатов можно найти в [18]. 

     Пример 6.1. Операцию дифференцирования случайного процесса в среднем 

квадратичном можно рассматривать как динамическую систему с частотной 

передаточной функцией  iiW )( . Тогда 0a , )()( 2   ss , 

)()(,   sis . 

     Пример 6.2. Динамическая система описывается дифференциальным урав-

нением 

)()(
)(

tktT
dt

td



 

(апериодическое звено). Заменяя операцию дифференцирования на i  (см. 

пример 6.1), получим  kTi ,  kTi )( . Следовательно, частотная 

передаточная функция этой системы имеет вид 




iT

k
iW )( . 

Тогда 
22

2

)()(









T

k

iT

k

iT

k
iWiW , 




iT

k
iW )( , 

T

k
W )0(  и 

T

k
aa   , )()(

22

2




  s
T

k
s , )()(, 


  s

iT

k
s . 
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В случае, когда 





)(
)(

22
s , получим, в частности: 

))((
)(

2222

2






T

k
s . 
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7. ЦЕПИ МАРКОВА 

 

7.1. Определение цепи Маркова 

 

     В этом разделе будем изучать дискретную случайную последовательность 

i , ,...2,1,0i  , т. е. случайный процесс с дискретным множеством состояний 

},...,,{ 21 kEEEE   или ,...},...,,{ 21 kEEEE   и дискретным временем 

,...},...,,{ 21 mtttT  . Обычно при рассмотрении дискретной последовательности 

i  говорят о некоторой системе, которая может находиться в одном из состоя-

ний ...,...,,, 21 kEEE  и переходить из одного состояния в другое в дискретные 

моменты времени. Такие процессы удобно описывать вероятностями состоя-

ний. В общем случае конечномерное распределение дискретной случайной по-

следовательности i  можно определить с помощью условных вероятностей 

),...,,/(
011 011 iisisis EEEEP

sss


  , EEEE
siii 
110

,...,, . 

Это вероятности того, что в момент времени )1( s  система будет находиться в 

состоянии EE
si


1
 при условии, что в момент времени s  она находилась в со-

стоянии EE
si
 , в момент времени )1( s  – в состоянии EE

si


1
, и т. д., и в 

момент времени 0  – в состоянии EEi 
0

. К этим вероятностям необходимо до-

бавить также безусловные вероятности )(
00 iEP   того, что в момент времени 

0  система находится в состоянии EEi 
0

. Однако такое описание будет весьма 

сложным. Поэтому выделяют и рассматривают процессы с более простым опи-

санием, в частности, цепи Маркова. 

     Определение 7.1. Дискретная случайная последовательность i , ,...2,1,0i , 

называется цепью Маркова, если вероятность 1,
,
ss

jip  того, что в момент време-

ни 1s  система будет находиться в состоянии jE , зависит от того, в каком со-

стоянии iE  система находилась в предыдущий момент времени s  и не зависит 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



133 

от того, в каких состояниях она находилась в более ранние моменты времени 

0...,,2,1  ss : 

),...,,/()/( 0111
1,

, lksisjsisjs
ss
ji EEEEPEEPp  
 . 

     Вероятность )/( 1
1,

, isjs
ss
ji EEPp  
 , ,...,...,2,1, kji  , – это условная ве-

роятность того, что в момент времени )1( s  система будет находиться в состо-

янии jE  при условии, что в предыдущий момент времени s  она находилась в 

состоянии iE . Эта вероятность называется вероятностью перехода из состояния 

iE  в состояние jE  за один шаг для моментов времени 1, ss . 

     Цепь Маркова называется конечной, если множество E  ее состояний конеч-

ное. 

     Цепь Маркова называется однородной, если условная вероятность 1,
,
ss

jip  не 

зависит от момента времени s . В этом случае эта вероятность обозначается как 

jip ,  и называется вероятностью перехода из состояния iE  в состояние jE  за 

один шаг. Мы будем рассматривать только однородные цепи Маркова. 

     Вероятности перехода jip ,  образуют матрицу 

)( , jipP  , ,...2,1, ji  ,                                       (7.1) 

которая называется матрицей вероятностей перехода однородной цепи Марко-

ва. Элементы этой матрицы удовлетворяют следующим условиям: 

10 ,  jip , 







1

, 1
j

jip , ,...2,1i  . 

Первое условие является естественным свойством любой вероятности, а второе 

является следствием того, что система обязательно перейдет за один шаг в иное 

состояние или останется в прежнем. Это условие означает, что сумма элемен-

тов каждой строки матрицы вероятностей перехода P  равна единице. 

     Пример 7.1. Имеем две урны. В первой урне находятся 1 белый и 2 черных 

шара, во второй – 1 белый и 5 черных шаров. Начиная с первой урны, наугад 
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вынимаем шар за шаром, причем, если был вынут белый шар, то следующий 

шар вынимаем из первой урны, а если черный – то из второй. Каждый вынутый 

шар тут же возвращаем в урну, из которой он был вынут. Нас может интересо-

вать, например, вероятность вынуть белый (или черный) шар на n -м шаге. 

     Описанная в данном примере последовательность испытаний образует одно-

родную цепь Маркова с двумя состояниями: 1E  – вынутый шар белый и 2E  – 

вынутый шар черный. Вероятности перехода за один шаг имеют следующий 

смысл: 1,1p  – вероятность вынуть белый шар после предыдущего белого, т. е. 

вероятность вынуть белый шар из первой урны; 2,1p  – вероятность вынуть чер-

ный шар после предыдущего белого, т. е. вероятность вынуть черный шар из 

первой урны; 1,2p  – вероятность вынуть белый шар после предыдущего черно-

го, т. е. вероятность вынуть белый шар из второй урны; 2,2p  – вероятность вы-

нуть черный шар после предыдущего черного, т. е. вероятность вынуть черный 

шар из второй урны. Таким образом, матрица вероятностей перехода за один 

шаг имеет вид 


































6

5

6

1
3

2

3

1

2,21,2

2,11,1

pp

pp
P .                                         (7.2) 

     Пример 7.2. Случайное блуждание на прямой с поглощающими экранами. 

Пусть некоторая частица находится на действительной прямой и движется по 

ней под воздействием случайных толчков, которые возникают в моменты 

,..., 10 tt  . Частица может находиться в точках bmaaa ,...,,...,1,  . В точках a  и 

b  размещаются поглощающие стенки (экраны). Из каждой точки, кроме точек 

a  и b , частица перемещается в правую точку с вероятностью p  и в левую с ве-

роятностью pq 1 . При достижении стенок (точек a  и b ) частичка прилипа-

ет к ним. 
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     В данном примере рассмотрена система, которая может находиться в одном 

из состояний aE 1 , 12  aE ,…, bEk  . Если система находится в состояни-

ях aE 1  или bEk  , то она с вероятностью единица остается в этих состояни-

ях. Если же система находится в одном из промежуточных между a  и b  состо-

янии ma  , то она с вероятностью p  переходит в правое состояние 1ma  и 

с вероятностью pq 1  – в левое состояние 1ma . Матрица вероятностей 

перехода этой цепи Маркова имеет вид 

























1...0000

0...00

0...00

0...0001



pq

pq

P . 

Состояния a  и b  системы называются поглощающими.  

     В данном примере нас может интересовать, например, вероятность прилипа-

ния частицы к стенке в точке b . 

     Этот пример имеет также иную интерпретацию. Некий игрок выигрывает и 

проигрывает определенную сумму с вероятностями p  и pq 1  соответ-

ственно. Суммарный капитал обоих игроков равен b . Игра продолжается до тех 

пор, пока капитал нашего игрока не уменьшится до нуля ( 0a ) или не возрас-

тет до b , т. е. до того времени, пока один из игроков не разорится. Нас может 

интересовать вероятность разорения нашего игрока и распределение вероятно-

стей на протяжении игры. Такая интерпретация задачи случайных блужданий 

называется классической задачей о разорении. 
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7.2. Вероятности перехода за несколько шагов 

(уравнение Чепмена – Колмогорова) 

 

     Сейчас нас будут интересовать вероятности перехода системы, которая об-

разует однородную цепь Маркова, из состояния iE  в состояние jE  за n  шагов. 

Обозначим эти вероятности как )(, np ji  и назовем матрицу 

))(( , npP jin  , ,...2,1, ji  ,                                       (7.3) 

матрицей вероятностей перехода за n  шагов. Понятно, что PP 1 , где P  – мат-

рица вероятностей перехода за один шаг (7.1). 

     Рассмотрим переходы системы на протяжении последовательных n  шагов. 

Пусть nP  – матрица вероятностей перехода за эти n  шагов, mP  – матрица веро-

ятностей перехода за первые m  шагов, nm , mnP   – матрица вероятностей пе-

рехода за оставшиеся mn   шагов. Тогда выполняется следующее равенство: 

mnmn PPP  , nm0 .                                         (7.4) 

Действительно, переход за n  шагов возможен только через одно из состояний 

на m -м шаге. Поэтому по формуле полной вероятности получим 





 

1
,,, )()()( mnpmpnp jiji . 

Последняя формула есть формула умножения матриц (7.4). 

     Равенство (7.4) называется уравнением Чепмена – Колмогорова. 

     Из уравнения (7.4) при 2n  получим, что 

22
1112 PPPPP  . 

При 3n  находим 

33
112213 PPPPPPP  . 

При любом n  имеем 

n
n PP  ,                                                     (7.5) 
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т. е. матрица вероятностей перехода за n  шагов равна n -й степени матрицы ве-

роятностей перехода за один шаг. 

 

7.3. Безусловные вероятности цепи Маркова 

 

     Для цепи Маркова важно знать абсолютные (безусловные) вероятности со-

стояния системы на любом n -м шаге: 

)()( ini EPna  , ,...2,1i  . 

Эти вероятности образуют матрицу-строку (вектор-строку) T
nA  безусловных 

вероятностей системы для момента времени n : 

))((),...)(),(( 21 nananaA i
T
n  , ,...2,1i  .                          (7.6) 

Элементы вектора T
nA  удовлетворяют при любом n  очевидным условиям: 

1)(0  nai , 







1

1)(
i

i na . 

     Для полного описания однородной цепи Маркова необходимо знать матрицу 

вероятностей перехода P  и вектор безусловных вероятностей TA0  для началь-

ного момента времени 0n . Этих данных достаточно, чтобы найти вектор без-

условных вероятностей 
T
nA  для любого n -го шага с помощью формулы 

n
TT

n PAA 0 .                                                     (7.7) 

Действительно, попадание системы в состояние jE  на n -м шаге возможно при 

ее выходе в начальный момент времени из одного из своих состояний и пере-

ходе за n  шагов в состояние jE . В этом случае применима формула полной ве-

роятности: 







1
, )()0()( npana jj , ,...2,1j  , 

которая в векторно-матричной форме имеет вид (7.7). 
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     Рассмотрим пример 7.1 с урнами и найдем вероятности вынуть белый и чер-

ный шары во втором испытании. Поскольку выбор шаров начинается с первой 

урны, то вектор безусловных вероятностей для начального испытания состоит 

из вероятностей вынуть белый и черный шары из первой урны: 











3

2
,

3

1
0
TA . 

По формуле (7.5) найдем матрицу вероятностей перехода за два шага: 



























































36

29

36

7
9

7

9

2

6

5

6

1
3

2

3

1

6

5

6

1
3

2

3

1

2
2 PP . 

Наконец, по формуле (7.7) найдем вектор безусловных вероятностей на втором 

шаге: 







































54

43
,

54

11

6

5

6

1
3

2

3

1

3

2
,

3

1
202 PAA TT . 

Таким образом, при втором испытании (начиная с нулевого) мы с вероятностью 

54

11
 вынем белый шар, и с вероятностью 

54

43
 – черный. 

 

7.4. Классификация состояний цепи Маркова 

 

     Все состояния цепи Маркова принято разделять на существенные и несуще-

ственные.  

     Состояние iE  называется несущественным, если существуют такие j  и n , 

что 0)(, np ji , и для всех m  0)(, mp ij . Все остальные состояния называются 

существенными. Мы видим, что из несущественного состояния iE  возможен 

переход в какое-то другое состояния jE , но обратно в iE  вернуться нельзя. 
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     В свою очередь, существенные состояния распадаются на классы )(S  так 

называемых сообщающихся состояний. Существенные состояния iE  и jE  

называются сообщающимися, если существуют такие n  и m , что 0)(, np ji  и 

0)(, mp ij . Это значит, что из состояния iE  за некоторое число шагов n  мож-

но попасть в состояние jE  и затем за некоторое число шагов m  вернуться об-

ратно в iE . 

     В соответствии с этой классификацией очевидно, что наша система попадает 

однажды в одно из состояний класса )(S  сообщающихся состояний и никогда 

не выходит за пределы этого класса. Если класс )(S  состоит только из одного 

состояния iE , то это состояние называется поглощающим. 

     Цепь Маркова называется неприводимой, если она имеет только один класс 

сообщающихся состояний. 

     Существенные состояния бывают периодическими и непериодическими. Пе-

риодом id  состояния iE  называется наибольшим общий делитель таких чисел 

n , для которых 0)(, np ii . Вероятность )(, np ii  – это вероятность вернуться в 

состояние iE  за n  шагов, выйдя из этого состояния. Состояние iE , которое 

имеет период 1id , называется периодическим. Состояние iE  называется не-

периодическим, если такого периода 1id  не существует. Таким образом, пе-

риодическое состояние iE  – это такое состояние, в которое можно периодиче-

ски возвращаться через id , id2 , id3 , … шагов. Можно доказать, что все состо-

яния, которые относятся к одному и тому же классу )(S , имеют один и тот же 

период, который обозначается, как )(d  и называется периодом класса )(S . 

Класс )(S , для которого существует период 1)( d , называется периодиче-

ским. Класс )(S , для которого не существует 1)( d , называется непериоди-

ческим. 
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     Состояния делятся также на возвратные и невозвратные. Для объяснения 

этих понятий требуется рассмотреть вероятность )(
,
n
jiK  того, что из состояния 

iE  система перейдет в состояние jE  ровно на n -м шаге. В частности, )(
,
n
iiK  есть 

вероятность того, что, начиная с iE , система впервые вернется в это же состоя-

ние на n -м шаге. Обозначим 







1

)(
,,

n

n
jiji KL . 

Понятно, что jiL ,  есть вероятность того, что, начиная с iE , система когда-

нибудь пройдет через jE . Состояние iE  называется возвратным, если 1, iiL , и 

невозвратным, если 1, iiL . Мы видим, что состояние является возвратным, ес-

ли система обязательно когда-нибудь вернется в это состояние. В невозвратное 

состояние система может как вернуться, так и не вернуться. Доказано, что в 

пределах одного класса )(S  существенных состояний или все 1, iiL , или все 

1, iiL . Если все 1, iiL , то класс )(S  называется возвратным. Если, наоборот, 

все 1, iiL , то класс )(S  называется невозвратным. 

     Возвратные классы, в свою очередь, делятся на положительные и нулевые. 

Признаком для деления является среднее количество шагов (математическое 

ожидание количества шагов), необходимое для перехода из iE  в jE : 







1

)(
,,

n

n
jiji nKM . 

В частности, iiM ,  есть среднее количество шагов до первого возврата в состоя-

ние iE , когда первоначально также было состояние iE . iiM ,  называется также 

средним временем возврата в состояние iE . Доказано, что в пределах одного 

возвратного класса или все jiM ,  бесконечные, или все jiM ,  конечные. Классы, 
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для которых все jiM ,  конечные, называются положительными, а классы, в ко-

торых все jiM , , называются нулевыми. 

     Иногда непериодические положительные классы называются эргодическими. 

     Пример 7.3. В примере 7.1 подразд. 7.1 с урнами оба состояния образуют 

один класс существенных сообщающихся состояний. 

     Пример 7.4. В примере 7.2 подразд. 7.1 со случайными блужданиями на пря-

мой имеются три класса состояний: }{a , },...,1{ maa  , }{b . Состояния }{a , 

}{b  – существенные поглощающие. Состояния maa  ,...,1  – несущественные. 

Система при длительном функционировании выходит из этих состояний и об-

ратно не возвращается.  

     Пример 7.5. Пусть цепь Маркова имеет следующую матрицу вероятностей 

перехода: 











01

10
P . 

Оба состояния этой цепи существенные и составляют один класс сообщающих-

ся состояний. Легко заметить, что 











01

10
... 242 nPPP . 

Это значит, что класс состояний нашей цепи периодический с периодам 2d . 

     Для конечных цепей Маркова справедлива следующая теорема. 

     Теорема 7.1. В конечной цепи Маркова не существует нулевых состояний, и 

все ее состояния не могут быть невозвратными.  

 

7.5. Предельные вероятности состояний цепи Маркова 

 

     Часто нас интересует поведение системы, функционирующей достаточно 

длительное время. Это значит, что нас интересует поведение вероятностей 

)(, np ji  при n . В некоторых случаях эти вероятности сходятся при n  
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к некоторым пределам, которые называются предельными вероятностями. 

Условия существования предельных вероятностей определяет следующая тео-

рема. 

     Терема 7.2 (Маркова). Если существует такое 0s , что все 0)(, sp ji , то 

существуют такие числа 
jp , kj ,...,2,1 , что независимо от индекса i  выпол-

няются следующие соотношения: 




 jji

n
pnp )(lim , , kj ,...,2,1 ,                                      (7.8) 

1
1





k

j
jp . 

     Содержательный смысл этой теоремы заключается в том, что вероятности 

)(, np ji  перехода из состояния iE  в состояние jE  за n  шагов при n  не за-

висят от состояния iE , из которого был начат переход. Система как бы забыва-

ет о своем состоянии в далеком прошлом. 

     Пример 7.6. Применима ли теорема о предельных вероятностях к цепи Мар-

кова с матрицей вероятностей перехода 











01

10
P ? 

     Решение. Поскольку для такой цепи 











10

01
2mP , 










01

10
12mP , ,...2,1m  , 

то для каждого s  матрица sP  имеет нулевые элементы. Условия теоремы не 

выполняются, так что мы не можем утверждать, что предельные вероятности 

существуют. 

     Объединим предельные вероятности (7.8) 
jp , kj ,...,2,1 , в вектор-строку 

предельных вероятностей: 

),...,,()( 21
  k

T pppp .                                             (7.9) 

Тогда выражение (7.8) представимо в следующей векторно-матричной форме: 
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


n

n
Plim ,                                                 (7.10) 

где )( ,
  jip  – )( kk  -матрица предельных вероятностей. Все строки матри-

цы   одинаковы и совпадают с вектором-строкой Tp )(   (7.9), т. е. для любого 

i    jji pp , . 

     Теорема 7.3. Если для цепи Маркова существует вектор-столбец предельных 

вероятностей p  (7.9), то он удовлетворяет следующей системе линейных ал-

гебраических уравнений: 

  ppPT ,                                                   (7.11) 

1
1





k

j
jp .                                                       (7.12) 

     Действительно, запишем для цепи Маркова уравнение Чепмена – Колмого-

рова (7.4) в виде 

PPP nn 1  

и найдем предел обеих частей при n . Поскольку при этом 


 1nP , 

nP , то получаем уравнение 

P  , 

из которого следует (7.11). 

     Рассмотрим также безусловные предельные вероятности: 

)(lim naa j
n

j


  , 

образующие вектор-строку безусловных предельных вероятностей 

),...,,()( 21
  k

T aaaA , так что  

T
n

n

T AA


  lim)( .                                               (7.13) 

     Теорема 7.4. Если существует вектор предельных вероятностей 
p  (7.9), то 

он является и вектором безусловных предельных вероятностей: 

  pA .                                                        (7.14) 
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     Чтобы получить равенство (7.14), запишем соотношение (7.7), взяв предел от 

обеих его частей: 

n
n

TT
n

n
PAA


 limlim 0 . 

Учитывая обозначения пределов (7.10), (7.13), получим формулу для расчета 

матрицы TA )(  : 

  TT AA 0)( . 

Эта формула для отдельного элемента 
ja  матрицы 

TA )( 
 имеет вид 







  jj paa ,)0( . 

Учитывая равенство   jji pp , , получим 













   jjjj pappaa )0()0( ,  

в силу того, что 1)0( 


a . Равенство (7.14) доказано. 

     Пример 7.7. Найти предельные вероятности для цепи Маркова из примера с 

урнами 7.1 подразд. 7.1. 

     Поскольку матрица вероятностей перехода этой цепи (7.2) имеет вид 


































6

5

6

1
3

2

3

1

2,21,2

2,11,1

pp

pp
P , 

т. е. не содержит нулевых элементов, то эта цепь удовлетворяет теореме 7.2, и 

предельные вероятности существуют.  

     Система уравнений (7.11), (7.12) для предельных условных вероятностей в 

данном примере имеет вид 

.1

,
6

5

3

2

,
6

1

3

1

21

221

121













pp

ppp

ppp
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Поскольку первые два уравнения являются линейно зависимыми, то, отбрасы-

вая первое из них, получим два уравнения с двумя неизвестными: 

.1

,0
6

1

3

2

21

21









pp

pp
 

Отсюда получаем 2,01 p , 8,02 
p . Такими же будут и безусловные предель-

ные вероятности 2,01 a , 8,02 
a . Это значит, что после продолжительного 

числа экспериментов мы будем на каждом шаге вынимать белый шар с вероят-

ностью 2,01 a  и черный шар – с вероятностью 8,02 
a . 
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8. ПОТОКИ СОБЫТИЙ 

В СИСТЕМАХ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ 

 

8.1. Определение простейшего (пуассоновского) потока 

 

     Первичным понятием теории массового обслуживания является понятие по-

тока требований, поступающих в систему массового обслуживания (СМО). Так, 

на телефонную станцию в случайные моменты времени поступают вызовы, к 

кассовому аппарату супермаркета подходят в случайные моменты времени по-

купатели и т. д. С точки зрения специалиста по теории вероятностей, поток 

требований представляет собой случайный процесс с дискретным множеством 

состояний и непрерывным временем и может изучаться на основе общей тео-

рии случайных процессов. Такой подход будет изложен в разделе 9. Однако ис-

торически потоки требований первоначально изучались как дискретные слу-

чайные величины n ,...,1  – количества требований, поступающих в СМО в 

различные отрезки времени nss ,...,1 . В силу случайности моментов поступления 

требований отрезки времени между соседними требованиями оказываются не-

прерывными случайными величинами. В данном разделе мы рассмотрим этот 

подход, исходящий из случайного количества требований в различные отрезки 

времени и случайных отрезков времени между соседними требованиями. 

     Потоком однородных событий (требований) называется конечная или счет-

ная последовательность n  случайных величин (моментов времени), опреде-

ленная на одном и том же вероятностном пространстве при условии, что в лю-

бой фиксированный интервал времени ),( ba  с вероятностью 1 попадает конеч-

ное число этих величин. 

     Если фиксированный момент времени t  совпадает сразу с r  элементами по-

следовательности n , то будем говорить, что в момент t  происходит r  событий 

потока.  
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     Если 1 nn  – два упорядоченных элемента последовательности, то будем 

говорить, что в полуинтервале ),[ 1 nn  происходит одно событие. 

     Поток требований в СМО называется простейшим, если он обладает свой-

ствами стационарности, ординарности, отсутствия последействия. 

     Стационарность потока означает, что для любой группы из конечного чис-

ла n  непересекающихся отрезков времени вероятность появления в них соот-

ветственно nkkk ,...,, 21  требований зависит только от этих чисел и длин указан-

ных промежутков времени, но не зависит от их расположения на оси времени. 

В частности, вероятность kp  появления k  требований на отрезке ],[ tTT   не 

зависит от T  и является функцией только k  и t : ),( tkpp kk  .  

     Ординарность потока означает практическую невозможность появления 

двух или более требований в один и тот же момент времени. В математической 

форме ординарность записывается следующим образом: 

0
)(

0

1



 
hh

hp
, 

или, иначе, 

)()(1 hohp  ,                                               (8.1) 

где )(1 hp  – вероятность появления на отрезке длиной h  двух и более требова-

ний. Отсюда сразу следует, что для простейшего потока 

0)0(1 p .                                                  (8.2) 

     Отсутствие последействия состоит в том, что вероятность поступления k  

требований в течение отрезка времени ],[ tTT   не зависит от того, сколько 

требований и как поступали до этого отрезка. Иначе говоря, количества требо-

ваний (случайные величины n ,...,1 ), поступающие в непересекающиеся от-

резки времени, независимы в совокупности. 
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8.2. Свойства простейшего потока 

 

     Изучим свойства простейшего потока, вытекающие из его определения. 

    Будем обозначать )(hpk  вероятность появления ровно k  требований на от-

резке времени длиной h . 

     Прежде всего докажем, что для простейшего потока 


0

1 )(

hh

hp
, 

или иначе 

)()(1 hohhp  ,                                               (8.3) 

где const . Это значит, что вероятность поступления ровно одного требова-

ния на отрезке времени длиной h  пропорциональна длине этого отрезка. Из 

(8.3) следует, что  

0)0(1 p .                                               (8.4) 

     Величина   в выражении (8.3) называется параметром простейшего потока. 

Физический смысл этого параметра будет выяснен в подразд. 8.5. 

     Для доказательства утверждения (8.3) рассмотрим отрезок времени длиной 1 

и обозначим )1(0p  вероятность того, что на этом отрезке не поступит ни одного 

требования. Разобьем этот единичный отрезок на n  равных частей с длиной 

каждого n/1 . В силу стационарности вероятности отсутствия требований на 

этих частичных отрезках одни и те же и равны )/1(0 np , а в силу отсутствия по-

следействия по теореме умножения вероятностей для независимых событий 

nnpp ))/1(()1( 00  . 

Отсюда 

npnp /1
00 ))1(()/1(  . 

Опять из условия отсутствия последействия вероятность отсутствия требований 

на отрезке времени nk /  равна 

nkpnkp /
00 ))1(()/(  . 
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В последнем выражении длина отрезка времени – рациональное число nk / . 

Можно распространить это выражение на отрезок любой действительной дли-

ны t . Действительно, для любого неотрицательного действительного числа t  

можно указать такое целое число k , что при заданном n  будет выполняться 

неравенство 

n

k
t

n

k


1
. 

Так как )(0 tp  есть невозрастающая функция, то 

















  

n

k
pptpp

n

k
p nknk

0
/

00
/)1(

00 ))1(()())1((
1

, 

т. е. 

nknk ptpp /
00

/)1(
0 ))1(()())1(( 

. 

Пусть n . Тогда 

t
n

k

n

k

nn





lim

1
lim  

и 

tptp ))1(()( 00  .                                                 (8.5) 

Итак, для любого действительного неотрицательного t  выполняется равен-

ство (8.5). Так как должно быть 

1)(0 0  tp , 

т. е. 

1))1((0 0  tp , 

то нетривиальный случай будет тогда, когда 
 ep )1(0 , const , 0 . Слу-

чаи 0)1(0 p , 1)1(0 p  малоинтересны.  

     Таким образом, мы нашли, что для простейшего потока 

tetp )(0 .                                                       (8.6) 

Представляя функцию te   рядом Тейлора в окрестности точки 0t , получим 

)(1)(0 tottp  ,                                             (8.7) 
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1)0(0 p .                                                    (8.8) 

Поскольку при любых t  

1)()()( 110   tptptp , 

то при малых t  с учетом условия ординарности (8.1) получаем 

1)()()(1 1  totptot , 

откуда следует (8.3).  

     Итак, мы доказали свойство (8.3). Кроме того, мы получили выражение (8.6), 

определяющее вероятность отсутствия требований на отрезке времени дли-

ной t . Выражение (8.6) определяет также вероятность того, что случайный от-

резок времени   между соседними требованиями простейшего потока будет не 

меньше t  (рис. 8.1): 

tetptP  )()( 0 . 

Тогда  

tetFtP 
  1)()( ,                                           (8.9) 

а это есть функция распределения случайного отрезка времени   между сосед-

ними требованиями простейшего потока. Плотность вероятности этого распре-

деления равна 

tetF
dt

d
tf 

  )()( .                                            (8.10) 

Распределение вида (8.9), (8.10) называется экспоненциальным, т. е. отрезок 

времени   между соседними требованиями простейшего потока является слу-

чайной величиной, распределенной по экспоненциальному закону (8.9). Экспо-

ненциальное распределение символически обозначается как )(E . 
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Рис. 8.1. К закону распределения отрезка времени 

между соседними требованиями простейшего потока 

 

8.3. Дифференциальные уравнения простейшего потока 

 

     Ряд свойств простейшего потока можно получить из дифференциальных 

уравнений, свойственных этому потоку. Для получения этих уравнений обозна-

чим, как и ранее, )(tpk  вероятность того, что на отрезке времени t  поступит 

ровно k  требований. Прежде всего найдем вероятность того, что на отрезке 

времени ht   поступит ровно k  требований. Это событие может произойти од-

ним из следующих способов: за время t  поступит j  требований и за время h  

поступят оставшиеся jk   требований, kj ,0 . Пользуясь теоремами сложе-

ния и умножения вероятностей, получим 





k

j
jkjk hptphtp

0

)()()( . 

Теорема умножения здесь применяется на основе свойства отсутствия после-

действия. Перепишем данное равенство в развернутом виде: 





 

2

0
110 )()()()()()()(

k

j
jkjkkk hptphptphptphtp .               (8.11) 

Оценим сумму в правой части равенства: 





 

2

0
2 )()(

k

j
jkjk hptpR . 

Так как 1)( tp j  как вероятность, то 
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





 

k

i
i

k

j
jkk hphpR

2

2

0
2 )()(  

и тем более 

)()( 1
2

2 hphpR
i

ik 




   . 

Согласно свойству ординарности )()(1 hohp  , значит, )(2 hoRk  . В резуль-

тате вместо (8.11) получаем равенство 

)()()()()()( 110 hohptphptphtp kkk   . 

Учитывая, что )()(1 hohhp  , а также то, что (см. (8.7)) 

)(1)(0 hohhp  , 

получим 

)()()1)(()( 1 hohtphtphtp kkk   . 

Из последнего уравнения следует, что 

)()()(
)()(

1 hotptp
h

tphtp
kk

kk 


 . 

При 0h  получим бесконечную систему дифференциальных уравнений 

)()(
)(

1 tptp
dt

tdp
kk

k
 , ,...2,1k  .                            (8.12) 

К этой системе нужно добавить уравнение для вероятности )(0 tp . Ясно, что 

)()()( 000 hptphtp  , 

или 

))(01)(()( 00 hhtphtp  . 

Разделив обе части этого равенства на h  и устремив h  к нулю, получим 

)(
)(

0
0 tp
dt

tdp
 .                                                 (8.13) 

     Итак, мы доказали, что для вероятностей )(tpk  простейшего потока спра-

ведлива система дифференциальных уравнений (8.13), (8.12). 

 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



153 

8.4. Решение дифференциальных уравнений простейшего потока 

 

     Для решения дифференциальных уравнений (8.13), (8.12) перейдем к функ-

циям: 

)()( 00 tpetf t ,                                                  (8.14) 

)()( tpetf k
t

k
 , ,...2,1k                                      (8.15) 

С учетом выражений (8.8), (8.4), (8.2) можем записать, что 

1)0(0 f , 0...)0()0( 21  ff .                                    (8.16) 

Дифференцируя функции (8.14), (8.15), получим 

)()()()()( tpetftpetpetf k
t

kk
t

k
t

k  
,                      (8.17) 

)()()( 000 tpetpetf tt  
.                                       (8.18) 

Заменяя в выражении (8.17) )(tpk  согласно уравнению (8.12), получим 

)()()()())()(()()( 111 tftftftftptpetftf kkkkkk
t

kk 
  . 

Заменяя в выражении (8.18) )(0 tp  согласно уравнению (8.13), будем иметь 

0)()()( 000   tpetpetf tt
. 

Таким образом, мы получили систему дифференциальных уравнений первого 

порядка для функций )(tfk : 

0)(0  tf ,                                                   (8.19) 

)()( 1 tftf kk  , ,...2,1k  ,                                      (8.20) 

которая может быть последовательно решена, начиная с первого уравнения 

(8.19). Начальное условие для первого уравнения (8.19) имеем из (8.16): 

1)0(0 f . Тогда решением первого уравнения будет функция 

1)(0 tf .                                               (8.21) 

Второе уравнение из (8.20) будет иметь вид 

 )(1 tf . 
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Начальное условие для него имеем из (8.16): 1)0(1 f . Решением этого уравне-

ния будет функция 

ttf )(1 .                                                       (8.22) 

Третье уравнений из (8.20) с учетом решения (8.22) принимает вид 

ttf 2
2 )(  , 

а начальное условие для него следует из (8.16): 1)0(2 f . В таком случае реше-

ние этого уравнения имеет вид 

!2

)(
)(

2

2

t
tf


 .  

Продолжая этот процесс интегрирования уравнений (8.20) с начальными усло-

виями (8.16), получим общее выражение решения: 

!

)(
)(

k

t
tf

k

k


 , ,...2,1,0k  .                                        (8.23) 

Возвращаясь теперь от функций (8.23) к обозначению (8.15), получаем выраже-

ние для вероятности поступления k  требований в отрезке времени t  для про-

стейшего потока: 

t
k

k e
k

t
tp 


!

)(
)( , ,...2,1,0k  .                               (8.24) 

     Формула (8.24) представляет собой известное распределение Пуассона с па-

раметром t . Таким образом, мы получили, что число требований в отрезке 

времени t  для простейшего потока подчиняется пуассоновскому распределе-

нию, которое символически обозначается как )( t . 

 

8.5. Средние характеристики простейшего потока 

 

     Среднее число требований, поступающих на отрезке времени t  для про-

стейшего потока, определяется как среднее значение дискретной случайной ве-

личины   с возможными значениями ,...2,1,0k  и их вероятностями )(tpk  

(8.24): 
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





 












 100 !

)(

!

)(
)()(

k

t
k

k

t
k

k
k e

k

t
ke

k

t
ktkpE  

tete
m

t
te

k

t
te tt

k

m
t

k

k
t 







 














01

)1(

!

)(

)!1(

)(
. 

Тогда среднее число требований, поступающих в единицу времени для про-

стейшего потока, определяется как tE /)(  и равно  . Таким образом, параметр 

  простейшего потока представляет собой среднее число требований, посту-

пающих в единицу времени для простейшего потока. Эта величина называется 

также интенсивностью простейшего потока требований.  

     Средняя длина отрезка времени между соседними требованиями для про-

стейшего потока определяется как среднее значение случайной величины   с 

экспоненциальным распределением (8.10): 


 









1
)()(

0

dttedtttfE t
. 

Таким образом, величина /1  является средней длиной отрезка времени между 

соседними требованиями. 

 

8.6. Другие свойства простейшего потока 

 

     Интервалы времени между соседними требованиями и моменты появления 

требований для случайного потока требований являются, естественно, случай-

ными величинами. Рассмотрим свойства этих случайных величин для простей-

шего потока требований. 

     Пусть i  – моменты наступления событий (появления требований) для про-

стейшего потока. Для совокупности случайных величин n ,...,, 21  найдем ве-

роятность 

)...,,,( 2222211111 nnnnn kthtkthtkthtP  ,       (8.25) 
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рассматривая величины ih  и ik  как бесконечно малые, т. е. считая, что 

i
kh

i t
ii 0,

lim


  (см. рис. 8.2).  

 

 

 

Рис. 8.2. Случайные моменты поступления требований 

 

Для этого рассмотрим полуинтервалы: 

),[ 1101 httA  , ),[ 11111 kthtB  , 

),[ 22112 htktA  , ),[ 22222 kthtB  , 

……………………………………………… 

),[ 11 nnnnn htktA   , ),[ nnnnn kthtB  . 

Вероятность события, состоящего в том, что в интервалах nAA ,...,1  нет ни одно-

го требования потока, а в каждом из интервалов nBB ,...,1  ровно по одному тре-

бованию, равна 

))()(())()(( 2222
)(

1111
)( 112211 khokhekhokhe

kththt



 

 
))()((

)( 11
nnnn

ktht
khokhe knnn  





 

n

i
iiii

tt
khokhe ii

1

)(
))()(( 1 ,                             (8.26) 

где 00 t . Но эта вероятность совпадает с вероятностью (8.25). Следовательно, 

случайный вектор ),...,,( 21 n  обладает плотностью вероятности вида  

)(

1

)( 01 ttn
n

i

tt nii ee





  .                                   (8.27) 
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Последнее означает, что 1 , 12  , …, 1 nn  – независимые случайные ве-

личины, распределенные по экспоненциальному закону с параметром  . 

     Итак, мы доказали следующую теорему. 

     Теорема 8.1. Если ,...,...,, 21 n  – моменты последовательных требований 

простейшего потока, начиная с любого момента времени 0t , то случайный век-

тор ),...,,( 21 n  имеет плотность вероятности вида (8.27), т. е. интервалы вре-

мени 1 , 12  , …, 1 nn  между последовательными требованиями явля-

ются независимыми случайными величинами, распределенными по экспонен-

циальному закону с параметром  . 

     Как следствие из данной теоремы доказывается следующая теорема. 

     Теорема 8.2. При условии, что число событий простейшего потока в интер-

вале ),( ba  равно n  ( n ), моменты этих событий n ,...,, 21  независимы и 

равномерно распределены в интервале ),( ba . 

     Доказательство. Предположим вначале, что моменты n ,...,, 21  появления 

требований расположены в порядке возрастания, т. е. n ...21 . Согласно 

формуле условной вероятности и предыдущей теореме получим 

  )/;1,()/1,( 111 nbnidtttPnnidtttP niiiiii  









 

)(

);1,(

)(

),;1,( 1111

nP

bnidtttP

nP

nbnidtttP niiiniii  

nn
ab

nn

n
abn

dtdt
ab

n

e
n

ab

dtdte



1

)(

1
)(

)(

!

!

)( 











.                                  (8.28) 

Числитель левой части последней строки формулы (8.28) получается умноже-

нием вероятности (8.26) при бесконечно малых величинах ih , ik  и at 0  и ве-

роятности 

)()(
~ nnn tbdttb

ee
  

отсутствия требований в интервале ),( bdtt nn  . Знаменатель левой части фор-

мулы (8.28) записан на основе формулы (8.24). Из выражения (8.28) видно, что 
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вероятность (условная) попадания случайного вектора ),...,,( 21 n  с упорядо-

ченными компонентами в указанную область nidttt iii  1,1 , пропор-

циональна объему ndtdt 1  этой области, что является характеристическим 

свойством многомерного равномерного распределения. Следовательно, выра-

жение (8.28) свидетельствует о том, что случайный вектор ),...,,( 21 n  с упо-

рядоченными компонентами равномерно распределен в n -мерной области 

)...( 1 ba n  . Область равномерного распределения )( 21 ba   для 

случая 2n  иллюстрируются на рис. 8.3, а. 

     С другой стороны, произвольная случайная величина i , равномерно рас-

пределенная в ),( ba , имеет плотность вероятности, равную )/(1 ab   в этой об-

ласти, а n  независимых случайных величин, равномерно распределенных в 

),( ba , имеют совместную плотность вероятности, равную nab )/(1   в области 

nba ),( . Для вероятности )1,( 1 nidtttP iii   будет справедлива формула 

nniii dtdt
ab

nidtttP 11
)(

1
)1,(


 .                      (8.29) 

Поскольку существует !n  равновероятных и несовместных способов упорядо-

чить n  неупорядоченных случайных величин, то для упорядоченной последо-

вательности случайных величин, каждая из которых равномерно распределена 

в ),( ba , вероятность (8.29) по теореме сложения вероятностей для несовмест-

ных событий будет в !n  раз больше и совпадает с правой частью выражения 

(8.28). Следовательно, случайный вектор ),...,,( 21 n , определенный в теореме, 

имеет равномерное распределение в n -мерном гиперкубе 
nba ),( . Область рав-

номерного распределения 
2),( ba  для случая 2n  иллюстрируется на рис. 8.3, 

б. Теорема 8.2 доказана. 
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Рис. 8.3. Области равномерного распределения 

для двух упорядоченных (а) и произвольных (б) моментов времени 21,  

 

а б 
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9. ЦЕПИ МАРКОВА С НЕПРЕРЫВНЫМ ВРЕМЕНЕМ 

 

9.1. Определение. Уравнение Чепмена – Колмогорова 

 

      Будем рассматривать дискретный случайный процесс, т. е. процесс с дис-

кретным множеством состояний и непрерывным временем. Как и в разд. 8, бу-

дем говорить о некоторой системе, которая может находиться в одном из со-

стояний ,...,...,, 21 kEEE и переходит из одного состояния в другое в любой мо-

мент времени t . 

     Определение 9.1. Дискретный случайный процесс )(t  называется цепью 

Маркова с непрерывным временем, если вероятность ),( 21, ttp ji  того, что в мо-

мент времени 2t  система будет находиться в состоянии jE , зависит от того, в 

каком состоянии iE  система находилась в некоторый предыдущий момент вре-

мени 1t , и не зависит от того, в каких состояниях она находилась в более ран-

ние моменты времени ,1t  ,...2t : 

,...))(,)(/)(())(/)((),( 1121221, kijijji EtEtEtPEtEtPttp   . 

Вероятность 

))(/)((),( 1221, ijji EtEtPttp   

есть условная вероятность того, что в момент времени 2t  система будет нахо-

диться в состоянии jE  при условии, что в более ранний момент времени 1t  она 

находилась в состоянии iE . Она называется вероятностью перехода системы из 

состояния iE  в момент времени 1t  в состояние jE  в момент времени 2t . Как 

видим, эта вероятность есть функция двух аргументов 1t  и 2t . 

     Цепь Маркова с непрерывным временем называется однородной, если веро-

ятность ),( 21, ttp ji  зависит только от одного аргумента 12 ttt  : 

)()(),( ,12,21, tpttpttp jijiji  . 
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Вероятность )(, tp ji  называется вероятностью перехода из состояния iE  в со-

стояние jE  за время t  (за промежуток времени t ). В дальнейшем будем рас-

сматривать только однородные цепи Маркова. 

     Вероятности )(, tp ji  образуют матрицу 

))(()( , tptP ji , ,...2,1, ji  ,                                     (9.1) 

которая называется матрицей вероятностей перехода за время t . Элементы этой 

матрицы должны удовлетворять следующим очевидным условиям: 

0)(, tp ji  0t ,                                                      (9.2) 

1)(, 
j

ji tp  0t ,                                                  (9.3) 















 .,0

,,1
)(lim ,

0 ji

ji
tp ji

t
.                                            (9.4) 

Условие (9.4) означает, что за нулевой промежуток времени система не может 

перейти в другое состояние и с вероятностью единица остается в прежнем со-

стоянии. 

     Кроме того, выполняется уравнение Чепмена – Колмогорова, которое опре-

деляет вероятность перехода )(, tp ji  за время t : 

 
k

jkkiji ptptp )()()( ,,,  0, t .                           (9.5) 

     В матричных обозначениях условия (9.4) и (9.5) получают следующий очень 

простой вид: 

IP )0( ,                                                        (9.6) 

)()()(  PtPtP ,                                               (9.7) 

где I  – единичная матрица. 

     По известным условным вероятностям )(, tp ji  можно определить также аб-

солютные (безусловные) вероятности )(ta j  состояний jE , ,...2,1j , в момент 

времени t . Для этого надо знать безусловные вероятности )( 0ta j  для начально-

го момента времени 0t . Тогда  
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 
i

jiij ttptata )()()( 0,0 .                                      (9.8) 

Если ввести вектор-строку безусловных вероятностей 

))(()( tatA i , ,...2,1i  , 

тогда вместо (9.8) можно написать 

)()()( 00 ttPtAtA  . 

 

9.2. Свойства вероятностей перехода 

 

     Сформулируем еще некоторые свойства вероятностей перехода )(, tp ji . Про-

стейшие из них докажем. 

     Теорема 9.1. Вероятности )(, tp ji  непрерывны при любом 0t . 

     Доказательство выполним в матричной форме. По уравнению Чепмена – 

Колмогорова (9.7) для 0t , 0t  получаем 

)()()( tPtPttP  , 

)()(lim)())()((lim)(lim
000

tPtPtPtPtPttP
ttt




, 

что означает непрерывность справа. Записав теперь уравнение Чепмена – Кол-

могорова в виде 

)()()( ttPtPtP  , 

будем иметь 

))()((lim)(lim
00

ttPtPtP
tt




, 

т. е. 

)(lim))()((lim)(
00

ttPttPtPtP
tt




. 

Таким образом, доказана непрерывность слева, а вместе с этим и теорема. 

     Теорема 9.2. Для всех 0t  0)(, tp ii . 

     Доказательство. Для 0t  из свойства (9.4) имеем 0)0(, iip . Из непрерыв-

ности )(, tp ii  следует, что для любого i  существует такое малое число 0 , что 
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0)(, tp ii  при  t0 . Возьмѐм теперь произвольное t  и покажем, что и в этом 

случае 0)(, tp ii . Последовательно применяя уравнение Чепмена – Колмогоро-

ва (9.5), можно получить 


n

n
kk

njkkkkinji tptptptttp
,...,

,2,1,21,

1

211
)()()()...(  . 

Если взять 
n

t
ttt n  ...21 , ji  , ikkk n  ...21 , то получим 

)]/([)( ,, ntptp iiii  . 

Понятно, что при достаточно больших n  nt / . Тогда 0)/(, ntp ii  и, таким 

образом, 0)(, tp ii . 

     Теорема 9.3. При любом i  предел 

iiii
ii

t
qp

t

tp
,,

,

0
)0(

)(1
lim 







 


                                   (9.9) 

существует и конечен. 

     Теорема 9.4. При любых ji   предел 

jiji
ji

t
qp

t

tp
,,

,

0
)0(

)(
lim 












                                     (9.10) 

существует и конечен. 

     В теоремах 9.3, 9.4 утверждается, что вероятности )(1 , tp ii  и )(, tp ji  диф-

ференцируемы при 0t . Справедливо также более общее утверждение: если 

выполняются условия (9.2) – (9.5), то вероятности дифференцируемы при всех 

0t . Теоремы 9.3 и 9.4 принимаем без доказательства. 

     Величины iiq ,  и jiq ,  (9.9), (9.10) есть значения производных функций 

)(1 , tp ii  и )(, tp ji  соответственно при .0t  Содержательный смысл этих вели-

чин можно объяснить следующим образом. При ji   dtq ji,  представляет собой 

вероятность перехода из состояния iE  в состояние jE  за время .dt  Величина 
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dtq ii,1  представляет собой вероятность того, что на промежутке времени dt  

система остается в состоянии .iE  

     На рис. 9.1 представлены примеры функций )(, tp ii , )(, tp ji . Пунктирными 

прямыми изображены касательные при 0t  к функциям )(1 , tp ii  и )(, tp ji . 

Понятно, что iiqtg , , jiqtg , . 

 

 

 

Рис. 9.1. Иллюстрация графиков вероятностей перехода 

 

     В общем случае при всех i  





ij

iiji qq ,, .                                                 (9.11) 

Действительно, поскольку 

1)(, 
j

ji hp , 

или 

)(1)( ,, hphp ii
ij

ji 


, 

то для любого конечного N  имеем 

)(1)( ,
1

, hphp ii

N

ij
j

ji 




. 
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Если разделить последнее неравенство на h  и положить 0h , то получим не-

равенство 

ii

N

ij
j

ji qq ,
1

, 




. 

Так как N  произвольное, а все слагаемые неотрицательные, то получаем 

утверждение (9.11). 

     Легко заметить, что для конечной цепи Маркова с k  состояниями вместо 

неравенства (9.11) справедливо равенство 

ii

k

ij
j

ji qq ,
1

, 




.                                              (9.12) 

     Матрица Q , на главной диагонали которой располагаются величины )( ,iiq , 

а остальными элементами являются jiq , , называется инфинитезимальной мат-

рицей цепи Маркова. Условие (9.12) означает, что сумма элементов каждой 

строки инфинитезимальной матрицы конечной цепи Маркова равна нулю. 

 

9.3. Дифференциальные уравнения для вероятностей перехода 

 

     Цепь Маркова называется консервативной, если при всех i  





ij

iiji qq .,,                                                         (9.13) 

     Теорема 9.5. Вероятности перехода )(, tp ji  консервативной цепи Маркова 

удовлетворяют следующим системам дифференциальных уравнений: 




 )()( ,,, tpqtp jiji ,                                              (9.14) 




 jiji qtptp ,,, )()( .                                              (9.15) 

Система (9.15) называется прямой, а (9.14) – обратной. 

     Чтобы получить прямую систему (9.15), запишем следующее уравнение 

Чепмена – Колмогорова: 
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


 )()()( ,,, tpsptsp iiji                                 (9.16) 

и вычтем из обеих частей вероятности )(, sp ji . Получим 

))(1)(()()()()( ,,,,,, tpsptpspsptsp jjji
j

jijiji  


 . 

Разделим левую и правую части на t  и перейдем к пределу при 0t . Получим 

прямую систему (9.15). 

     Вычитая из обеих частей уравнения (9.16) )(, tp ji , получим 




 
i

jiiijijiji tpsptpsptptsp )())(1()()()()( ,,,,,, . 

Разделив левую и правую части на s  и перейдя к пределу при 0s , получим 

обратную систему (9.14). 

     Обратная и прямая системы (9.14), (9.15) очень компактно записываются в 

векторно-матричной форме: 

)()( tQPtP  ,                                             (9.17) 

QtPtP )()(  .                                             (9.18) 

Начальные условия для этих уравнений задаются выражением (9.6), т. е. 

IP )0( . Каждая из систем (9.17), (9.18) имеет единственное решение 

)0()exp()exp()0()( PQtQtPtP  , 

где функция )exp(Qt  называется матричной экспонентой и определяется в виде 

следующего ряда: 

...
!3

)(

!2

)(
)exp(

32


QtQt

QtIQt  . 

В случае матрицы Q  достаточно простой структуры решение уравнений (9.17), 

(9.18) можно получить в конечной форме (см. подразд. 9.5, 9.6). 

     Для однородной цепи Маркова с непрерывным временем могут существо-

вать предельные вероятности 

)(lim , tpp ji
t

j


  , ,...2,1 jp j  ,                                (9.19) 
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не зависящие от i . Если они существуют, то удовлетворяют следующей систе-

ме уравнений: 




















,1

,0

p

QP
                                                 (9.20) 

где ,...),...,,( 21
  npppP  – вектор-строка предельных вероятностей. Первое из 

уравнений (9.20) получается из прямой системы (9.18), если положить в ней 

0)(  tP  и учесть выражение (9.19). Второе уравнение в (9.20) – это обычное 

условие нормировки для предельных вероятностей. 

     Элементы iiq ,  и jiq ,  инфинитезимальной матрицы Q  определяют вероятно-

сти перехода )(, tp ji  однозначно. Обычно эти вероятности бывают неизвестны. 

Величины же iiq ,  и jiq ,  можно определить из теоретических соображений или 

из экспериментальных данных на основе того факта, что с точностью до членов 

второго порядка малости dtq ji,  равно вероятности перехода системы за время 

dt  из состояния iE  в другое состояние jE , а dtq ii,1  – вероятности того, что за 

время dt  не произойдет ни одного перехода из состояния iE  в другое состоя-

ние. Затем по известным iiq ,  и jiq ,  находят вероятности перехода )(, tp ji  путем 

решения системы дифференциальных уравнений. 

     В подразд. 9.4 – 9.6. рассматриваются примеры цепей Маркова с непрерыв-

ным временем. 

 

9.4. Процессы рождения и гибели 

 

     Рассмотрим цепь Маркова с состояниями ,...,, 210 EEE  и возможностью пере-

хода из состояния iE  только в состояние 1iE  или 1iE , причем из состояния 

0E  возможен переход только в состояние 1E . Такая цепь называется процессом 

рождения и гибели [7, 25], поскольку переход из iE  в 1iE  трактуется как рож-
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дение, а переход из iE  в 1iE  – как гибель. Все элементы инфинитезимальной 

матрицы Q  такого процесса равны нулю, кроме элементов 1, iiq , iiq , , 1, iiq . Бу-

дем использовать более простые обозначения: iiiq 1, , ,...2,1,0i , iiiq 1, , 

,...2,1i , 00  . Процесс рождения и гибели является консервативной цепью 

Маркова, поэтому (см. (9.13)) 

iiiiq , , ,...2,1,0i  . 

Инфинитезимальная матрица Q  процесса рождения и гибели имеет вид 

































........

0..00

0...0

0...0

0...00

3333

2222

1111

00

Q . 

Здесь мы допускаем нумерации строк и столбцов матрицы начиная с нуля. Ре-

шение дифференциальных уравнений (9.17) или (9.18) с такой матрицей коэф-

фициентов Q  в конечной форме и при произвольных i  и i  оказывается за-

труднительным. В такой цепи могут существовать предельные вероятности 

,..., 10
 pp  , которые можно найти. Для этого запишем систему уравнений (9.20) 

в развернутом виде: 











































,0)(

,0)(

,0)(

,0

22111

3322211

2211100

1100

iiiiiii ppp

ppp

ppp

pp

 

Если обозначить  

iiiii zpp  



11 , ,...2,1,0i  , 

то эта система уравнений примет вид 
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
























..........

,0

..........

,0

,0

,0

1

21

10

0

ii zz

zz

zz

z

 

Отсюда следует, что 0...210  zzz . Это значит, что 




  11 iiii pp , ,...2,1,0i  , 

или 











 i

i

i
i pp

1
1 , ,...2,1,0i  . 

Применяя последнюю формулу последовательно несколько раз, получим 




 








1

0 1
0

m

i i

i
m pp , ,...2,1m  .                                   (9.21) 

Величину 

0p  найдем из условия нормировки, т. е. из второго уравнения систе-

мы (9.20): 

1
1

1

0 1
00

1
0

0













  







 













m

m

i i

i

m
m

m
m ppppp . 

Получаем, что 

1

1

1

0 1
0 1








 















  

m

m

i i

ip .                                         (9.22) 

Итак, если выполняется соотношение 





  







 1

1

0 1

1
m

m

i i

i ,                                             (9.23) 

то предельные вероятности существуют и определяются формулами (9.22), 

(9.21). Если же эта величина равна бесконечности, то из (9.22) 00 
p  и из (9.21) 

0
mp  0m . В этом случае предельных вероятностей не существует. Физи-
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чески это означает, что система с течением времени будет переходить в состоя-

ния с возрастающими номерами, уходя в бесконечность. 

     В случае   ...10 ,  ...21  процесс гибели и рождения можно 

рассматривать как математическую модель системы массового обслуживания 

(см. подразд. 9.7). 

 

9.5. Процессы чистого рождения и чистой гибели 

 

     Цепь Маркова с состояниями ,...,, 210 EEE  и возможностью перехода из со-

стояния iE  только в состояние 1iE  называется процессом чистого рождения. В 

сравнении с процессом рождения и гибели здесь все i  равны нулю, т. е. инфи-

нитезимальная матрица Q  имеет вид 

































........

0...000

0...00

0...00

0...00

3

22

11

00

Q . 

     Легко записать прямую систему дифференциальных уравнений (9.15) для 

вероятностей перехода ).(, tp ji  Для любого 0i : 



























..........

),()()(

..........

),()()(

),()()(

),()(

1,1,,

1,12,22,

0,01,11,

0,00,

tptptp

tptptp

tptptp

tptp

ninninni

iii

iii

ii

                           (9.24) 

Решение системы уравнений (9.24) можно получить последовательно, начиная 

с первого уравнения. Для получения решения рассмотрим случай 0i , кото-

рый представляется нам наиболее важным. Начальные условия (9.6) в этом слу-

чае означают, что 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



171 

1)0(0,0 p , 0)0(,0 np  0n . 

В частности, из первого уравнения системы уравнений (9.24) с учетом началь-

ного условия 1)0(0,0 p  находим 

t
etp 0)(0,0


 . 

Подставляя это решение во второе уравнение системы (9.24), получим уравне-

ние 

t
etptp 0

01,011,0 )()(


 , 

интегрирование которого приведет к решению 

)()( 10

01

0
1,0

tt
eetp







 . 

Мы не будем продолжать решение дальше. Отметим лишь, что решения )(, tp ji  

системы уравнений (9.24) неотрицательны при всех tji ,, . Однако, если k  рас-

тут слишком быстро при возрастании k , то может случиться, что 1)(
0

, 


j
ji tp , 

т. е. вероятности не будут удовлетворять условию нормировки. Доказано, что 

для того, чтобы при всех значениях t  решения )(, tp ji  системы уравнений (9.24) 

удовлетворяли соотношению 1)(
0

, 


j
ji tp , необходимо и достаточно расходи-

мости ряда 





0

1

k
k , т. е. выполнения условия 








0

1

k
k . 

     Цепь Маркова с состояниями ,...,, 210 EEE  и возможностью перехода из со-

стояния iE  только в состояние 1iE , называется процессом чистой гибели. В 

сравнении с процессом рождения и гибели здесь все i  равны нулю, т. е. инфи-

нитезимальная матрица Q  имеет вид 
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





























........

0..000

0...00

0...00

0...0000

33

22

11

Q . 

     Прямая система дифференциальных уравнений (9.15) для вероятностей пе-

рехода )(, tp ji  для любого 0i  имеет вид 



























..........

),()()(

..........

),()()(

),()()(

),()(

1,1,,

3,32,22,

2,21,11,

1,10,

tptptp

tptptp

tptptp

tptp

ninninni

iii

iii

ii

 

Важным для нас является случай ni  , поскольку нас будут интересовать пере-

ходы из состояния nE  в состояние jE  при jn  . Начальные условия (9.6) в 

этом случае означают, что 

1)0(, nnp , 0)0(, jnp  nj  , 

а система дифференциальных уравнений принимает вид 























).()(

..........

),()()(

),()()(

),()(

,,

3,32,22,

2,21,11,

1,10,

tptp

tptptp

tptptp

tptp

nnnnn

nnn

nnn

nn

                                (9.25) 

Решение этой системы уравнений можно получить последовательно, как и для 

процессов чистого рождения, однако мы не будем этим заниматься. В под-

разд. 9.6 приводится решение системы уравнений (9.25) в частном случае 

 ...21 . 
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9.6. Пуассоновский процесс 

 

     Процесс чистого рождения, в случае когда   ...10 , называется пуас-

соновским процессом. Инфинитезимальная матрица пуассоновского процесса 

имеет вид: 

































........

0...000

0...00

0...00

0...00

Q . 

Следовательно, для любого 0i  вместо (9.24) мы имеем следующую систему 

дифференциальных уравнений: 



























..........

),()()(

..........

),()()(

),()()(

),()(

1,,,

1,2,2,

0,1,1,

0,0,

tptptp

tptptp

tptptp

tptp

ninini

iii

iii

ii

                                 (9.26) 

с начальными условиями 

1)0(0,0 p , 0)0(,0 np  0n .                                  (9.27) 

Нас будет интересовать случай 0i , т. е. вероятности перехода из состояния 

0E  в состояние nE . Состояние kE  будем понимать как то, что случайный про-

цесс принимает численное значение k . Будем решать систему уравнений: 



























..........

),()()(

..........

),()()(

),()()(

),()(

1,0,0,0

1,02,02,0

0,01,01,0

0,00,0

tptptp

tptptp

tptptp

tptp

nnn

                                   (9.28) 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



174 

Для решения системы (9.26) воспользуемся приемом, примененным в под-

разд. 8.4, т. е. введем вспомогательные функции: 

)()( 0,00,0 tpetf t ,                                             (9.29) 

)()( ,0,0 tpetf k
t

k
 , ,...2,1k                                   (9.30) 

С учетом выражений (9.27) мы можем записать, что 

1)0(0,0 f , 0...)0()0( 2,01,0  ff .                             (9.31) 

Дифференцируя функции (9.29), (9.30) получим 

)()()( 0,00,00,0 tpetpetf tt   .                               (9.32) 

)()()()()( ,0,0,0,0,0 tpetftpetpetf k
t

kk
t

k
t

k   .              (9.33) 

Заменяя в уравнениях (9.32), (9.33) вероятности )(,0 tp k  согласно уравнениям 

(9.28), получим 

0)()()( 0,00,00,0   tpetpetf tt , 

 
 ))()(()()( 1,0,0,0,0 tptpetftf kk

t
kk  

)()()()( 1,01,0,0,0 tftftftf kkkk   . 

Таким образом, мы получили систему дифференциальных уравнений первого 

порядка для функций )(tfk : 

0)(0,0  tf ,                                                   (9.34) 

)()( 1,0,0 tftf kk  , ,...2,1k  ,                                  (9.35) 

которая может быть последовательно решена начиная с первого уравнения 

(9.34). Начальное условие для первого уравнения (9.34) имеем из (9.31): 

1)0(0,0 f . Тогда решением уравнения (9.34) будет функция 

1)(0,0 tf . 

Первое уравнение из (9.35) будет иметь вид 

 )(1,0 tf . 
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Начальное условие для него получаем из (9.31): 0)0(1,0 f . Решением этого 

уравнения будет функция 

ttf )(1,0 .                                                       (9.36) 

Третье уравнений из (9.35) с учетом решения (9.36) принимает вид 

ttf 2
2,0 )(  , 

а начальное условие для него следует из (9.31): 0)0(2,0 f . В таком случае ре-

шение этого уравнения имеет вид 

!2

)(
)(

2

2,0

t
tf


 . 

Продолжая этот процесс интегрирования уравнений (9.35) с начальными усло-

виями (9.31), получим общее выражение решения: 

!

)(
)(,0

k

t
tf

k

k


 , ,...2,1,0k  .                                        (9.37) 

Возвращаясь теперь от функций (9.37) к обозначениям (9.30), получаем иско-

мое выражение для вероятностей перехода: 

t
k

k e
k

t
tp 


!

)(
)(,0 , ,...2,1,0k  . 

Мы видим, что вероятности )(,0 tp k  подчиняются формуле Пуассона. Отсюда 

происходит название этого процесса. 

     Пуассоновский процесс более известен как пуассоновский или простейший 

поток требований в системе массового обслуживания (СМО) (см. разд. 8). Если 

считать, что состояние kE  означает наличие в СМО k  требований, то вероят-

ность )(,0 tp k  означает поступление в СМО k  требований за время t . Таким об-

разом, количество требований, поступающих в СМО за время t , подчиняется 

распределению Пуассона: 

t
k

ekP
k

t 


!

)(
)( , ,...2,1,0k  . 
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Параметр   пуассоновского процесса представляет собой среднее количество 

требований, поступающих в СМО в единицу времени (см. подразд. 8.5), вели-

чина /1  – среднее время между соседними требованиями. 

     Таким образом, пуассоновский поток требований в СМО можно рассматри-

вать с позиций теории цепей Маркова с непрерывным временем как цепь чи-

стого рождения. 

     Рассмотрим также цепь чистой гибели в случае  ...21 . В этом слу-

чае система дифференциальных уравнений (9.25) принимает вид 
































).()(

),()()(

..........

),()()(

..........

),()()(

),()(

,,

,1,1,

1,,,

2,1,1,

1,0,

tptp

tptptp

tptptp

tptptp

tptp

nnnn

nnnnnn

jnjnjn

nnn

nn

                                (9.38) 

Эту систему можно решить так же, как это было сделано в случае системы 

(9.28), т. е. путем введения вспомогательных функций: 
















1,...,2,1),()(

),()(

,,

,,

nnjtpet

tpet

jn
t

jn

nn
t

nn

.
                           (9.39) 

Дифференцирование этих функций дает выражения 

)()()( ,,, tpetpet nn
t

nn
t

nn   , 

)()()( ,,, tpetpet jn
t

jn
t

jn   , 1,...,2,1  nnj . 

С учетом уравнений (9.38) эти выражения приводятся к виду 

0)(,  tnn , 

)()( 1,, tt jnjn  , 1,...,2,1  nnj . 

Последовательное интегрирование последних уравнений, начиная с первого, с 

учетом начальных условий 
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1)0(,  nn , 0...)0()0( 2,1,   nnnn , 

приводит к решению 1)(,  tnn , 
)!(

)(
)(,

jn

t
t

jn

jn







, 1,...,2,1  nnj . Возвраща-

ясь в выражениях (9.39) к вероятностям )(, tp jn , получим решение уравнений 

(9.38) для цепи чистой гибели: 

t
jn

jn e
jn

t
tp 








)!(

)(
)(, , 1,...,2,1,  nnnj ,                       (9.40) 





n

j
jnn tptp

1
,0, )(1)( .                                         (9.41) 

Распределение вероятностей (9.40), (9.41) подобно распределению Пуассона, но 

им не является, поскольку здесь мы имеем конечное число возможных значе-

ний случайной величины. Иногда оно называется усеченным распределением 

Пуассона. 

 

9.7. Процесс рождения и гибели как математическая модель 

системы массового обслуживания 

 

     Процессы рождения и гибели в случае  ...10 ,  ...21  пред-

ставляют собой математическую модель одноканальной системы массового об-

служивания (СМО) с пуассоновским входным потоком и экспоненциальным 

распределением длительностей обслуживания (модель типа M/M/1). В этом 

случае отношение 1/  ii  в (9.21), (9.22) обозначается как  / , и эти фор-

мулы преобразуются к виду 

m
m pp  

0 , ,...2,1m  . 

12
1

1
0 ...)1(1 






 







 

m

mp . 

При 1  соотношение (9.23) выполняется, так что получим 
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













 1
1

1
...)1(

1

12
0p .                            (9.42) 

m
mp  )1( , ,...2,1,0m  .                                       (9.43) 

Величина  / , (  01 p ) называется коэффициентом загруженности об-

служивающего прибора. Если состояние mE  трактовать как факт нахождения в 

системе m  требований, то вероятности 
mp , ,...2,1,0m  , представляют собой 

вероятности того, что в установившемся режиме в СМО будет находиться m  

требований. Вероятность 

0p , определяемую формулой (9.42), называют веро-

ятностью простоя СМО. Если обозначить как   число требований в СМО, то 

формула (9.43) определяет распределение вероятностей этой случайной вели-

чины. Распределение вида (9.43) называется геометрическим с параметром 

1  и обозначается )1( G . Теперь мы можем найти среднее число требова-

ний в установившемся режиме функционирования СМО как математическое 

ожидание указанной случайной величины  : 









 












1
)1()(

00 i

i

i
ii ipxEa . 

Здесь мы не демонстрировали процесс вычисления математического ожидания, 

а воспользовались результатом, известным из теории вероятностей. Точно так 

же получаем дисперсию числа требования в установившемся режиме функцио-

нирования СМО: 

2

222

)1(
)())((




  aEaEd . 

Вероятность того, что в установившемся режиме в СМО будет не менее N  тре-

бований, определяется выражением 










 
Ni

Ni

Ni
ipNP )1()( . 
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Длина очереди q  в СМО определяется как число требований в системе, если 

это число равно нулю, и как число требований в системе минус единица, если 

это число больше нуля. Иначе говоря, 










0. если,1

0, если,
q  

Тогда средняя длина очереди определится выражением 

 
















101
0 )1(0)(

i
i

i
i

i
iq pippipqEa  

)(1
)1(

1
)1()(

22

0













 pE . 

     Можно найти также другие характеристики СМО, однако это потребует до-

полнительных рассуждений. Поэтому приведем лишь конечные результаты. 

     Время пребывания требования в системе t  определяется как время пребыва-

ния требования в очереди qt  плюс время обслуживания требования st : 

sq ttt  . 

Такое же соотношение сохраняется для средних значений этих случайных ве-

личин. Среднее время пребывания требования в системе определяется выраже-

нием 




1
)(tEat . 

Среднее время пребывания требования в очереди равно 

)(
)(




 qt tEa

q
. 

Среднее время обслуживания требования 




1
qs ttt aaa . 

Время занятости обслуживающего прибора обозначим pt . Среднее время заня-

тости прибора определяется выражением 
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


1
)( pt tEa

p
. 

 

9.8. Случайный телеграфный сигнал 

 

     Рассмотрим конечную цепь Маркова с непрерывным временем и двумя со-

стояниями 1Е  и 2Е . Пусть эти состояния имеют численные значения 11 E  и 

12 E , причем вероятность перехода за малое время t  в другое состояние 

определяется условием 

).()()( 1,22,1 tottptp   

Такой процесс называется случайным телеграфным или случайным двоичным 

сигналом. Одна из реализаций этого процесса приведена на рис. 9.2. 

 

 

 

Рис. 9.2. Реализация случайного телеграфного сигнала 

 

Условие (9.12) означат, что инфинитезимальная матрица процесса имеет сле-

дующий вид: 


















Q . 

Матрица вероятностей перехода )(tP  (9.1) имеет размер 2x2: 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



181 











)()(

)()(
)(

2,21,2

2,11,1

tptp

tptp
tP . 

Найдем эту матрицу как решение прямой системы дифференциальных уравнений 

QtPtP )()(   

с начальными условиями 











10

01
)0( IP . 

Известно, что решением этих уравнений является матричная экспонента, кото-

рая определятся как следующий ряд: 

))(
!3

1
)(

!2

1
()0()( 32  QtQtQtIIePtP Qt .               (9.44) 

Отсюда получаем, что 


















.
2

1

2

1
)()(

,
2

1

2

1
)()(

2
1,22,1

2
2,21,1

t

t

etptp

etptp

                                        (9.45) 

Чтобы убедиться в справедливости последних формул, необходимо разложить 

эти функции в ряды Тейлора в окрестности нуля и сравнить их с рядом (9.44) 

для матрицы )(tP . 

     Для случайного телеграфного сигнала существуют предельные вероятности 

)(lim , tpp ji
t

j


  . 

Из формул (9.45) при t  получаем 

2

1
21   pp . 

Эти вероятности будут для больших моментов времени и безусловными: 

2

1
)1)((1  tPa , 

2

1
)1)((2  tPa . 
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Теперь можно найти математическое ожидание и ковариационную функцию 

телеграфного сигнала. Для больших моментов времени (т. е. для стационарного 

состояния) получим 

0
2

1

2

1
)1)((1)1)((1))((  tPtPtE , 

 ))()(()( ttER  

  )()1()1()(1)1()()1(1)(11 2,221,222,111,11 papapapa  

 
















 22222

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1
eeeee , 0 . 

Учитывая, что ковариационная функция является четной, получаем выражение 

ковариационной функции для любых  : 


 

2
)( eR . 

Мы получили ковариационную функцию вида (2.9) и пример того, где она 

встречается на практике. 
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