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     Рассматривается задача линейной аппроксимации векторных статистических данных. Как извест-

но, классическая линейная функция регрессии минимизирует сумму квадратов вертикальных рассто-

яний от системы точек до аппроксимирующей плоскости. В данной статье рассматривается иной 

подход к аппроксимации, когда минимизируется сумма квадратов перпендикулярных расстояний от 

системы точек до плоскости. Такая аппроксимация названа симметричной. Получены формулы ап-

проксимирующих линейных многообразий в параметрической форме. Решение задачи выполнено в 

векторно-матричной форме. Приведены численные примеры и их графические иллюстрации в срав-

нении с известными результатами из литературы и классического линейного регрессионного анализа. 

 

     Введение. В настоящее время теоретическое обоснование и широкое применение получил линей-

ный регрессионный анализ в виде множественной (скалярно-векторной) линейной регрессии. Задача 

в этом случае состоит в выборе параметров 0c , 1c , …, 1mc  линейной функции 

11110 ... mmm xcxccx , доставляющих минимум сумме квадратов расстояний от наблюдений 

imx , , эндогенной компоненты m  случайного вектора ),...,( 1 m  до значений 

immi xcxcc ,11,110 ... , ni ,1 , предсказанных данной функцией: 

11,0 ,...,
1

2

,11,110, min)...(
mccc

n

i

immiim xcxccx .                            (1) 

Аппроксимирующая функция 11110 ... mmm xcxccx  представляет собой гиперплоскость в 
mE , 

а критерий (1) минимизирует сумму квадратов расстояний от точек 
m

imii ExxX ),...,( ,,1  до этой 

гиперплоскости, отсчитываемых вдоль оси mx , т.е. по вертикали. Полученная при этом функция яв-

ляется условным эмпирическим математическим ожиданием случайной величины m  на случайные 

величины 1 ,…, 1m  (эмпирической линейной регрессией m  на 1 ,…, 1m ). 

     Возможен также иной подход к аппроксимации векторных данных 
m

imii ExxX ),...,( ,,1 , состо-

ящий в минимизации суммы квадратов расстояний от точек 
m

i EX  до искомой гиперплоскости в 

mE . Этот подход рассматривался в работах [1, 2], однако не получил широкого освещения в стати-

стической литературе. В данной работе дается независимое решение этой проблемы. В отличие от 

работ [1, 2] решение получено в векторно-матричной форме. 

 

     1. Линейные многообразия в многомерном арифметическом пространстве. Как известно [3], в 
mR  можно определить линейные многообразия в параметрической форме 

m

rmrm RCtCtCX ...110 , mr1 , 10t ,                                (2) 

где ),...,( ,01,00 m

T ccC , ),...,( ,11,11 m

T ccC , …, ),...,( ,1, mrmrm

T

rm ccC  – линейно независимые векто-

ры в 
mR , 1t ,…, rmt  – скалярные действительные параметры, X  – вектор-столбец в 

mR . Многообра-

зие (2) называется )( rm -мерной гиперплоскостью в 
mR , а векторы 1C ,…, rmC  – направляющими 

векторами этой гиперплоскости. 

     Для выяснения содержательного смысла линейного многообразия (2) запишем его виде 
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CTCX 0 ,                                                              (3) 

где ],...,,[ 21 rmCCCC  – ))(( rmm -матрица, столбцами которой являются векторы-столбцы 

rmCCC ,...,, 21 , а ],...,,[ 21 rm

T tttT  – вектор параметров rmttt ,...,, 21 . Представим матрицу C  и век-

торы 0, CX  в виде 

r

rm

C

C
C , 

r

rm

X

X
X , 

r

rm

C

C
C

,0

,0

0 ,                                     (4) 

где rmC  – ))()(( rmrm -матрица, rC  – ))(( rmr -матрица, ),...,,( 21 rm

T

rm xxxX , 

),...,,( 21 mrmrm

T

r xxxX , ),...,,( ,02,01,0,0 rm

T

rm cccC , ),...,( ,02,01,0 mrmrm

T

r cccC . Тогда вместо 

уравнения (3) мы можем записать два уравнения 

.

,

,0

,0

TCCX

TCCX

rrr

rmrmrm
                                                            (5) 

В силу линейной независимости векторов rmCCC ,...,, 21  матрица rmC  не вырожденная, и мы можем 

из первого уравнения системы уравнений (5) найти вектор параметров T : 

)()( ,0

1

rmrmrm CXCT . 

Подставляя это решение во второе уравнение системы (5), получим 

)()( ,0

1

,0 rmrmrmrrr CXCCCX .                                         (6) 

Последнее выражение показывает, что в случае )( rm -мерной гиперплоскости в 
mR  r  произволь-

ных компонент вектора X , принадлежащего гиперплоскости, линейно выражаются через остальные 

)( rm  компонент этого вектора. Формула (6) представляет собой эту зависимость в явной форме 

для последних r  компонент вектора X . В частности, при 0rm  многообразие (2) называется 

нульмерной гиперплоскостью в 
mE  с уравнением 0CX  и является точкой в 

mR . При 1rm  

это одномерная гиперплоскость в 
mR , то есть прямая с уравнением 110 CtCX , проходящая через 

точку 0C  в направлении вектора 1C . При 1mrm  это уравнение )1(m -мерной гиперплоско-

сти в 
mR  (гиперплоскости в 

mR  в классическом понимании). Итак, выражение (6) является эквива-

лентным представлением гиперплоскости (2). 

     Обратно, легко заметить, что выражение (6) представляет собой векторно-векторную (многомер-

ную) линейную среднюю квадратичную регрессию, если считать, что rmrmrm DDC )(  – дис-

персионная матрица некоторого случайного вектора rm , rmrrmrr RC ,),cov(  – ковариаци-

онная матрица случайных векторов r  и rm , )(,0 rmrm EC , )(,0 rr EC  – математические 

ожидания случайных векторов rm  и r  соответственно. Это значит, что многомерная линейная 

средняя квадратичная регрессия вида 

)()( ,0

1

,,0 rmrmrmrmrrr CXDRCX  

представляет собой )( rm -мерное многообразие в 
mR , имеющее параметрическое уравнение (3) с  

rmr

rm

R

D
C

,

, 

r

rm

X

X
X , 

r

rm

r

rm
E

C

C
C0 . 

 

     2. Постановка и решение задачи симметричной аппроксимации векторных статистических 

данных. Пусть 
m

m

T E),...,( 1  – случайный вектор в 
mE  со средним значением )(EA  и 

положительно определенной дисперсионной матрицей )))((( TAAED . Поставим задачу 
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определения векторов 0C , 1C , …, rmC  линейного многообразия (2), обеспечивающих минимальную 

вариацию квадрата расстояния 
2

 от точки  до многообразия: 

rmCCC
rmrm CtCtCE

,...,,
110

2

10

min))...,(( .                               (7) 

     Перейдем к решению задачи. Квадрат расстояния 
2
 от точки  до линейного многообразия (2) 

вычисляется по формуле [3] 

)det(

)
~~

det(2

CC

CC
T

T

,                                                               (8) 

где ],...,,[ 21 rmCCCC  – ))(( rmm -матрица, столбцами которой являются векторы-столбцы 

rmCCC ,...,, 21 , ],[],,...,,[
~

0021 CCCCCCC rm  – ))1(( rmm -матрица. Рассматривая 

эти матрицы как блочные, получим 

)()( , j

T

iji

T CCzCCZ , rmji ,1, , 

,1,

,1,,1

,,1,1

,,1,

),()(

),(

,)(

,

)~(
~~~

00

0

0

,

rmji

rmjrmi

rmjrmi

rmji

CC

CC

CC

CC

zCCZ

T

T

i

j

T

j

T

i

ji

T
. 

Будем искать единичные ортогональные векторы rmCCC ,...,, 21 . В этом случае искомыми компонен-

тами векторов rmCCC ,...,, 21  будут направляющие косинусы, будут выполняться равенства 

0j

T

i CC  при ji , 1i

T

i CC , матрица Z  будет единичной, а матрица Z
~

 в развернутой форме 

примет следующий вид: 

)()(,)(,...,)(,)(

)(,1,...,0,0

)(,0,...,0,0

)(,0,...,1,0

)(,0,...,0,1

~

0002010

0

03

02

01

CCCCCCCC

CC

CC

CC

CC

Z

T

rm

TTT

T

rm

T

T

T


. 

Определитель матрицы Z  равен единице: 1)det( CCT
. Определитель матрицы Z

~
 получим, рас-

крывая его по элементам последней строки матрицы Z
~

: 
rm

i

i

TT

i

TT CCCCCCCC
1

0000

2 ))(()()()
~~

det( . 

Нас интересует математическое ожидание случайной величины 
2
. Легко понять, что 

rm

i

i

T

i CDCDtrE
1

2 ~~
)( ,                                                         (9) 

где )))(((
~

00

TCCED . Преобразуем матрицу D
~

 следующим образом: 

))))(())())(()(())(((()))(((
~

0000

TT CEECEEECCED  

MD , 

где 

)))())(((( TEEED , 

TCECEM ))()()(( 00 , 
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D  – дисперсионная матрица случайного вектора . С учетом данного представления матрицы D
~

 

выражение (9) принимает вид: 

)()()(
11

2
rm

i

i

T

i

rm

i

i

T

i MCCtrMCDCtrDE .                                  (10) 

Необходимыми условиями минимума функции )( 2E  являются следующие уравнения: 

0)( 2

0

E
C

, 0)( 2E
Ci

, rmi ,1 , 

где )( 2

0

E
C

, )( 2E
Ci

, rmi ,1 , – производные скалярной функции )( 2E  по вектор-

ным переменным rmCCCC ,...,,, 210  (скалярно-векторные производные) [4, 5]. Дифференцирова-

ние )( 2E  (10) по 0C  дает уравнение 

0))(())((2)()(
1

00

10

2

0

rm

i

T

ii

rm

i

i

T

i CECCCEMCCtrM
C

E
C

, 

из которого получаем 

AEC )(0 .                                                           (11) 

При таком значении 0C  получим 0M , 0
1

rm

i

i

T

i MCCtrM , так что вместо дифференцирования 

по rmCCC ,...,, 21  функции )( 2E  (10) мы можем выполнять дифференцирование функции 

)(),...,,(
1

21

rm

i

i

T

irm CDCtrDCCC .                                        (12) 

В результате дифференцирования получим уравнения 

02),...,,( 21 krm

k

CDCCC
dC

d
, rmk ,1 , mr1 .                       (13) 

Представим матрицу D  в виде IDD 1 , где I  – единичная матрица,  – действительное чис-

ло. Тогда уравнения (13) примут вид: 

kk CCD1 , rmk ,1 , mr1 . 

Это значит, что искомые векторы kC  являются собственными векторами матрицы IDD1 . Од-

нако, как известно [6], матрицы D  и ID  имеют одни и те же собственные векторы. В таком 

случае в качестве искомых векторов kC  можно взять собственные векторы дисперсионной матрицы 

D  случайного вектора . Матрица D  имеет m  собственных векторов. При отыскании )( rm -

мерного многообразия нам необходимо из m  собственных векторов матрицы D  отобрать )( rm  

векторов, доставляющих минимальное значение функции ),...,,( 21 rmCCC  (12), или, в силу поло-

жительной определенности матрицы D , максимальное значение функции 

rm

i

i

T

irm CDCCCC
1

21 ),...,,( . 

Можно показать [6], что если mCCC ...,,, 21  – единичные собственные векторы матрицы D  и 

m...21  – соответствующие им собственные числа, то m

T

m

TT CDCCDCCDC ...2211 . В 

силу этого свойства в качестве направляющих векторов rmCCC ,...,, 21  искомых линейных многооб-

разий следует взять )( rm  собственных векторов матрицы D , соответствующих максимальным 
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собственным числам. Например, при отыскании прямой линии ( 1mr ) нужно выбрать один из 

m  собственных векторов, а именно, собственный вектор 1C , соответствующий максимальному соб-

ственному числу 1 . При отыскании )1(m -мерной гиперплоскости ( 1r ) выбираются 1m  

собственных векторов 121 ...,,, mCCC , соответствующих собственным числам 

121 ... m . При отыскании точки собственные векторы находить не нужно: искомой точкой 

0C  будет математическое ожидание случайного вектора  (11). 

     Таким образом, мы доказали следующую теорему. 

     Теорема. Пусть 
m

m

T E),...,( 1  – случайный вектор в m -мерном евклидовом пространстве 

mE  со средним значением )(0 EAC  и положительно определенной дисперсионной матрицей 

)))((( TAAED , m...21  – собственные числа матрицы D , mCCC ,...,, 21  – со-

ответствующие этим числам собственные векторы. Тогда линейное многообразие (2) (или (3)) 

обеспечивает минимальную вариацию )),(( 2 XE  квадрата расстояния 
2

 от точки  до этого 

многообразия. При разбиении в (3) векторов X , 0C  и матрицы C  на блоки в виде (4) полученное 

многообразие (3) может быть представлено в форме (6). 

     Если теоретические моменты A , D  случайного вектора  заменить соответствующими эмпи-

рическими моментами 
n

i

ioX
n

A
1

,

1
,                                                                    (14) 

n

i

T

ioio AXAX
n

D
1

,, ))((
1 

,                                                   (15) 

где ioX , , ni ,1 , – векторы-столбцы наблюдений случайного вектора , то мы получим симметрич-

ную эмпирическую аппроксимация векторных статистических данных линейными многообразиями. 

     3. Примеры. Для демонстрации техники предложенной аппроксимации и ее графической иллю-

страции рассмотрим два примера.  

     Пример 1. Этот пример взят из работы К. Пирсона [1]. Заданы 4 точки ),,( 3,2,1,, ooo

T

io xxxX  в 

трехмерном пространстве: 

)219,16,2(1,

T

oX , )261,26,2(2,

T

oX , )127,16,4(3,

T

oX , )231,26,4(4,

T

oX .       (16) 

В [1] получена следующая симметричная аппроксимация этих данных плоскостью: 

003778,16935823,702187,38 213 xxx .                                   (17) 

В соответствии с подходом нашей работы для получения симметричной аппроксимации необходимо 

по имеющимся данным найти выборочное среднее A


 (14) и выборочную дисперсионную матрицу 

D


 (15). Получим 

209,5000

21,0000

3,0000

A


, 
310

2,50270,18250,0305-

0,18250,02500

0,0305-00,0010

D


. 

Далее необходимо найти собственные числа 321  и соответствующие им собственные векто-

ры 321 ,, CCC  матрицы D


. Имеем 

3

1 102,5165 , 
3

2 100,0121 , 
3

3 100,0002 , 
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0,9973

0,0730

0,0121-

C1 , 

0,0694-

0,9791

0,1913

C2 , 

0,0258

0,899-

0,9815

C3 . 

Наконец, записываем аппроксимирующие многообразия в параметрической форме. Для двухмерной 

плоскости 

2211 CtCtAY


,                                                            (18) 

прямой линии 

11CtAY


                                                                   (19) 

и точки 

AY


.                                                                        (20) 

     С помощью уравнения (6) вместо уравнения плоскости в параметрической форме (18) мы имеем 

эквивалентное уравнение в обычной форме: 

0169,043637,3582238,02214 213 xxx .                                   (21) 

Соответствующие коэффициенты уравнений (17) и (21) совпадают с точностью до четырех значащих 

цифр. Кратчайшее расстояние от точки )127,16,4(3,

T

oX  до плоскости (18) (или (21)), подсчитанное 

по формуле (8), равняется 0,1984, в то время как расстояние от этой точки до плоскости по вертикали 

составляет 7,6867. Эти числа согласуются с соответствующими числами работы [1]. Сумма квадратов 

кратчайших расстояний от всех четырех точек до плоскости (18) (или (21)), подсчитанная по формуле 

(8), составляет 0,7913, а сумма квадратов расстояний от четырех точек до этой же плоскости по вер-

тикали составляет 1187,7. Полученные цифры служат подтверждением правильности решения опти-

мизационной задачи (7). 

     Классическая линейная средняя квадратичная регрессия, рассчитанная по тем же данным (16), 

определяется выражением: 

)21(3,7)3(30,5-209,5 213 xxx .                                    (22) 

Сумма квадратов расстояний от четырех точек до этой плоскости по вертикали составляет 961. Это 

меньше, чем для предыдущей аппроксимации, что также согласуется с теорией. 

     На рисунке 1 изображены заданные точки (16), аппроксимирующие плоскости (17), (21), (22), ап-

проксимирующая прямая (19) и аппроксимирующая точка (20). Как видно из рисунка, аппроксими-

рующая плоскость (21) данной статьи совпадает с плоскостью (17), полученной К. Пирсоном. Вместе 

с тем эти плоскости отличаются, хотя и незначительно, от плоскости (22), определяемой классиче-

ской линейной средней квадратичной регрессией. 
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Рис. 1. Графическая иллюстрация к примеру 1 

Figure 1. Graphical illustration to the example 1 

 

 

     Пример 2. Моделировались реализации четырехмерного случайного вектора ),,,( 4321

T
 с 

нормальным (гауссовским) распределением, нулевым средним значением )0,0,0,0(TA , диспер-

сиями компонент 1)()()()( 4321 DDDD  и корреляционной матрицей  

15,06,07.0

5,016,03,0

6,06,016,0

7,03,06,01

. 

По одной из выборок объема 100n  получены следующие характеристики: выборочное среднее 

0,0524-0,0761-0,1051-0,16980

TT CA


, 

выборочная дисперсионная матрица 

5803,21649,14540,15448,1

1649,12561,34030,14992,0

4540,14030,15348,25246,1

5448,14992,05246,15210,2

D


, 

собственные числа 4321  выборочной дисперсионной матрицы D


 

6,53691 , 2,52262 , 1,09733 , 0,73544  

и соответствующие этим собственным числам собственные векторы 4321 ,,, CCCC  
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0,5186

0,4826

0,5336

0,4620

C1 , 

0,2052

0,8088-

0,0575

0,5481

C2 , 

0,7610

0,0349

0,6257-

0,1678-

C3 , 

0,3315

0,3343-

0,5661

0,6767-

C4 . 

Полученные собственные векторы позволяют записать уравнения аппроксимирующих плоскостей: 

нульмерной AX


, одномерной 11CtAX


, двумерной 2211 CtCtAX


 и трехмерной 

332211 CtCtCtAX


. Остановимся более подробно на двумерной аппроксимирующей плоско-

сти 2211 CtCtAX


, для чего получим ее эквивалентное представление в виде (6). В соответствии 

с формулами (4) имеем 

0,20520,5186

0,8088-0,4826

0,05750,5336

0,54810,4620

),( 21 CCC , 

4

3

2

1

x

x

x

x

X , 

0,0524-

0,0761-

0,1051-

0,1698

0C , 

0,05750,5336

0,54810,4620
rmC , 

0.20520,5186

0,8088-0,4826
rC , 

2

1

x

x
X rm , 

4

3

x

x
X r ,  

0,1051-

0,1698
,0 rmC , 

0,0524-

0,0761-
,0 rC , 

0,71230,2997

2,39991,7271-
)( 1

rmr CC . 

По формуле (6) получим 

0,1051

0,1698

0,71230,2997

2,39991,7271-

0,0524-

0,0761-

2

1

4

3

x

x

x

x
,                             (23) 

или 

)1051,0(3999,2)0,1698(7271,10761,0 213 xxx , 

)1051,0(7123,0)0,1698(2997,00524,0 214 xxx .                              (24) 

Таким образом, двумерная аппроксимирующая плоскость 2211 CtCtAX


 эквивалентна линей-

ной связи (23) двумерного вектора ),( 43 xx  с двумерным вектором ),( 21 xx . 

     По вектору 
TA


 и матрице D


 можно также получить классическую линейную среднюю квадра-

тичную регрессию ),( 43  на ),( 21  [7]: 

0,1051

0,1698

2,53481,5246

1,52462,5210

1,45401,5448

1,40300,4992

0,0524-

0,0761-

2

1

1

4

3

x

x

x

x
 

0,1051

0,1698

0,32230,4179

0,68270,2149-

0,0524-

0,0761-

2

1

x

x
, 

или 

)1051,0(6827,0)0,1698(2149,00761,0 213 xxx , 

)1051,0(3223,0)0,1698(4179,00524,0 214 xxx .                              (25) 

На рисунке 2 изображены случайные числа ),,( 421 xxx  и аппроксимирующие их плоскости (24), (25), 

полученные различными методами. Как видно, различные методы аппроксимации приводят в данном 

примере к существенно различным аппроксимирующим плоскостям.  
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Рис. 2. Графическая иллюстрация к примеру 2 

Figure 2. Graphical illustration to the example 2 

 

4. Заключение. Предложенная в статье симметричная аппроксимация может быть выполнена как в 

случае, когда вектор ),...,( 1 m

T
 является случайным по природе, так и в случае, когда он пред-

ставляет собой измеренные с ошибками входные и выходные переменные некоторого детерминиро-

ванного объекта, и мы желаем аппроксимировать этот объект линейной зависимостью. Однако во-

прос предпочтительного использования симметричной линейной аппроксимации или линейной ре-

грессии требует отдельных исследований. Можно лишь с уверенностью сказать, что симметричную 

аппроксимацию следует применять тогда, когда минимизация ее критерия является очевидной целью 

аппроксимации, например, при отыскании линейных маршрутов, обладающих минимальным (макси-

мальным) суммарных удалением от некоторых объектов. 
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