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Рассматриваются дискретные динамические системы, описываемые разностными векторно-
матричными уравнениями. Разрабатываются методы преобразования уравнений динамики
и анализа устойчивости процессов в таких системах.

Рассматривается класс дискретных дина-
мических систем в общем случае нестационар-
ных и нелинейных, которые описываются систе-
мой разностных уравнений следующего вида

x(k + 1) = A[k, x(k)]x(k), (1)

где x = col[x1, ..., xn] - вектор состояния си-
стемы размерности n, xi - переменные состояния,
A - n × n матрица с элементами aij(k, x), зави-
сящими от дискретного времени k = 0, 1, 2... и
координат xi.

I. Постановка задачи

Параметры системы и соответственно кон-
кретный вид коэффициентов aij уравнения (1)
неизвестен, а известны лишь пределы (границы)
их изменения, т.е. заданы ограничения

a′ij ≤ aij(k, x) ≤ a′′ij , (2)

cправедливые для любых k ∈ [0,∝] и любых
значениях координат xi, а величины a′ij и a′′ij яв-
ляются заданными постоянными величинами.

Уравнениями (1) и (2) описывается исследу-
емая дискретная динамическая система с неопре-
деленными параметрами. Иногда такие системы
называют еще интервальными. Случай непре-
рывных систем подобного типа рассмотрен в
[1, 2].

Ставится задача оценить два основных ка-
чественных показателя системы - это устойчи-
вость положения равновесия и быстродействие
системы, т.е. получить оценку величины време-
ни затухания переходных процессов.

Предлагается исходное уравнение (1) преоб-
разовать к новой форме, предварительно пред-
ставив его в виде

x(k + 1) = A0x(k) +H0[x, x(k)]x(k), (3)

В (3) матрица A0 с постоянными коэффици-
ентами āij . Такое выделение возможно несколь-
кими способами. Наиболее просто взять величи-
ны aij как некоторые средние значения интерва-
лов (2), т.е. āij = (a′ij + a′′ij)/2. Второй вариант –

это в качестве āij выбрать некоторые величины,
характеризующие рабочий или номинальный ре-
жим функционирования.

Единственным условием выделения матри-
цы A0 является то, чтобы она была Гурвицевой
матрицей, т.е. все ее собственные значения долж-
ны быть по модулю меньше единицы.

На втором этапе уравнение (3) преобразует-
ся с помощью преобразования x =Mz к виду

z(k + 1) = Dz(k) +H[k, z]z(k), (4)

где М - модальная матрица, а z =
col[z1, ..., zn] - новый вектор состояния.

В полученном уравнении матрица D =
diag[λ1, ..., λn], λ1−n различных собственных чи-
сел матрицы A0. Алгоритм формирования мо-
дальной матрицы известен и изложен в литера-
туре.

Очевидно, что если в (4) H=0, то имеем диа-
гональную или каноническую форму уравнений
состояния. Причем, чем уже (меньше) будут ин-
тервалы (2), то тем меньше в том или ином смыс-
ле будет матрица H в (4).

Совокупность параметров (коэффициен-
тов) матрицы А уравнения (1) будем называть
областью экспоненциальной устойчивости с по-
казателем α (α - область), если любое решение
уравнения (1) затухает не медленнее экспоненты
с показателем α, т.е. ||x(k)|| ≤ ||x(k0)||exp(−αk).
При α = 0 имеем просто область асимптотиче-
ской устойчивости.

II. Основные результаты

К уравнению (4) применимы оценки нормы
решения, полученные в [3]. В результате сфор-
мулируем основные результаты работы.

1. Для существования α - области необхо-
димо, чтобы максимальный по модулю λi
был строго меньше единицы, т.е. max|λi| <
e−2α = d < 1;
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2. Достаточным существованием α - области
является выполнение неравенства

(−1)ndet(B − e−2αE) > 0,

где B = [D+H(k)]∗ [D+H(k)], ∗ -знак опе-
рации взятия эрмитово-сопряженной мат-
рицы.
Если матрица систем (1) А является матри-

цей Фробениуса, т.е.

A[k, x(k)] =




0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .

−bn(k, x) . . . . . . . . . −b1(k, x)


 ,

то показано, что граница искомой α - обла-
сти относительно произвольно выбранного коэф-
фициента bk представляется в виде квадратного
уравнения

e2b
2
k + e1bk + e0 = 0, (5)

где коэффициенты ei являются аналитиче-
скими функциями величин bi, i 6= k.

Для уравнения (5) разработаны алгоритмы,
позволяющие строить α - области на плоскости
двух произвольных коэффициентов bi .

III. Пример

В качестве примера рассмотрим динамиче-
скую систему второго порядка

x(k + 1) =

[
0 1

−b2(k, x) −b1(k, x)

]
x(k), (6)

Выбирая b̄1, b̄2 постоянными величинами,
получим соответствующие формулы для вычис-
ления коэффициентов ei. Например, если b̄1

2
<

4b̄2 , то

e2 = 4
d

∆
, e1 = −4(b̄2 + b̄2)b̄1

∆
(1− b2 + d),

e0 = b22 + 2d[2
(b2 − b̄1)2 + b2b

−2
1

∆
− b2] + d,

где ∆ = b21 − 4b̄2.

На рисунке приведены α - области для зна-
чений b̄1=-0,5 , b̄2=0,51, α=0; 0,2 (кривые 1, 2)
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