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Рассмотрено описание нелинейной байесовской фильтрации численным методом Монте-
Карло, показана суть метода фильтрации посредством выборки весовых коэффициентов, 
описаны особенности алгоритма перевыборки и построение обобщенного фильтра частиц 
на основе алгоритмов выборки весовых коэффициентов и перевыборки. 

Ключевые слова: нелинейная фильтрация, метод Монте-Карло, выборка весовых коэффици-
ентов. 

Введение 
Данная статья является второй в цикле статей, посвященных описанию фильтров частиц 

используемых в задачах нелинейной дискретной байесовской фильтрации. В первой статье [1] 
был рассмотрен метод численного интегрирования Монте-Карло [2–4] применительно к ап-
проксимации произвольных плотностей вероятности набором N случайных точек (частиц) и, 
как частный случай, аппроксимация апостериорных плотностей вероятности фильтруемых дис-
кретно изменяющихся случайных марковских векторных параметров [5].  

Эта статья посвящена переходу от выражения рекуррентного вычисления весов i
kw  и 

координат частиц i
kα  для аппроксимации апостериорной ПВ вектора состояния kα  размерно-

стью αn , описанного в [1], к алгоритму работы обобщенного фильтра частиц. В статье также 
рассматриваются проблемы вырождения частиц и пути их устранения.  

Цель статьи: рассмотреть алгоритм фильтрации обобщенного фильтра частиц. 

Постановка задачи 

Исходными данными являются совокупность из N частиц на k-1 шаге  N
i

i
k

i
k w 111, α  с 

координатами i
k 1α  и весами i

kw 1  (при 1,:1  NNi ) [1], а также результат наблюдения на 
текущем шаге kθ . 

Задача: записать рекуррентный алгоритм работы обобщенного фильтра частиц, форми-
рующего оценку измеряемого параметра kα .  

Для решения поставленной задачи последовательно рассмотрим алгоритм выборки ве-
совых коэффициентов SIS (Sequential Importance Sampling), опишем явление вырождения (как 
результат использования алгоритма SIS) и алгоритм перевыборки (Resampling; как средство 
предотвращения такого вырождения). Далее перейдем к рассмотрению алгоритма обобщенного 
фильтра частиц (SIR Particle Filter). 
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Фильтрация посредством выборки весовых коэффициентов 

В основе алгоритма фильтрации частиц посредством выборки весовых коэффициентов 
лежит рекуррентное вычисление весов случайных отсчетов (частиц) и аппроксимация апосте-
риорной плотности вероятности  kkp Θα |  вектора состояния kα  при наблюдении совокупного 
вектора наблюдений kΘ , где  11,...,, θθθΘ  kkk  [1, 6, 7]. 

Последовательность операций для определения апостериорной ПВ на k-ом шаге изме-
рения при использовании алгоритма выборки весовых коэффициентов представлена в псевдо-
коде на рис. 1. За этот алгоритм отвечает функция выборки весовых коэффициентов SIS, на 
вход которой с предыдущего шага измерения поступает набор из N частиц с соответствующими 
координатами и весами   N

i
i
k

i
k w 111, α ,и результат наблюдения на текущем шаге kθ . На выходе 

функции формируется совокупность частиц  N
i

i
k

i
k w 1, α  в качестве аппроксимации апостериор-

ной плотности вероятности  kkp Θα |  [1, 6, 8–10], а также оценка математического ожидания 
аппроксимируемой апостериорной ПВ kα  [11, 12].  

Так как процедура фильтрации является рекуррентной, то вычисление текущей оценки 
апостериорной плотности вероятности осуществляется с использованием весов, экстраполиро-
ванных с предыдущего на текущий шаг при помощи переходной значимой плотности вероят-
ности (пункт 2 псевдокода на рис. 1), описанной в [1, 6, 12]. 

 
Рис. 1. Псевдокод алгоритма фильтрации посредством выборки весовых коэффициентов (SIS) 

Проблема вырождения 

Наличие предполагаемого случайного маневра цели м  в модели движения, заложен-
ной в фильтр, будет приводить к тому, что координаты частиц с течением времени будут полу-
чать все больший разброс (наблюдается рост дисперсии ошибки аппроксимации ПВ). Число 
частиц, формирующих результирующую оценку математического ожидания апостериорной 
плотности вероятности, будет уменьшаться, и в конечном итоге оценку будет формировать 
лишь одна значимая частица, с весом, значительно превышающим веса остальных частиц. Это 
неизбежно будет приводить к увеличению ошибок фильтрации и срыву с сопровождения. В [6] 
возникновение таких ситуаций названо «явление вырождения». Графически вырождение мож-
но пояснить рис. 2. Слева на рисунке представлена гауссова плотность вероятности аппрокси-
мированная набором из N частиц на 1-м шаге наблюдения. На k-ом шаге (справа на рис. 2) по-
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казан набор тех же N частиц, но значительно разбросанных по пространству за счет случайного 
маневра цели в модели движения, воздействующего на выборку k раз наблюдений. Легко заме-
тить, что на k-ом шаге плотность вероятности аппроксимирует всего одна частица с преобла-
дающим весом. 

 
Рис. 2. Пример вырождения выборки за k шагов моделирования при N=1000 

Явления вырождения невозможно избежать при рекуррентном использовании метода 
интегрирования Монте-Карло при решении задач последовательных решающих статистик, что 
явилось главной проблемой в развитии численных методов фильтрации [6]. В 1994 году Авгу-
стином Конгом [13] в качестве меры вырождения было предложено использовать оценку эф-
фективного размера выборки effN̂ , показывающую число частиц, веса которых значитель-
ны [6, 13]: 

 

 N

i
i
k

eff
w

N
1

2)(
1ˆ  (1) 

где i
kw  – нормированный вес.  

Эффективный размер выборки лежит в диапазоне: NNeff 1 . Для обоснования этого 
утверждения достаточно рассмотреть два случая. В том случае, когда веса частиц одинаковые 
(т.е. Nwi

k 1  для i=1,…, N), эффективный размер выборки буде равен числу частиц: NNeff  . 

В противоположном случае, когда 1i
kw  и 0j

kw  для всех ji  , эффективный размер равен 
единице 1effN . 

Перевыборка 

В качестве средства для борьбы с явлением вырождения частиц используется перевы-
борка [6, 8, 11, 12, 14–17] – повторная генерация частиц на k-ом шаге по определенному прави-
лу, описанному ниже. Перевыборку проводят каждый раз, когда наблюдается вырождение час-
тиц (т.е. когда effN  становится ниже некоторого порога thrN ). Перевыборка позволяет перене-
сти отсчеты из областей с малой вероятностью в области с большей вероятностью, что позво-
ляет увеличивать число значимых отсчетов, существенно влияющих на результат аппроксима-
ции (приводит к уменьшению дисперсии ошибки аппроксимации). Размер порога thrN  в зада-
чах фильтрации подбирается эмпирическим способом.  

В основе алгоритмов перевыборки лежит отображение вырожденного (старого) случай-
ного множества частиц  N

i
i
k

i
kold w 1 , , α  в новое случайное множество  N

j
j

knew N 1 , 1, α  с одинако-
выми весами 1/N. Основная операция перевыборки – группирование частиц нового множества 
вокруг значимых частиц старого. Число новых частиц, сгруппированных вокруг каждой из зна-
чимых старых частиц, прямо пропорционально их весам i

kw . 
Для реализации операции группирования строятся две дискретные функции распреде-

ления весов: старых частиц  


i

m
m
ki wc

1
 и новых частиц NiNiuui ,2 ,/1  , где 1u  – равно-
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мерно распределенное в интервале от 0 до 1/N случайное число (верхняя часть рис. 3). Функция 
ic  используется в качестве пороговой. Она имеет вид совокупности ступенек различной высо-

ты, которая равна весу i-й значимой частицы i
kw  , перемежающихся почти ровными площадка-

ми, протяженность которых определяется числом вырожденных частиц на данном участке. На 
рис. 3 показан пример функций ic  и iu  для N=15.  

Вначале определяются значения аргументов функции ic , соответствующие ступенькам. 
Они определяются номерами наиболее значимых частиц старой выборки. В рассматриваемом 
примере это 4, 8 и 13. Затем определяются аргументы значений функции iu , попадающих меж-
ду ступеньками ic . Например, между ступенькой нулевой высоты и 4c  находятся значения 1u –

6u . Между ступеньками 4c  и 8c  находятся величины 7u – 10u , а между 8c  и 13c – 11u – 15u . На 
основании серии описанных выше сравнений новым частицам с 1-й по 6-ю присваиваются ко-
ординаты старой частицы с номером 4: 6 ,1 , 4

 , ,  jkold
j

knew αα  , с 7-й по 10-ю – координаты 

старой частицы с номером 8: 10 ,7 , 8
 , ,  jkold

j
knew αα  , с 11-й по 15-ю – координаты старой час-

тицы номер 13: 15 ,11 , 13
 , ,  jkold

j
knew αα  (нижняя часть рис. 3).  

  
а б 

Рис. 3. Пояснение алгоритма перевыборки при числе частиц N=15: а – примеры функций ic  и iu ; 
б – результат выполнения операции группирования 

Пример программной реализации алгоритма перевыборки с использованием порядко-
вых статистик (order statistics) [3, 4, 15] приведен на рис. 3 в виде псевдокода.  

 
Рис. 4. Псевдокод алгоритма перевыборки (SIR) 
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Существуют и иные варианты реализации рассмотренной процедуры, например,  стра-
тифицированная и разностная перевыборки [11, 18, 19]. 

Обобщенный фильтр частиц 

Рассмотрим пример, иллюстрирующий работу рекуррентного алгоритма обобщенного 
фильтра частиц для двух временных шагов при объеме выборки N=15 (рис. 5). Пусть на k-м ша-
ге фильтрации имеется набор частиц  N

i
i

k
i

k w 1,0,0 , α , которым аппроксимирована апостериорная 

ПВ )|( kkp Θα  на k -м шаге измерения. При этом i
k,0α  – априорное значение вектора состояния 

частицы, i
k

i
k ww 1,0   – априорное значение ее веса на k-м шаге. Пусть также порог запуска про-

цедуры перевыборки 3thrN . При наличии оценки вектора наблюдения kθ̂  и известной функ-

ции правдоподобия )|( kkp αθ  вычисляются нормированные веса i
kw  апостериорной плотности 

 kkp Θα |  с координатами  N
i

i
k 1α . 

Плотность )|( kkp Θα  является негауссовой, как видно из рис. 5. В ее пределах нахо-
дится всего три значимые частицы. Остальные 12 частиц находятся практически вне ее преде-
лов и имеют веса, стремящиеся к нулю. После перевыборки частицы группируются в трех об-
ластях высокой вероятности, причем вес каждой частицы равен N/1 . При экстраполяции час-
тиц с k-го на (k+1)-й шаг учитывается наличие случайного приращения с нулевым математиче-
ским ожиданием и заданным СКО  . В результате частицы с одинаковыми координатами на 
(k+1)-м и последующих шагах начинают «рассыпаться» по области определения. Это при ре-
куррентном повторении шагов фильтрации вновь приводит к вырождению и к инициализации 
новой процедуры перевыборки.  

 
Рис. 5. Графическое представление работы фильтра частиц за 2 временных шага для числа частиц N=15 

Алгоритм обобщенного фильтра частиц, учитывающий процедуру перевыборки, приве-
ден в псевдокоде рис. 6. Как видно из данного рисунка, для запуска алгоритма перевыборки не-
обходимо, чтобы оценка (1) (1) эффективного размер выборки effN̂  оказалась меньше заранее 

заданного порога thrN . На выходе фильтра формируется набор частиц   N
i

i
k

i
k w 1, α , аппрокси-

мирующий апостериорную плотность вероятности  kkp Θα | , а также оценка ее математиче-
ского ожидания kα . 

Несмотря на снижение негативного влияния эффекта вырождения на точность фильтра-
ции, перевыборка порождает другие практические проблемы, например, ограничивает возмож-
ности по распараллеливанию алгоритма [4]. 

Как правило, оценка ПВ после перевыборки приводит к росту дисперсии ошибки этой 
оценки. Поэтому расчет математического ожидания вектора состояния kα  производится до 
реализации процедуры перевыборки [6, 11, 12]. 
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Заключение 

Таким образом, алгоритм фильтрации посредством выборки весовых коэффициентов, 
включает в себя генерацию частиц из значимой ПВ, рекуррентное вычисление весов с их по-
следующей нормировкой, а также расчет математического ожидания аппроксимируемой ПВ. 

Основная проблема рассматриваемого подхода – вырождение. Оно заключается в том, 
что со временем частицы «расползаются» по области определения вектора состояния и в пре-
делах аппроксимируемой ПВ остается лишь малое их число, обладающее «значимыми» весами. 
Причина такого вырождения в том, что в модель изменения вектора состояния, как правило, 
вводятся случайные независимые от шага к шагу приращения (первые, вторые и т.д.) [20]. Дис-
персия этих приращений связывается реальными физическими свойствами фильтруемых про-
цессов. Например, при фильтрации параметров траекторий воздушных объектов устанавлива-
ется взаимосвязь с маневренными свойствами объекта и частотой поступления оценок коорди-
нат (темпом обзора радиолокатора) [20]. 

 
Рис. 6. Псевдокод обобщенного фильтра частиц 

Для уменьшения влияния эффекта вырождения используют варианты процедур пере-
выборки. Идея перевыборки заключается в том, чтобы сгруппировать все частицы устаревшей 
вырождающейся выборки только в окрестности наиболее значимых частиц, с последующим 
приданием им одинаковых весов. При последующих шагах экстраполяции стянутые в локаль-
ные области частицы перераспределяются в пределах всей фильтруемой ПВ за счет случайных 
приращений к значениям их координат.  

Обобщенный фильтр частиц включает в себя процедуру перевыборки, которая запуска-
ется всякий раз, когда число значимых частиц падает ниже определенного порога. 

SEQUENTIAL IMPORTANCE SAMPLING FILTERING. 
GENERIC PARTICLE FILTER 

A.V. PARAKHNEVICH, A.S. SOLONAR, S.A. GORSHKOV 

Abstract 

Mathematical description of non-linear bayesian filtering using Monte-Carlo method is spent, 
the basis of Sequential Importance Sampling (SIS) filtering method is shown, features of resampling 
algorithm and constructing Generic particle filter by using resampling in the report are descrited. 
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