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Ихложено положение методов конечных элементов к расчету тонкой двухслойной конической оболочки
под действием равномерно-распределенной нагрузки с использованием осесимметричного конечного эле-
мента. Расхождение результатов исследования предлагаемой математической модели и имеющихся ре-
зультатов расчетов по аналитическким формулам для тонких двухслойных конических оболочек не пре-
вышает 9,3 %.

Введение

В настоящее время все большее примене-
ние находят многослойные элементы конструк-
ций. Рассмотрим изгиб тонкой двухслойной ко-
нической оболочки под действием осесимметрич-
ной нагрузки.

I. Конечно-элементная модель

Решение данной задачи будем искать мето-
дом конечных элементов. В качестве системы ко-
ординат выберем цилиндрическую, для которой
коэффициент Ламе [1] H1 = 1, H2 = r; радиусом
кривизны R1 =∞, R2 = r/cosθ.

Однослойный элемент оболочки в цилин-
дрической системе координат, с координатными
линиями s и ϕ представлен на рис. 1.

Рис. 1 – Глобальные и локальные координаты
осесимметричного элемента конической оболоч-
ки.

Согласно теории Кирхгофа-Лява [2] компоненты
мембранных и изгибных деформаций:

ε11 = εs =
∂u

∂s
, ε22 = εϕ =

u sin θ + w cos θ

r
,

κ11 = κs = −∂
2w

∂s2
, κ22 = κϕ = − sin θ

r

∂w

∂s
,

γ12 = 0, κ12 = 0,

где εs εϕ – линейные деформации в направлении
координатных линий s и ϕ; κs, κϕ – изменение

кривизны в направлении координатных линий s
и ϕ; γ12 – деформация сдвига; κ12 – деформация
скручивания.

Компоненты перемещений:

w = w (s) ;u = u (s) ; v = 0;βs = −∂w(s)

∂s
;

где w – радиальное смещение,u – осевое смеще-
ние, βs – угол поворота вокруг оси, перпендику-
лярной меридиональной кривой.

В качестве искомой величины рассмот-
рим прогиб конической оболочки w = w(s),
для моделирования которого воспользуемся осе-
симметричными конечными элементами с дву-
мя узлами по три степени свободы в каждом
{g0}T = {u w β} , где {g0} – вектор узловых
степеней свободы конечного элемента; β – угол
поворота в радиальном направлении (рис. 1).

Для тонкой конической оболочки будут от-
сутствовать сдвиговые деформации, т.е. векто-
ры деформаций и напряжений будут содержать
только по четыре компоненты [3].

Воспользуемся принципом возможных пе-
ремещений [4], которы в случае двухслойной ко-
нической оболочки перепишем в виде (1), где
цифра в индексе означает номер слоя оболочки,
0 соответствует внутреннему слою,

{g}T =
{
ui wi βi ui+1 wi+1 βi+1

}
– вектор перемещений; вектор усилий (2);

{ε}T =
{
εs εϕ κs κϕ

}
– вектор де-

формаций;
{σ}T =

{
σs σϕ χs χϕ

}
– вектор на-

пряжений;
si – координата i-го узла; черта над пере-

менной означает вариацию признака.
Для аппроксимации перемещенийвосполь-

зуемся следующими функциями формы:

u (s) = a1 + a2s;w (s) = a3 + a4s+ a5s
2 + a6s

3.

Модель армированного слоя аналогична [5].
После выполнения необходимых преобразо-

ваний несложно вычислить {R} = [k] {g}, гдеκ
– матрица жесткости (3). После определения пе-
ремещений, возможно вычисление компонентов
тензоров деформаций и напряжений.
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II. Результаты

Рассмотрим напряженно-деформированное
состояние двухслойной жестко защемленной ко-
нической оболочки, нулевой (внутренний) слой
которой армирован волокнами постоянного се-
чения в миридианальном направлении, первый
в окружном. Примем угол полураствора конуса
α = 30◦, h1 − h0 = h2 − h1 = 0, 5h, b/h = 20,
a/b = 0, 2, νc = νa = 0, 3, Ec0 = Ec1 = Ec,
Ea0 = Ea1 = Ea, νa1 = νa0 = νa, νc1 = νc0 = νc,
где Eck, E

a
k – Соответственно модуль Юнга свя-

зующего и армирующих элементов k-слоя.
Интенсивность армирования нулевого слоя

является переменной: ω = ωaa/b, где ωa– зна-
чение рассматриваемой интенсивности в сечении
s = a оболочки (0 < a ≤ s ≤ b).

Интенсивности армирования слоев:

ωz0 = ωz1 = ω1 = 0, 5;ω0

∣∣
x=a/b = 0, 9

Конус дискретизировался десятью и трид-
цатью осесимметричными конечными элемента-
ми.

Решение с помощью предложенного алго-
ритма сравнивалось с решением из [5]. матри-
ца жесткости вычислялась по формуле (3). Мак-
симальная погрешность решений не превышала
9,3 % при количестве элементов 10 и 5,4 % при
количестве конечных элементов равном 30.

Заключение

Согласно результатам проведенного моде-
лирования предлагаемая математическая модель
и численный алглритм ее реализации могут быть
использованы для исследования напряженно-
деформированного состояния конических оболо-
чек.

Достоинством предлагаемой математиче-
ской модели и методики ее применения является
использование осесимметричных конечных эле-
ментов, позволяющих для дискретизации иссле-
дуемой оболочки применять меньшее число уз-
лов, чем при использовании элементов других
типо.
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Таблица 1 – Максимальные значения модулей безразмерного прогиба двухслойной жестко защемленной
конической оболочки

Ea/Ec 1 5 10 15 20 30 40 50
w, 10−2, точное [5] 0,718 0,480 0,359 0,289 0,245 0,186 0,153 0,129
w, 10−2, МКЭ,
10 элементов

0,707 0,474 0,352 0,281 0,235 0, 176 0,141 0,117

Погрешность % 1,53 1,25 1,94 2,76 4,08 5,37 7,84 9,3
w, 10−2, МКЭ,
30 элементов

0,708 0,475 0,352 0,282 0,237 0,180 0,146 0,122

Погрешность, % 1,4 1,0 1,9 2,4 3,3 3,2 4,6 5,4
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