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Аннотация — Рассматривается задача построения 
статистических моделей распределений многомодальных 
выборок данных. Предложена процедура разделения 
исходной многомодальной выборки методами 
кластерного анализа на несколько однородных выборок-
кластеров с последующим построением на каждой из них 
своей функции плотности обобщенного распределения 
Пирсона. Для проверки соответствия построенных 
статистических моделей распределений применяются 
статистические критери Пирсона, Колмогорова-
Смирнова, Мизеса. 
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I.  ВВЕДЕНИЕ 
Пусть в ходе имитационных экспериментов 

получена выборка },...,1,{ niRx|xX ii  . 
Необходимо построить статистическую модель 
распределения выборочных данных (кривую), 
наилучшим образом описывающую данную выборку 
на исследуемом интервале ],[ ba . В общем случае 
выборка X является многомодальной. 

Поставленную задачу можно решить с 
использованием существующих «известных» законов 
распределений [1], рядов специального вида [2], 
семейств универсальных статистических моделей 
распределений [1, 2, 3]. 

Каждый из подходов имеет свои достоинства и 
недостатки. Например, особенностью семейств 
универсальных моделей распределений является 
возможность аппроксимации лишь одномодальных и 
U-образных распределений. 

Многомодальность распределения указывает на 
неоднородность исследуемой выборки X . В этом 
случае предлагается разделение методами кластерного 
анализа [4] исходной выборки на несколько 
однородных выборок (кластеров) с последующим 
построением на каждой из них своей функции 
плотности распределения. 

Построение функции плотности распределения 
семейства Пирсона, соответствующей эмпирическому 
распределению выборки X , реализовано в 
программном модуле «BelSim2#.random» [5, 6]. 

Процедура разделения исходной выборки X  на 
кластеры, реализована в программно-технологическом 
комплексе имитации сложных систем BelSim2 [4, 7]. 

II. ПОСТРОЕНИЕ ФУНКЦИИ ПЛОТНОСТИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
СЕМЕЙСТВА ПИРСОНА 

Для работы модуля «BelSim2#.random» 
рассчитываются необходимые точечные оценки 
выборки X , в частности, начальный момент первого 
порядка 1 ; центральные моменты 40 ,...,  ; 
коэффициенты асимметрии и эксцесса, введённые 
Пирсоном [3]:  

3
2

2
31 / , 2

242 / .  (1) 

Построение кривой  xf  в соответствии с 
классификацией Пирсона выполняется в следующей 
последовательности. 

Шаг В.1. Классификация типа кривой  xf . 
Проводится в соответствии со значениями 

коэффициентов 21,   вида (1) и показателя Пирсона 
классификации плотности распределения кривой [6]: 

      1212
2

21 3463243  . (2) 

Шаг В.2. Оценка значений параметров  xf . 
Проводится в соответствии классическим методом 

моментов для функции плотности распределения  xf , 
заданного на Шаге B.1. В соответствии с методикой, 
предложенной Пирсоном [2, 3], для построенной 
кривой  xf  определяется нормирующий множитель 
N . Расчет N  производится исходя из условия 
равенства единице интеграла от  xf  на интервале 

],[ ba , в пределах которого производится построение 
кривой.  

Шаг В.3. Поверка соответствия  xf  выборке X . 
Для проверки гипотезы о распределении выборки 

X  по закону распределения c плотностью  xf  
выбраны критерии согласия Пирсона )( 2 , 

Колмогорова-Смирнова (  ), Мизеса ( 2 ) [1]. 
Первыми применяются критерии 2  и  . Если 

логические значения результатов их работы 
эквивалентны, то на этом этап статистической проверки 
гипотезы заканчивается. Иначе – дополнительно 
применяется критерий 2 , результат работы которого 
принимается в качестве заключения о проверке 
гипотезы. 

Сохраняемые результаты работы критериев 2 ,  , 
2 : наблюдаемые значения критериев N , N , N ; 

критические значения критериев K , K , K ; 
отношение наблюдаемых значений критериев к 
критическим  KNdL /1 ,  KNdL /2 , 

 KNdL /3 ; логические результаты работы 
критериев  falsetrue1dLiifbL kk ,, , 3,2,1k  
соответственно.  
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III. ОПРЕДЕЛЕНИЕ СТАТИСТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВЫБОРОЧНЫХ ДАННЫХ  xf * , 
НАИЛУЧШИМ ОБРАЗОМ ОПИСЫВАЮЩЕЙ ВЫБОРКУ X  
В случае отклонения статистическими критериями 

гипотезы о принадлежности выборки X  закону 
распределения с плотностью  xf , или по 
специальному запросу пользователя, производится 
построение с последующей проверкой комплексом 
статистических критериев 2 ,  , 2  всех основных 
типов кривых семейства за исключением функции  xf  
проверенной на предыдущем этапе. 

По запросу пользователя производится построение 
функций распределений трёх частных случаев 
распределений: равномерного, нормального и 
экспоненциального с последующей проверкой 
комплексом статистических критериев 2 ,  , 2 . 

Выбор наилучшей статистической модели 
производится на множестве тех кривых   xfi , 
которые не отклонены статистическими критериями. 

Шаг E.1. В том случае, если не для всех функций 
 xf i ,  xfi i...,,1 , применено одинаковое 

количество критериев }3,2{nk , для возможности 

определения  xf *  проводится дополнительный расчёт 
критерия 2 . 

Шаг E.2. Функция       xfxfxf ii 
0

*  описывает 
выборку X  наилучшим образом на интервале ],[ ba  
тогда и только тогда, когда выполняется условие:  

         xfixfXxfX iii ,...,1,min,
0

  3

где   xfX i,  – евклидова метрика от отношений 

kdL : 

       


nk

k iki xfXdLxfX
1

2,,  4 

}3,2{nk  – количество применённых к  xf i  
критериев. 

В том случае, если все построенные кривые 
отклонены статистическими критериями, нет 
возможности построения кривой плотности 
распределения семейства Пирсона, описывающей 
выборку X  на исследуемом интервале ],[ ba . 

IV. КЛАСТЕРНЫЙ АНАЛИЗ ДАННЫХ 
Кластеризация данных является одним из этапов 

построения законченного аналитического решения 
поставленной задачи. Часто легче выделить группы 
схожих объектов, изучить их особенности и построить 
для каждой группы отдельную модель, чем создавать 
одну общую модель для всех данных. 

Шаг F.1. Производится разделение исходной 
выборки X  на кластеры jK , jKj ,...,1 , 

jKKKX  ...1 . 

Количество кластеров jK  определяется в 
зависимости от количества областей отдельных 
«пиков» в полигоне частот исследуемой выборки X . 

Для кластеризации выборки выбраны методы: Tree 
Clustering, K-Means, Fuzzy Relation Clustering [4]. 

Обобщение результатов кластеризации выборки X  
несколькими методами кластерного анализа 
производится в соответствии с Утверждением 1.  

Утверждение 1. Элемент Xxi   является 
элементом кластера jK , ||,...,1 jKj  , тогда и только 
тогда, когда ix  отнесён к данному кластеру, по 
крайней мере, двумя применяемыми методами 
кластерного анализа из трёх. 

Шаг F.2. В том случае, если выявлены выбросы, 
производится их сглаживание. Повторяется Шаг F.1. 

Шаг F.3. Для каждого из кластеров jK , 

jKj ...,,1 , производится построение функции 

плотности распределения  xf *
j , соответствующей 

эмпирическому распределению элементов данного 
кластера. 

В случае, если для кластера 
0jK , jKj ...,,10   все 

построенные кривые отклонены статистическими 
критериями, для 

0jK  нет возможности построения 

кривой  xf j
*
0

. Рекомендуется разделение 
0jK  на 

несколько кластеров меньшего размера (шаг F.1.) с 
последующим построением на каждой из них своей 
функции плотности распределения. 
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