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В работе применена теория декомпозиции линейных систем, обладающих сетевой структурой, к постро-
ению оптимальных решений задач потокового программирования. Используется аппарат теории графов,
применяются результаты, полученные в теории потоков, а также современные достижения в техно-
логии построения численных решений задач потокового программирования.

Введение

Рассматривается конструктивная теория
методов решения экстремальных задач потоко-
вого программирования с линейными ограниче-
ниями. Разработана технология хранения и пре-
образования коллекции корневых структур для
представления опорного множества дуг на итера-
циях. На основании результатов из теории слож-
ности вычислений и комбинаторных свойств вло-
женной сетевой структуры ограничений в систе-
мах линейных алгебраических уравнений и нера-
венств [1] получены эффективные методы ре-
шения систем линейных алгебраических урав-
нений для вычисления потенциалов, подходяще-
го направления изменения потока, в которых,
наряду с уравнениями системы, составляющи-
ми вложенную сетевую структуру, содержится
общая часть линейной системы. Используется
теоретико-графовая структура опоры разрежен-
ной части системы и особенности построения
фундаментальной системы решений однородной
системы с разреженной матрицей [2, 3]. Приме-
нение теории декомпозиции опоры [4] для систе-
мы уравнений, ее теоретико-графовых свойств
и, как следствие, использование аппарата тео-
рии графов, результатов теории потоков и со-
временных достижений в технологии построения
численных решений [5] значительно увеличивает
эффективность решения задач потокового про-
граммирования с дополнительными ограничени-
ямим общего вмда.

I. Математическая модель

Пусть G = (I, U) – конечный ориентирован-
ный граф с множеством узлов I и множеством
дуг U , |U | �| I |, I+

i (U) = {j : (i, j) ∈ U},
I−i (U) = {j : (i, j) ∈ U}, xij – дуговой поток
по дуге (i, j); µij – коэффициент преобразова-
ния дугового потока вдоль дуги (i, j), µij ∈]0, 1],
I∗ – подмножество узлов множества I, I∗ 6= �,
sign(i) = 1, if i ∈ I∗+; sign(i) = −1, if i ∈ I∗−;
I∗+, I

∗
− ⊆ I∗, I∗+

⋂
I∗− = �. xi – переменная интен-

сивность узла i ∈ I∗, ai – значение постоянной
интенсивности узла i ∈ I \ I∗.

Математическая модель задачи потокового
программирования с дополнительными ограни-
чениями имеет вид

ϕ(x) =
∑

(i,j)∈U

cijxij +
∑
j∈I∗

cixi −→ min, (1)

∑
(i,j)∈I+i (U)

xij −
∑

(i,j)∈I−i (U)

µjixji = (2)

= xisign(i), i ∈ I∗, ai, i ∈ I \ I∗,

∑
(i,j)∈U

λpijxij +
∑
i∈I∗

λpi xi = βp, p = 1, q, (3)

0 ≤ xij ≤ dij , (i, j) ∈ U, (4)

b∗i ≤ xi ≤ b∗i , i ∈ I∗. (5)

II. Технологии декомпозиции опоры

Теоретико-графовые свойства опоры R =
{UR, I∗R} графа G для сетевой части системы
ограничений (2) описаны в [2]. Поскольку неко-
торые компоненты связности опоры для системы
(2) содержат циклы, то для решения разрежен-
ных систем с трехдиагональными матрицами ис-
пользуются специальные алгоритмы, описанные
в [5]. Эти алгоритмы основаны на использовании
специфики обобщенной сети и технологии хране-
ния коллекции корневых структур, разработан-
ной для исследуемой опоры сетевой части огра-
ничений (2).

Для выполнения декомпозиции системы
необходимо найти общее решение разреженной
системы (2) и полдставить его в общую часть
системы (2)–(3). Общее решение системы (2)
построено в виде суммы линейной комбинации
фундаментальной системы решений однородной
системы,порожденной системой (2) и некоторого
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частного решения разреженной линейной систе-
мы (2). Итак, общее решение системы (2) может
быть представлено в следующем виде:

xij =
∑

(τ,ρ)∈U\UR

xτρδ
τρ
ij +

+
∑

γ ∈ I∗\I∗R

xγδ
γ
ij + x̃ij , (i, j) ∈ UR, (6)

xi =
∑

(τ,ρ)∈U\UR

xτρδ
τρ
i +

+
∑

γ∈I∗\I∗R

xγδ
γ
i + x̃i, i ∈ I∗R, (7)

где x̃ = (x̃ij , (i, j) ∈ U ; x̃i, i ∈ I∗) – некоторое
частное решение системы (2).

Для применения теории декомпозиции по-
лучены теоретико-графовые свойства опоры гра-
фа для системы (2)–(3). Совокупность множеств
K = {UK , I∗K} является опорой графа G = (I, U)
для системы (2)–(3), если выполняются условия:
• Совокупность множеств K = {UK , I∗K} со-

ставляют непересекающиеся множества

R = {UR, I∗R},
W = {UW , I∗W },

где
UK = UR ∪ UW ,
UR ∩ UW = �,

I∗K = I∗R ∪ I∗W , I∗R ∩ I∗W = �.
Совокупность множеств K = {UK , I∗K} яв-
ляется опорой графа G = (I, U) для систе-
мы (2)–(3) [5].
• Совокупность множеств R = {UR, I∗R} яв-

ляется опорой графа G = (I, U) для систе-
мы (2).
• |W | = q , где q – число линейно независи-

мых уравнений системы, полученной в ре-
зультате подстановки общего решения си-
стемы (2) в уравнения общего вида (3).
• Матрица ΛW = (ΛW1

,ΛW2
), состоящая из

элементов

Λpτρ =
∑

(i,j)∈UR

λpijδ
τρ
ij +

∑
i)∈I∗R

λpi δ
τρ
i + λpτρ,

ΛW1
= (Λpτρ, p = 1, q; (τ, ρ) ∈ UW ),

ΛW2
= (Λpγ , p = 1, q; γ ∈ I∗W ),

Λpγ =
∑

(i,j)∈UR

λpijδ
γ
ij +

∑
i)∈I∗R

λpi δ
γ
i + λpγ .

является невырожденной.
В результате применения теории декомпо-

зиции имеем систему:∑
(τ,ρ)∈U\UR

Λpτρxτρ+

+
∑

γ∈I∗\I∗R

Λpγxγ = β̃p, p = 1, q, (8)

β̃p = βp −
∑

(i,j)∈UR

λpij x̃ij −
∑

(k)∈UR

λpkx̃k;

Λpτρ =
∑

(i,j)∈UR

λpijδ
τρ
ij +

+
∑
i)∈I∗R

λpi δ
τρ
i + λpτρ,

Λpγ =
∑

(i,j)∈UR

λpijδ
γ
ij+

+
∑
i)∈I∗R

λpi δ
γ
i + λpγ .

Детерминанты Λpτρ, Λpγ вычмсляются для
дуг (τ, ρ) ∈ U\UR и узлов γ ∈ I∗\I∗R соответ-
ственно.

Систему (8) представим в матричной форме

ΛWxW = β̃ − ΛNxN , (9)

где переменные xW , соответствуют совокупности
множеств W .

xW = (xτρ, (τ, ρ) ∈ UW ;xγ , γ ∈ I∗W ),

Переменные xN формируются следующим
образом:

xN = (xτρ, (τ, ρ) ∈ UN ;xγ , γ ∈ I∗N ).

Матрица системы (9)является невырожден-
ной, поскольку K – опора графа G для системы
(2)–(3).Система (9) имеет единственное решение.

Заключение

Эффективными методами решения экстре-
мальных задач потокового программирования,
обладающих сетевой структурой, является при-
менение теории декомпозиции опоры для систе-
мы уравнений, аппарата теории графов, резуль-
татов теории потоков и современных достижений
в технологии построения численных решений.
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