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ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ìíîæåñòâà äèçúþíêòîâ íà ñêîðîñòü ñêî-

ëåìèçàöèè òàêèõ ôîðìóë.

Ââåäåíèå

Çàäà÷à âûïîëíèìîñòè êâàíòèôèöèðîâàí-
íûõ áóëåâûõ ôîðìóë (ÊÁÔ) íàõîäèò ïðèìåíå-
íèå âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ [1],
òàêèõ êàê âåðèôèêàöèÿ ëîãè÷åñêèõ ñõåì, àâòî-
ìàòè÷åñêèé ñèíòåç ïðîãðàìì, íàõîæäåíèå âûèã-
ðûøíîé ñòðàòåãèè äëÿ èãð íà äâóõ èãðîêîâ è
ò.ä. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âûïîëíèìîñòè íåêîòîðîé
áóëåâîé ôîðìóëû ñ êâàíòîðàìè â [1] ïðåäëàãà-
åòñÿ èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûé ïîäõîä èç ëîãèêè
ïðåäèêàòîâ: ñêîëåìèçèðîâàòü [2] èñõîäíóþ ôîð-
ìóëó, ñ òåì, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò êâàíòîðîâ, à
çàòåì ê ïîëó÷èâøåéñÿ ôîðìóëå ïðèìåíèòü ìå-
òîä ðåçîëþöèé [3].

Ñåðü¼çíûì âîïðîñîì ïðè îïèñàííîì ïîäõî-
äå ê âûïîëíèìîñòè ÊÁÔ ñòàíîâèòñÿ âîïðîñ ïîä-
áîðà ñêîëåìîâûõ ôóíêöèé.

I. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Áóëåâîé ôîðìóëîé áóäåì íàçûâàòü ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ, ïîñòðîåííóþ èç ìà-
ëåíüêèõ áóêâ ëàòèíñêîãî àëôàâèòà, çíàêîâ ëî-
ãè÷åñêèõ îïåðàöèé, ñêîáîê è ñèìâîëîâ 0, 1.

Êâàíòèôèöèðîâàííîé áóëåâîé ôîðìóëîé
áóäåì íàçûâàòü âèäà: φ ::= Q1x1...Qkxkϕ, ãäå
Qi ∈ {∀,∃} � êâàíòîðû, ϕ � áóëåâà ôîðìóëà íàä
ïåðåìåííûìè x1, . . . , xk, íàçûâàåìàÿ ïîäêâàí-
òîðíûì âûðàæåíèåì. Çàìåòèì, ÷òî â îïðåäåë¼í-
íûõ âûøå áóëåâûõ ôîðìóëàõ ñ êâàíòîðàìè âñå
ïåðåìåííûå ïîäêâàíòîðíîãî âûðàæåíèÿ ñâÿçàíû
êâàíòîðàìè. Çíà÷åíèÿ êâàíòèôèöèðîâàííûõ áó-
ëåâûõ ôîðìóë âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: åñëè ϕ(0) = ϕ(1) = 1, òî ∀xϕ(x) = 1, èíà÷å
∀xϕ(x) = 0; åñëè ϕ(0) = ϕ(1) = 0, òî ∃xϕ(x) = 0,
èíà÷å ∃xϕ(x) = 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäàí-
íàÿ áóëåâà ôîðìóëà ñ êâàíòîðàìè φ âûïîëíèìà,
åñëè φ = 1, èíà÷å ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ íåâûïîë-
íèìîé1.

Ïðåäïîëîæèì, çàäàíà ñëåäóþùàÿ ÊÁÔ:
φ = ∀x∃y(y → x). Ïðè ñêîëåìèçàöèè ïåðåìåííàÿ
y áóäåò çàìåíåíà íà Ñêîëåìîâó ôóíêöèþ y(x), à
êâàíòîð âñåîáùíîñòè � îòáðîøåí, è â èòîãå ïî-

ëó÷èòñÿ ôîðìóëà (y(x) → x). Äëÿ òîãî ÷òîáû
âûÿñíèòü âûïîëíèìà ëè èñõîäíàÿ ÊÁÔ, íåîáõî-
äèìî ïîäîáðàòü ôóíêöèþ y(x) òàê, ÷òîáû ïîëó-
÷èâøàÿñÿ ôîðìóëà áûëà òîæäåñòâåííî ðàâíà 1.
Â äàííîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå ôóíêöèè y(x) ìîæíî
âûáðàòü êîíñòàíòó 0, òî åñòü ôóíêöèþ, çàâèñÿ-
ùóþ íå îò îäíîé ïåðåìåííîé, à îò íóëÿ ïåðåìåí-
íûõ. Òîãäà ôîðìóëà (0→ x) áóäåò òîæäåñòâåííî
ðàâíà 1, à çíà÷èò èñõîäíàÿ ôîðìóëà òîæå âûïîë-
íèìà.

Âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ïîèñêà ïîäõîäÿ-
ùåé ñêîëåìîâîé ôóíêöèè ñóùåñòâåííî çàâèñèò
îò ÷èñëà ïåðåìåííûõ, îò êîòîðûõ îíà çàâèñèò.

II. Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ìíîæåñòâà
äèçúþíêòîâ

×òîáû óïðîñòèòü ïîèñê ñêîëåìîâûõ ôóíê-
öèé, ìû ïðåäëàãàåì ñëåäóþùåå ðåøåíèå. Ðàñ-
ñìîòðèì ôîðìóëó Φ = ∀x∃yF (x, y, ~z). Ìû ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî ïîäêâàíòîðíîå âûðàæåíèå â èñõîä-
íîé ôîðìóëå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîíú-
þíêöèè äâóõ ôîðìóë G1(x, y, ~z) è G2(y, ~z), òî
åñòü ôîðìóë, â ïåðâóþ èç êîòîðûõ ïåðåìåí-
íàÿ x âõîäèò, à âî âòîðóþ � íåò. Òîãäà Φ =
∀x∃y[G1(x, y, ~z)∧G2(y, ~z)]. Çàìåòèì, ÷òî ðàçáèòü
ôîðìóëó íà êîíúþíêöèþ äâóõ ïîäôîðìóë äîñòà-
òî÷íî ëåãêî, åñëè îíà ïðåäñòàâëåíà â âèäå êîíú-
þíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìû (ÊÍÔ) [4].

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ôîðìóëà Φ �
âûïîëíèìà, òî âûïîëíèìà è ôîðìóëà Φ′ =
∀x∃y[G1(x, y, ~z) ∧ ∃yG2(y, ~z)] èëè, ÷òî òîæå ñà-
ìîå, åñëè ôîðìóëà Φ′ � íåâûïîëíèìà, òî è íåâû-
ïîëíèìà ôîðìóëà Φ. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷-
íî ïðîâåðèòü âûïîëíèìîñòü äâóõ ôîðìóë Φ1 =
∀x∃y[G1(x, y, ~z) è Φ2 = ∃yG2(y, ~z)] , è åñëè õîòÿ
áû îäíà èç íèõ îêàæåòñÿ íåâûïîëíèìîé, òî íåâû-
ïîëíèìà áóäåò è ôîðìóëà Φ′, à çíà÷èò è ôîðìóëà
Φ. Ïðè ïðîâåðêå âûïîëíèìîñòè ôîðìóë Φ1 è Φ2

ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ïîòðåáóåòñÿ ìåíüøåå êîëè-
÷åñòâî ðåñóðñîâ, ÷åì ïðè ïðîâåðêè âûïîëíèìî-
ñòè èñõîäíîé ôîðìóëû Φ, ïîñêîëüêó îáå ôîðìó-
ëû ñîäåðæàò ìåíüøåå êîëè÷åñòâî äèçúþíêòîâ, à

1Çàìåòèì, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå âûïîëíèìîñòè ôîðìóëû íå ïðîòèâîðå÷èò îáùåïðèíÿòîìó: ôîðìóëà φ âûïîë-
íèìà, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð çíà÷åíèé äëÿ å¼ n ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ (â íàøåì ñëó÷àå n = 0) ïðè ïîäñòàíîâêè
êîòîðûõ â ôîðìóëó, φ = 1.
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Φ2, ê òîìó æå, íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé x. Îäíà-
êî, â ñëó÷àå êîãäà îáå ôîðìóëû Φ1 è Φ2 îêàçûâà-
þòñÿ âûïîëíèìû, òî íèêàêîãî âûâîäà î âûïîë-
íèìîñòè èñõîäíîé ôîðìóëû Φ ñäåëàòü íå óäà¼ò-
ñÿ è íåîáõîäèìî ïðîâåðÿòü å¼ íà âûïîëíèìîñòü.
Äàííûé ïîäõîä ìû íàçâàëè ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ
ìíîæåñòâà äèçúþíêòîâ.

III. Ýêñïåðèìåíò

Äëÿ ïðîâåðêè, íàñêîëüêî ìåòîä ðàçäåëåíèÿ
ìíîæåñòâà äèçúþíêòîâ óñêîðÿåò ïðîöåññ âûÿñ-
íåíèÿ òîãî, âûïîëíèìà ôîðìóëà èëè íåò, íàìè
áûëî ðåøåíî ïðîâåñòè âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïå-
ðèìåíòû. Äëÿ ýòîãî áûëà íàïèñàíà ïðîãðàììà,
êîòîðàÿ ïðèíèìàåò íà âõîä ôàéë ñîäåðæàùèé
ÊÁÔ Φ â ôîðìàòå qdimacs [5] (ïðèìåð ôîðìó-
ëû â ýòîì ôîðìàòå ñì. íà ðèñ. 1), à íà âûõîä
âûäà¼ò äâà ôàéëà, â ïåðâîì èç êîòîðûõ çàïèñà-
íà ôîðìóëà Φ1, à âî âòîðîì Φ2 òàê æå â ôîðìàòå
qdimacs.

Ðèñ. 1 � Ïðåäñòàâëåíèå ÊÁÔ â ôîðìàòå qdimacs

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ áûëà íàïèñàíà ïðîãðàììà, êîòîðàÿ ãåíå-
ðèðóåò ñëó÷àéíûì îáðàçîì èñõîäíóþ ÊÁÔ. Ìàê-
ñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ïåðåìåííûõ 32. ×èñ-
ëî äèçúþíêòîâ ãåíåðèðóåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì
èç çàäàííîãî äèàïàçîíà, ò.ê. ðàçëè÷íûõ äèçú-
þíêòîâ íå ìîæåò áûòü áîëüøå 3n−1 , ïðè÷åì íà
êàæäîì øàãå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñãåíåðèðîâàííûé
äèçúþíêò íå ñîâïàäàåò ñ ðàíåå ñãåíåðèðîâàííû-
ìè. Çàòåì ïîäàåì ñãåíåðèðîâàííóþ ÊÁÔ íà âõîä
ïðîãðàììû, êîòîðàÿ ðàçäåëÿåò ÊÁÔ. Ïîñëå äå-
ëåíèÿ ïîäàåì ïîëó÷èâøèåñÿ ôàéëû íà îäèí èç
áåñïëàòíûõ SAT-solver'îâ äëÿ ÊÁÔ � sKizzo [6].

Ðåçóëüòàòû ïðîâåä¼ííûõ ýêñïåðèìåíòîâ
ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 1. Â ïåðâîì ñòîëáöå óêà-
çàíû âñòðå÷àåìûå âàðèàíòû. Â-Â-Â � âàðèàíò,
ïðè êîòîðîì èñõîäíàÿ ôîðìóëà Φ âûïîëíèìà
è ôîðìóëû Φ1 è Φ2 òîæå âûïîëíèìû. Í-Â-Â �
âàðèàíò, ïðè êîòîðîì èñõîäíàÿ ôîðìóëà Φ íåâû-
ïîëíèìà à ôîðìóëû Φ1 è Φ2 âûïîëíèìû, è ò.ä..
Âî âòîðîì ñòîëáöå óêàçàí ïðîöåíò ñëó÷àåâ, êî-
ãäà âñòðå÷àëñÿ òîò èëè èíîé âàðèàíò. Â òðåòüåì
� ñðåäíåå âðåìÿ îïðåäåëåíèÿ âûïîëíèìîñòè èñ-
õîäíîé ôîðìóëû Φ. Â ÷åòâ¼ðòîì � ñðåäíåå âðåìÿ,
êîòîðîå áûëî ïîòðà÷åíî íà îïðåäåëåíèå âûïîë-
íèìîñòè ôîðìóëû Φ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà
ðàçäåëåíèÿ ìíîæåñòâà äèçúþíêòîâ, äëÿ óäîá-
ñòâà àíàëèçà âðåìÿ óêàçàíî â äîëÿõ îò âðåìåíè,
ïîòðà÷åííîãî íà ïðîâåðêó âûïîëíèìîñòè èñõîä-
íîé ôîðìóëû Φ íàïðÿìóþ. Ïðè ýòîì ìû ïðåäïî-
ëàãàåì, ÷òî èññëåäîâàòåëþ ¾íå ïîâåçëî¿, òî åñòü

äëÿ âàðèàíòîâ Â-Â-Â è Í-Â-Â óêàçûâàåòñÿ ñóì-
ìàðíîå âðåìÿ ïðîâåðêè âñåõ òð¼õ ôîðìóë (Φ, Φ1

è Φ2), äëÿ ñëó÷àåâ Í-Í-Â è Í-Â-Í óêàçûâàåòñÿ
ñóììà ïðîâåðêè âûïîëíèìîñòè îáåèõ ôîðìóë �
Φ1 è Φ2, òàê êàê èññëåäîâàòåëü ìîã ¾îøèáèòüñÿ¿
è âçÿòü äëÿ ðàññìîòðåíèÿ âûïîëíèìóþ ôîðìó-
ëó, à äëÿ âàðèàíòà Í-Í-Í � ìàêñèìàëüíîå èç
äâóõ âðåì¼í (îäíî äëÿ Φ1, äðóãîå � Φ2).

Òàáëèöà 1 � Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî
èññëåäîâàíèÿ

Âàðèàíò 〈tΦ1/tΦ〉 〈tΦ2/tΦ〉 〈R〉 Êîëè÷åñò-
âî ñëó-
÷àåâ

Â-Â-Â 0, 28 0, 58 1, 88 76/135

Í-Â-Â 0, 65 5, 51 7, 9 13/135

Í-Í-Â 34, 6 1, 2 35, 8 1/135

Í-Â-Í 49, 52 4, 65 51, 0 23/135

Í-Í-Í 0, 57 0, 45 0, 58 22/135

〈tΦ1
/tΦ〉 � ñðåäíåå îòíîøåíèå âðåìåíè tΦ1

ïðî-
âåðêè ôîðìóëû Φ1 êî âðåìåíè ïðîâåðêè ôîð-
ìóëû Φ. 〈tΦ2/tΦ〉 � àíàëîãè÷íîå îòíîøåíèå äëÿ
ôîðìóëû Φ2. Çíà÷åíèå R îòðàæàåò íà ñêîëüêî
áûñòðåå (R < 1) èëè ìåäëåííåå (R > 1) óäàåò-
ñÿ ïðîâåðèòü âûïîëíèìîñòü èñõîäíîé ôîðìóëû
ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ äèçúþíê-
òîâ. Ïðè÷åì â êàæäîì ñëó÷àå ìû ðàññìàòðèâàåì
õóäøèé âàðèàíò (åñëè òîëüêî îäíà èç ïîäôîðìóë
íåâûïîëíèìà, òî ïðåäïîëàãàåòñÿ ÷òî äëÿ àíàëè-
çà ñíà÷àëà áûëà âûáðàíà íåâûïîëíèìàÿ ôîðìó-
ëà, è ò.ä.). Íàïðèìåð äëÿ ñëó÷àÿ êîãäà ôîðìóëû
Φ, Φ1 è Φ2 âûïîëíèìû, òî çíà÷åíèå R âû÷èñëÿ-
åòñÿ ïî ôîðìóëå R =

tΦ+tΦ1+tΦ2

tΦ
.

Ïî äàííûì ýêñïåðèìåíòàì ìîæíî ñäåëàòü
âûâîä, ÷òî ÷àùå âñåãî âñòðå÷àþòñÿ ñëó÷àè êîãäà
ôîðìóëû Φ1 è Φ2 � âûïîëíèìû, à çíà÷èò íåîá-
õîäèìî ïðèáåãàòü ê ïðîâåðêå èñõîäíîé ôîðìó-
ëû. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êðîìå ñëó÷àÿ, êîãäà âñå òðè
ôîðìóëû íåâûïîëíèìû, ìåòîä ðàçäåëåíèÿ äèçú-
þíêòîâ íå äà¼ò âûèãðûøà.

Ïðè÷èíîé ñëîæèâøåéñÿ ñèòóàöèåé ìîæåò
áûòü êàê è íåäîñòàòêè ïðåäëîæåííîãî íàìè ìå-
òîäà ðàçäåëåíèÿ äèçúþíêòîâ, òàê è îñîáåííîñòÿ-
ìè ãåíåðèðóåìûõ ÊÁÔ èëè SAT-solver'a sKizzo.
Äàííûé âîïðîñ òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ èññëå-
äîâàíèé.
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