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ВЕДЕНИЕ 
 

Пятая часть  «Сборника задач по высшей математике для студентов ра-
диотехнических специальностей» включает в себя задачи и упражнения 
по разделам: введение в анализ ФМП, дифференциальное исчисление 
ФМП. Приводятся 15 вариантов самостоятельной работы по перечис-
ленным разделам. 

Знак ∆ означает начало решения задачи,  знак ▲ – окончание решения. За-
дачи повышенной сложности отмечены знаком (*). 

Изложенные материалы  предназначены для проведения практических за-
нятий и для самостоятельной работы студентов по перечисленным выше разде-
лам курса высшей математики. 

 
1. ФУНКЦИИ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

 
Пусть D – некоторое множество точек М = (x,y) плоскости. Правило f, ста-

вящее в соответствие точке (x,y)D определённое число z, называется функцией 
двух переменных: 

z = f(x,y),  или z = f(M), M = (x,y). 
Множество D при этом называют областью определения функции f: D(f). 
Множество E(f)={zR|z=f(x,y),(x,y)D} называется областью значений 

функции f. 
Функцию двух переменных  можно изобразить графически. Совокупность 

точек P=(x,y,f(x,y)) образует график Gf функции z=f(x,y), являющийся некоторой 
поверхностью в пространстве R3. 

 
1. Выразить объем конуса z как функцию его образующей x и высоты y.  

Отв. )(
3

32 yyxz 
 . 

2.* Выразить площадь S треугольника как функцию его трех сторон x,y,z. 

Отв. ))()()((
4
1 xzyzyxzyxzyxS   . 

3. Найти значение функции в заданных точках: 

a) .
2

31,
2

31,)
)(
)(( 2 








 yx
yxarctg
yxarctgz    Отв.

16
9

. 

б) .
2

,
2

,)sin( 
  yxez yx      Отв.1. 

в) .1,2;2,1;2,2,11 22
  yxyxyxxyz yx  Отв. }2;2;16{ . 

4. Дана сложная функция vuz  , где yxvyxu  , . Найти значение 
функции при: 

а) x = 0, y = 1; б) x = 1, y = 1; в) x = 2, y = 3; г) x = 0, y = 0; 
д) x = -1, y = -1.     Отв. а) 1; б) 1; в) 1/5; г) не определена; д) 1. 

5.* Функция z = f(x,y), удовлетворяющая тождественно соотношению 
f(mx,my) = mk f(x,y) при любом m, называется однородной функцией к-го поряд-
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ка. Показать, что однородная функция к-го порядка может быть представлена в 
виде z = xk f(y/x). 

5а. Исследовать методом сечений график функции z = x2 + y2. Что пред-
ставляют собой сечения плоскостями х = const, y = const, z = const? 

Проекции сечений поверхности z плоскостями x = c на плоскость YZ пред-
ставляют собой параболы z = y2 + c (рис. 1.1, а). Проекции сечений поверх-
ности z плоскостями y = c на плоскость XZ представляют собой параболы z 
= x2 + c (рис. 1.1, б). Проекции сечений поверхности z плоскостями z = c на 
плоскость XY являются концентрическими окружностями x2 + y2 = c, с  0 
(рис. 1.1, в). ▲  

 
Рис. 1.1 

6. Исследовать методом сечений график функции z = (½)(x2 – y2). Что пред-
ставляют собой сечения плоскостями: а) х = const; б) y = const; в) z = const? 
   Отв. а) парабола; б) парабола;  

в) const  0 – гипербола, const = 0 – пара прямых. 
7. Исследовать методом сечений график функции z = xy. Что представляют 

собой сечения плоскостями: а) х = const; б) y = const; в) z = const?  
 Отв. а) прямая; б) прямая;  

в) const  0 – гипербола, const = 0 – пара прямых. 
8. Область ограничена параллелограммом со сторонами y = 0, y = 2, y = 

=  2
1 x, y =  2

1 x - 1; граница параллелограмма исключается. Задать эту область 

неравенствами.                    Отв. 0 < y < 2, -1 < y –  2
1 x < 0. 

9. Областью служит фигура, ограниченная параболами y = x2 и x = y2, гра-
ницы включаются. Задать эту область неравенствами.      Отв. xyx 2 . 

10. Найти область определения функций: 

а) 2

2

2

2

1
b
y

a
xz  ;    б)  84ln 2  xyz ;    в) yxyxz  . 

Изобразить ее на плоскости. 
Отв. а) x2/a2 + y2/b2  1; б) y2 > 4x – 8; в) x + y  0; x – y  0. 

11. Найти область определения функции 2

2 1arcsin
x

yz 
 . 

∆ 

а б в 
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∆ Так как 1sin  , а 2

2 1
x

y   – значение синуса zsin , то имеем неравенства 

11111
2

2

2

2







x
y

x
y , т.е. x2 + y2  1, y2 – x2  1, x  0. ▲ 

12. Найти область определения функции: 

а) 1
4

arcsin 22
22




 yxyxz . Отв. 1  x2 + y2  4 – кольцо. 

б)  22sin yxz   . Отв. 2n  x2 + y2  2n + 1, n – целое.  

в)   xyxz  lnln . Отв. при x > 0  y > x + 1; при x < 0  x < y < x + 1. 

г) 
1

1
22 


zyx

u . Отв. x2 + y2 + 1 > z. 

д) 22 yx
zu


 . Отв. x   y. 

e) 
zyx

u



1

1
. Отв. x + y + z < 1. 

В пунктах г – е  указать расположение области. 
 

2. ЛИНИИ И ПОВЕРХНОСТИ УРОВНЯ 
 

Линией уровня функции z = f(x,y) называется множество точек (х,у) плоско-
сти XY, удовлетворяющих равенству f(x,y) = C, где C – постоянная, т.е. линия 
уровня есть кривая, во всех точках которой функция f принимает одно и то же 
постоянное значение C. 

Соответственно для функции u = f(x,y,z) поверхность уровня задается ра-
венством f(x,y,z) = C, C = const. 

 
13. Построить линии уровня функции: 

а) yxxz  42 . Отв. (x – 2)2 = y + 4 + с. 

б) 22 xyz  . Отв. x2 = 2y – с.  

в) 
x

yz 1
 . Отв. y = cx – 1. 

г) 22 yxz  . Отв. x2 – y2 = c. 

д)  xyz arcsin . Отв. xy = sin c. 

14.* Функция z = f(x,y) задана следующим образом: в точке P = (x,y) ее зна-
чение равно углу, под которым виден из этой точки данный в плоскости XY от-
резок AB. Найти линию уровня функции f(x,y). 

Отв. Окружности, проходящие через точки A и B. 
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15. Найти линии уровня функции z, заданной неявно уравнением 
z + x lnz + y = 0.  Отв. Прямые линии y = ax + b, где a = lnb. 

16. Найти поверхности уровня функции и определить их тип. 

а) 222 49 zyxu  . Отв. Эллипсоиды 1
4/9/

222


c
z

c
y

c
x

, c > 0. 

б) 222 zyxu  . Отв. czyx  222 .  

в) 
94

22 zyxu  . Отв. czyx 
94

22

. 

г) 2

22

z
yxu 

 . Отв. x2 + y2 = cz2. 

17. Найти поверхности уровня функции: 

а) 
222

222

1

1
ln

zyx

zyx
u




 . Отв. Сферы 

2
222

1
1












c
czyx , где c = eu. 

б) 
z

yxu
22 

 . Отв. Параболоиды вращения czyx  22 .  

в) zyxu  325 . Отв. Плоскости czyx  32 . 

г) u = tg( 222 2zyx  ). Отв. сzyx  222 2  – гиперболоиды  
вращения при с  0, конус – при с = 0. 

 
3. ПРЕДЕЛ ФУНКЦИЙ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ. ТОЧКИ РАЗРЫВА 

ФУНКЦИЙ 
 

Число A называется пределом функции z = f(x,y) в точке M0 (по Гейне), если 
для любой последовательности (Mn), сходящейся к M0, Mn  M0, соответствую-
щая последовательность (f(Mn)) значений функции сходится к A.  

Если же для некоторых двух последовательностей  nM   и  nM  , сходя-
щихся к M0, пределы последовательностей   nMf   и   nMf   не существуют 
или имеют разные значения, то это означает, что в точке M0 функция f предела 
не имеет. 

Обозначение двойного предела: ),(lim
),(),( 00

yxfA
yxyx 

 . 

Так как x стремится к x0 независимо от стремления y к y0, то стремление 
точки M = (x,y) к точке M0 = (x0,y0) можно производить по сторонам прямо-
угольника, параллельным координатным осям. 

При этом имеем дело уже с повторными пределами: 
)(lim),(limlim

000
yAyxf

yyxxyy 
 ,  )(lim),(limlim

000
xByxf

xxyyxx 
 . 

Не следует думать, что повторные пределы необходимо равны. 
Непрерывность функции z = f(x,y) в точке M0 = (x0,y0) устанавливается из 

равенства: ),(),(lim 00),(),( 00
yxfyxf

yxyx



. 
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Точка, в которой функция не определена или определена, но не является 
непрерывной в ней, называется точкой разрыва функции. 

 
18. Найти предел:  

    a) 

x

y
x x

y






 




1lim


;       б)   2
2

22

0
1lim x

y

y
x

yx




. Отв. a) e ; б) 
32e . 

19. Вычислить   
 222

22

0
0

cos1lim
yx

yx

y
x 






. 

Воспользуемся эквивалентными бесконечно малыми.  

Так как 
2

cos1
2   при 0 , то имеем 

 
 

 

  2
12limcos1lim 222

222

0
0222

22

0
0















 yx

yx

yx

yx

y
x

y
x

.        ▲ 

20. Найти пределы:  

          a) 
11

lim
22

22

0
0 




 yx

yx

y
x

;   б) 22

22

0
0

11
lim

yx
yx

y
x






; 

          в) 
yx

xy

y
x 2

0

11
lim






;   г) 
y

yx

y
x 7

24
lim

2

0
3






; 

         д) 
 

22

33

0
0

sinlim
yx

yx

y
x 






;   е)   22
1

22

0
0

1lim yx

y
x

yx 





 . 

   Отв. а) 2; б) 1/2; в) –1/2 a; г) 9/28; д) 0; е) 1. 

21. Показать, что функция 
yx
yxu




  при 0,0  yx  может стремиться к 

любому пределу в зависимости от того, как стремятся к нулю x и y. Привести 
примеры таких изменений x и y, чтобы выполнились условия:  

      а) 1lim
)0,0(),(



u

yx
;  

      б) 2lim
)0,0(),(




u
yx

. 

           Отв. 
k
ku

y
x 





 1

1lim
0
0

 вдоль прямой y = kx ;  

1lim
)0,0(),(



u

yx
 при k = 0; 2lim

)0,0(),(



u

yx
 при k = 1/3. 

22. Найти точки разрыва функции: 

 а) 
yx

z



1 ; б) 22

2
yx

z


 .  Как ведет себя функция в окрестности точки раз-

рыва?    Отв. а) прямая y = x; б) точка (0,0). 
23. Найти точки разрыва функции: 

          a) 
2

1



zyx

u ;   б) 22 yx
zu


 ; 

∆ 
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          в) 222
1

zyx
u


 ;   г) 222

1
yxz

u


 . 

Определить тип поверхности, в точках которой функция имеет разрыв. 
   Отв. а) плоскость x + y – z +2 = 0; б) плоскости x = y;  

в) конус x2 + z2 = y2; г) конус x2 + y2 = z2. 
24. Найти предел функции или показать, что он не существует: 

a) 
yx
yx

y
x 2

2lim
0
0 






;   б) 33

33

0
0

lim
yx
yx

y
x 






; 

в) 
x
xy

y
x

sinlim
2
0




;   г) 22

22

0
0

4lim
yx
yx

y
x 






. 

   Отв. а), б), г)  не существует; в) 2. 
25. Исследовать на непрерывность функцию: 

a) 22
1

yx
yxz



 .  Отв. Непрерывна для всех (x,y), кроме точки (0,0). 

б) 
yx

z



1sin .  Отв. Непрерывна на всей плоскости,  

за исключением прямой y = x. 

в) 
1

1
222 


zyx

z .  Отв. Непрерывна для всех (x,y,z), кроме  
точек сферы x2 + y2 + z2 = 1. 

г)  221ln yxu  .  Отв. Непрерывна внутри круга x2 + y2 < 1. 

д) 
22

1
yxez 


 .  

 
Отв. Непрерывна во всей плоскости,  

кроме точки (0,0). 

е) 
xy

z 1sin .  
 

Отв. Непрерывна во всей плоскости,  
кроме точек осей координат. 

ж) 
xyz

u 1
 .  

 
Отв. Непрерывна во всех точках пространства, кроме  

точек, принадлежащих координатным плоскостям. 

з) 
yx

u
sinsin
1

 .  
 

Отв. Непрерывна на всей плоскости, за исключением прямых x = m, y = 
n, m,n = 0, 1, 2… .   .   

 
 
 

4. ЧАСТНЫЕ ПРОИЗВОДНЫЕ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ  
ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

 
Частными производными функции z = f(x,y) по переменным x и y соответ-

ственно называются пределы: 

 yxfz
x
z

x
z

xx
x

x
,lim

0










,   yxfz

y
z

y
z

yy
y

y
,lim

0










, 

где    yxfyxxfzx ,,  ,    yxfyyxfzy ,,   – частные прираще-
ния функции f по переменным x и y соответственно. 
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АНАЛОГИЧНО ОПРЕДЕЛЯЮТСЯ ЧАСТНЫЕ ПРОИЗВОДНЫЕ ФУНКЦИЙ 
ЛЮБОГО ЧИСЛА НЕЗАВИСИМЫХ ПЕРЕМЕННЫХ. 

 

26. Найти частные производные 
z
u

y
u

x
u








 ,,  для функции:  

a) z
y

y
x

eeu


 . Отв. z
y

z
y

y
x

y
x

e
z
y

z
ue

z
e

y
x

y
ue

yx
u 













22 ;1;1
. 

б) z
y

xu  . Отв. xx
z
y

z
uxx

zy
u

z
yx

x
u z

y
z
y

z
y

ln;ln1; 2

1

























 

. 

в) 222 zyxu  . Отв. 
222222

;
zyx

y
y
u

zyx
x

x
u















; 

222 zyx
z

z
u







. 

г) 222ln zyxu  . Отв. 222222 ;
zyx

y
y
u

zyx
x

x
u













; 

222 zyx
z

z
u







. 

д) 

z

y
xu 







 . Отв. 
































y
x

y
x

z
u

y
zx

y
ux

y
z

x
u

z

z

z
z

z
ln;;

1
1 . 

е)  zxyu  . Отв.    xyxy
z
uyzx

y
uyzx

x
u zzzzz ln;; 11 










  . 

ж)  22ln yxzu  . Отв.  2222 yxzyx
x

x
u







; 

  222222

1;
yxzz

u
yxzyx

y
y
u













. 

з) 
zyexeu  . Отв. 

zyezzyezzye exye
z
uexe

y
ue

x
u











 ;; . 

и)  yzxu sin . Отв.     xxz
y
uxxyz

x
u yzyz sinlnsin;cossin 1 






 

; 

  xxy
z
u yz sinlnsin



. 

к)  zyxu  arctg . Отв. 
 
 

 
  z

z

z

z

yx
yxz

y
u

yx
yxz

x
u

2

1

2

1

1
;

1 











 

; 

   
  z

z

yx
yxyx

z
u

21
ln








. 
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27. Найти частные производные 
x
z

  и 

y
z

  для функций: 

a) )lnln( yxz  . Отв. 
)ln(

1;
ln

1
yxyy

z
yxx

z












. 

б) 
y
xtgz ln . Отв. 

)/2sin(
2;

)/2sin(
2

2 yxy
x

y
z

yxyx
z









. 

в) x
y

z


 3 . Отв. 3ln31;3ln32
x
y

x
y

xy
z

x
y

x
z 









. 

г) yxarctgz  . Отв. 
)1(2

ln;
)1(2 y

y

y

y

x
xx

y
z

xx
xy

x
z













. 

д) 
y

xz 2sinln 
 . Отв. 

y
xctg

yy
x

y
z

y
xctg

yx
z 2

2
2;21 









. 

е) 
yx

z
2

1arccos


 . Отв. ;
)2(1)2(

1
22 yxyxx

z






 

22 )2(1)2(
2

yxyxy
z







. 

ж) 
x
y

y
xz  . Отв. 

xy
x

y
z

x
y

yx
z 1;1

22 







. 

з) 332 )75(  yyxz . Отв. ;)75(30 232 

 yyxxy
x
z

 

)35()75(3 22232 yxyyx
y
z





. 

и) yxz  . Отв. xx
y
zyx

x
z yy ln;1 






  . 

к) 
x
y

z 







3
1

. Отв. 3ln31;3ln32
x
y

x
y

xy
z

x
y

x
z 









. 

)л )ln( yxxyz   Отв. 
yx

xyyxx
y
z

yx
xyyxy

x
z











 )ln(;)ln( . 

)м yxyz )1(   Отв. ;)1( 12 

 yxyy
x
z

 

)1ln()1()1( 1 xyxyxyxy
y
z yy 

  . 

  

Би
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Дифференциал функции ),( yxfz  , найденный при условии, что одна из 
независимых переменных изменяется, а вторая остаётся постоянной, называет-
ся частным дифференциалом, т.е. 

dxyxfzd xx ),(' ; dyyxfzd yy ),(' . 
Это справедливо и для функции трёх переменных. 

 
28. Найти частные дифференциалы данных функций по каждой из незави-

симых переменных: 
)а  4223 23 yyxxyz  ;     )б  )ln( 22 yxzu  . 

Δ   Имеем по определению:  
a) ;)6( 23 dxxyyzd x       dyyyxxyzd y )863( 322  ; 

б)   ;
2222

dx
yxyxz

xdx
x
uud x







  

      dy
yxyxz

ydy
y
uud y 2222 





 ; 

    dz
yxz

dz
z
uud z 22

1






 .       ▲ 

Главная часть полного приращения ),(),( yxfyyxxfz  функции 
),( yxfz  , линейно зависящая от приращений независимых переменных, на-

зывается полным дифференциалом функции и обозначается dz . 
Если функция имеет непрерывные частные производные, то полный диф-

ференциал существует и равен: 

zdzddy
y
zdx

x
zdz yx 








 . 

Полный дифференциал часто используется для приближенных вычислений 
значений функций, так как dzz  , т.е. 

),(),(),( 000000 yxdzyxfyyxxf  . 
29. Найти полные дифференциалы функций: 

)а )ln(
2
1 22 yxz  ;   )б z

y

xu  . 

 
По определению имеем:  

)а 222222 yx
ydyxdxdy

yx
ydx

yx
xdy

y
zdx

x
zdz


















 ; 

)б xdzx
z
yxdyx

z
dxx

z
ydz

z
udy

y
udx

x
udu z

y
z
y

z
y

lnln1
2

1
















.  ▲ 

30. Вычислить приближенно с помощью дифференциала 
22 )93,2()05,4(  . 

Δ Би
бл
ио
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Р



 

 

Рассмотрим функцию двух переменных 22 yxz  . Положим 
;05,4x 3,4;93,2 00  yxy . Тогда имеем:  

07,0393,2;05,0405,4 00  yyyxxx  . 
Находим 

;
5
4),(

;534),(
3
422

0022
00 











y
x

yx

x
x

yxz
yxz  

5
3),(

3
422

00 










y
x

yx

y
y

yxz
. 

Тогда приближенно  










 y
y

yxz
x

x
yxz

yxzyxz
),(),(

),(),( 0000
00

  

998,407,0
5
305,0

5
45  .   ▲ 

31. Найти: а) частные дифференциалы данных функций по каждой из неза-
висимых переменных; б) полные дифференциалы: 

a) 22 yxz  . Отв.
2222

;
yx

ydyzd
yx

xdxzd yx





 . 

б) 22 yx
xyz


 . Отв. 
  222

22

222

22

)(
)(;)(

yx
dyyxxzd

yx

dxxyyzd yx 






 . 

в) zxyu )( . Отв. dzxyxyuddyxyxzuddxxyyzud z
z

z
y

z
x )ln()(;)(;)( 11   . 

г) z

y
xxyu )(  . Отв. ;)()1( 1

2

dx
y
xxy

y
yzud z

x



  

dy
y
xxy

y
yxzud z

y
1

2

2

)()1( 


 ; dz
y
xxy

y
xxyud z

z )ln()(  . 

 
Отв. а), б): dy

y
zdx

x
zzdzddz yx 







 ; 

 
Отв. в), г): dz

z
udy

y
udx

x
uudududdz zyx 











 . 

32. С помощью дифференциала функции двух переменных вычислить при-
ближенно: 

)а 202,0 )03,2(5 e . Отв. 037,3 . 

)б 03,3)01,2(  . Отв. 29,8 . 

Δ 
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те
ка

 БГ
УИ
Р



 

 

)в   61cos28sin ; (при вычислении градусы следует перевести в ра-
дианы). Отв. 227,0 . 

)г )1
02,1
97,1arctg(  . Отв. 75,0 . 

)д ))99,0()09,0ln(( 33  . Отв. 03,0 . 

)е 3 22 )05,0()02,1(  . Отв. 013,1 . 

)ж 23 )97,0()02,1( . Отв. 1. 

 
5. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ СЛОЖНЫХ ФУНКЦИЙ 

 
Функция ),( vufz  , где ),,(),,( yxvyxu    называется сложной функ-

цией переменных x  и y . Для нахождения частных производных сложных 
функций используются следующие формулы: 

;
x
v

v
z

x
u

u
z

x
z




















 
y
v

v
z

y
u

u
z

y
z




















. 

В случае, когда ),(),( xvxu    вторая из формул исчезает, а первая пре-
образуется к виду 

dx
dv

v
z

dx
du

u
z

dx
dz









 . 

Если же )(, xyvxu  , то имеем: 

dx
dy

y
z

x
z

dx
dz









 . 

Это выражение называется полной производной. 

33. Для функции )ln( yx eeu  вычислить 
x
u

  , найти

dx
du  , если 3xy  . 

По определению имеем:  






















yx

y

yx

x

yx

x

ee
xe

ee
e

dx
dy

y
u

x
u

dx
du

ee
e

x
u 23;  

3

3

3

3

3

22 33
xx

xx

xx

x

xx

x

ee
exe

ee
ex

ee
e










  .   ▲ 

34. Найти
dt
du , если teytxxyyxu  ;sin;22 . 

Согласно цепочному правилу имеем:  









 tetexytyx
dt
dy

y
u

dt
dx

x
u

dt
du tt cos)sin2()2(cos)2(  

)sin(cos22sin)sin2( 2 tteetete tttt  .  ▲ 

35. Найти dz
v
z

u
z ,,




  , если vuyvux

y
xarctgz  ,, . 

Δ

Δ 
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Имеем по определению:  

























 11 2222 xy

x
xy

y
u
y

y
z

u
x

x
z

u
z  

 2222 2)()(
)()(

vu
v

vuvu
vuvu







 ; 

























 )1(1 2222 xy

x
xy

y
v
y

y
z

v
x

x
z

v
z  

    ;
)()( 2222 vu

u
vuvu
vuvu







  

222222 vu
vduudvdv

vu
udu

vu
vdv

v
zdu

u
zdz



















 .  ▲ 

36. Для функции )(xyarctgz   найти 
x
z

 , вычислить 

dx
dz , если xey  . 

Отв. 
 

 
 22

1

1,
1 x

x

xe

xe
dx
dz

xy
y

x
z










 . 

37. Для функции )arcsin(
y
xz   найти 

x
z

 , вычислить 

dx
dz , если 12  xy .

          Отв. 

222 1
1,1
xdx

dz
xyx

z







 . 

38. Найти 
dt
dz  или 

dt
du , если: 

a)  yxz  arcsin ,  tx 3 , 34ty  . Отв. 

 23

2

431

123

tt

t
dt
dz




 . 

б) 
22 yx

zu


 ,  tRx cos , tRy sin , cz  . Отв. 0. 

в)  yxttgz  223 ,  
t

x 1
 , ty  .  

 Отв. 





 






  t

t
t

ttdt
dz

2
2

3
23sec

2
143 . 

г) 22 yxz  ,  tx sin , ty cos . Отв. t
dt
dz 2sin2 . 

д) 22 yxz  ,  tx sin , ty cos . Отв. 0. 

е)  xyz ln ,  tex  , tey  . Отв. 0. 

39. Для функции  yxarctgz 2 найти 
x
z

 , вычислить 

dx
dz  , если xey 2 . 

Δ 
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Отв.  
x

x

ex
exx

dx
dz

yx
xy

x
z

44

2

24 1
12,

1
2









 . 

40. Вычислить 
u
z

 , 

v
z

  , если: 

a) 22 xyyxz  ,  vux cos , vuy sin .  

 Отв.  vvvu
u
z sincos2sin

2
3 3 




;     vvvu
v
z 2sin2

31cossin3 



. 

б) 
y
xz arcsin ,  vux sin , vuy cos . Отв. 0



u
z

; 
vvv

z
2coscos

1





. 

в) yxz ln2 ,  
v
ux  , vuy 23  .  

 Отв.  
 vuv

uvu
v
u

u
z

23
323ln2 2

2

2 





;  
 vuv

uvu
v
u

v
z

23
223ln2

2

2

3

2







. 

41. Найти 
x
z



, 
y
z



, dz , если: 

a) uvz  ,  yeu x cos , yev x sin . Отв.     )2cos2(sin2 dyydxyedz x  . 

б) 22 uvvuz  ,  yxu 2 , yxv 2 . Отв. xy
x
z 8



;  22 124 yx
y
z





. 

в) uvz  ,  xyu ln
2
1

 , 
y
xv ln

2
1

 .  

 Отв. 


























y
dyxy

y
x

x
dxxy

y
xdz lnlnlnln

4
1

. 

42. Показать, что функция  
y
xarctgz  , где vux  , vuy  , удовлетво-

ряет соотношению 22 vu
vu

v
z

u
z










 . 

 
6. НЕЯВНЫЕ ФУНКЦИИ 

 
Если уравнение 0),( yxF  задает некоторую функцию )(xy  в неявном  

виде и 0),(  yxFy , то   
 yxF

yxF
dx
dy

y

x

,
,




 . 

Если же уравнение 0),,( zyxF  задает функцию двух переменных ),( yxz  
в неявном виде и 0),,(  zyxFz , то справедливы формулы: 

),,(
),,(

zyxF
zyxF

x
z

z

x





 ,   

),,(
),,(

zyxF
zyxF

y
z

z

y






 . 
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43. Найти производную 
dx
dy  от функции y, заданной неявно: ayxy  ln . 

Первое решение. Дифференцируем данное равенство по x, помня, что 
)(xyy   есть функция x. Имеем:  

y
y

xyy
y

xyy
y
yyxy 







 












1010 . 

Отсюда находим 

1

2




xy
yy  или 

xy
yy



1

2

. 

Второе решение. Из равенства имеем 0ln  ayxy . Пусть  
ayxyyxF  ln),( . Находим 

yxyFx  )( ,  
y

xxyFy
1)(  . 

Тогда по определению  

xy
y

y
x

y
yxF
yxFy

y

x
x 









11),(

),( 2

 . ▲ 

44. Найти производные 
x
z

 , 

y
z

  от функции z, заданной неявно: x cos y + 

1coscos  xzzy . 
Перепишем заданное равенство в виде  

01coscoscos  xzzyyx . 
Положим 

1coscoscos),,(  xzzyyxzyxF . 
Находим 

xzyFx sincos  , yxzFy sincos  , zyxFz sincos  . 
Тогда имеем 

zyx
xzy

F
F

x
z

z

x

sincos
sincos










 , 

zyx
yxz

F
F

y
z

z

y

sincos
sincos











 .  ▲ 

49. Найти производную 
dx
dy  от функций, заданных неявно: 

a) 0arctg 


a
y

a
yx . Отв. 

 2
2

yx
a

dx
dy


 . 

б) 0 yx eye . Отв. 
1


y

y
dx
dy . 

в)  xyxy eexy  ln1 . Отв. 
x
y

dx
dy

 . 

г) yx xy  . Отв. 
1ln
1ln

2

2





y
x

x
y

dx
dy . 

Δ 

Δ 

Би
бл
ио
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д) xyxy eyexe  . Отв. yxxy

yxxy

xeexe
eyeye

dx
dy




 . 

е) 0,arctgln 22  a
x
yayx . Отв. 

yax
ayx

dx
dy




 . 

ж) 823  yxe yx . Отв. 
yxe

eyx
dx
dy

yx

yx

3

22

2
3




 



. 

з) cex x
y




ln . Отв. x
y

e
x
y

dx
dy

 . 

и) xyy tg . Отв. 
yx

yy
dx
dy

2

2

cos1
cos


 . 

к) 
x
ycyx arctg22  . Отв. 

22

22

yxycx

yxxcy
dx
dy




 . 

л) axyyx  33 . Отв. 32

32

3
3

xxy
yyx

dx
dy




 . 

м) 44422 ayxyx  . Отв. 
 
 22

22

2
2

xyy
xyx

dx
dy




 . 

н) yeyx 2 . Отв.  1
2



yx

y
dx
dy

. 

50. Для неявно заданной функции равенством 0410422  yxyx  

найти 
dx
dy  при:  а) x = 6, y = 2; б) x = 6, y = 8. Дать геометрическое толкование 

полученным результатам.        Отв. а) 
3
4 ; б) 

3
4

 . 

51. Найти 
dx
dy  при x = y = a для неявно заданной функции равенством 

52244 ayaxxyyx  . 
 

52.* Доказать, что из равенства 012222  yxyx  следует соотноше-

ние    0
11 44





 y

dy

x

dx . 

53. Найти 
x
z

 , 

y
z

 , dz  от функций, заданных неявно: 

a) 05242 222  zxzyx . Отв. 
1

2







z
x

x
z ; 

1
2






z
y

y
z . 

б) 33 3 axyzx  . Отв.  xdyydx
zxy

zdz 


 2 . 

Отв. 1 . 
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в) 03232 333  yxyzzyx . Отв. 2

2

zxy
yzx

x
z








;  2

2

3
236

zxy
xzy

y
z








. 

г)* 02 4223  zyxyzx . Отв.     dyyxzxdxyxzy
zyx

xdz 223
8 33 




 . 

д) 0 xyze z . Отв.  1



zx
z

x
z

;  1





zy
z

y
z

. 

е) 12

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x

. Отв. 





  22

2

b
ydy

a
xdx

z
cdz . 

ж) 2
 zyx

xyz
. Отв. 







 





 dy
y

zxdx
x

zy
yx

zdz . 

з) zezyx  . Отв. ze
dydxdz





1

. 

и)   0ln 
z
xyzxz . Отв. 

     
 zxxyz

dyzxxdxzzxyzdz





23

2

. 

к) xzyz arcsin . Отв. 
  
 2

2

1

1

xzyx

dyxzdxz
dz




 . 

54. Функция z задана параметрически в виде vux  , vuy  , vuz  . 
Выразить z как явную функцию от x и y.  
 
 

55. Функция z задана параметрически в виде vux  , 22 vuy  , 
33 vuz  . Выразить z как явную функцию от x и y. 

 
 

7. ПРОИЗВОДНЫЕ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 
 

Частными производными второго порядка от функции  yxfz ,  называ-
ются выражения, взятые от частных производных первого порядка: 

 yxf
x
z

xx
z

xx ,2

2
















 ;      yxf

y
z

yy
z

yy ,2

2

















 ; 

 yxf
y
z

xyx
z

xy ,
2


















 ;      yxf
x
z

yxy
z

yx ,
2

















 . 

Аналогично определяются частные производные третьего и более высоких 

порядков. Запись knk

n

yx
z


  означает, что функция z продифференцирована k раз 

по переменной x и n – k раз по переменной y. 
Значения смешанных производных  yxf xy ,  и  yxf yx ,  равны в тех точках, 

в которых эти производные непрерывны. 

Отв. 
4

22 yxz 
 . 

Отв. 
2

3 3xxyz 
 . 
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56. Найти 2

2

x
z


 , 

yx
z


2

, 2

2

y
z


  от функции 5323 5 yxyxyxz  . 

По определению имеем  


















x
z

xx
z
2

2

, 

















y
z

xyx
z2

, 

















y
z

yy
z
2

2

. 

Находим 
322 53 yyx

x
z



 ,  42 5152 yxyxy

y
z



 . 

Тогда  

x
x
z

x
z x 62

2









, 2
2

152 yy
x
z

yx
z y 









, 3
2

2

20302 yxyx
y
z

y
z y 









. 

ЗАМЕТИМ, ЧТО 

yx
zyy

xy
z







 2
2

2

152 . ▲ 

 

Полный дифференциал второго порядка  dzdzd 2  функции  yxfz ,  
выражается формулой 

2
2

22
2

2

2
2 2 dy

y
zdxdy

yx
zdx

x
zzd













 , 

или символически:    

zdy
y

dx
x

zd
2

2















 . 

Формула дифференциала n-го порядка: 

zdy
y

dx
x

zd
n

n















 ,  

где находящийся в правой части двучлен нужно раскрыть по формуле бинома 
Ньютона и приписать в числителях каждого слагаемого z. 
 

57. Найти дифференциал второго порядка от функции yxxyz 22  . 
По определению  

dy
y
zdx

x
zdz








 ,  

  
































 dydy
y

zdx
yx
zdxdy

yx
zdx

x
zdzdzd 2

222

2

2
2  

2
2

22
2

2

2

2 dy
y

zdxdy
yx
zdx

x
z













 . 

Находим 

Δ 

Δ Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 

 

xyy
x
z 22 



, y
x

z 22

2





, xy
yx
z 22

2





, 22 xxy

y
z





, x
y

z 22

2





. 

Таким образом, имеем: 
  222 242 xdydxdyxyydxzd  . ▲ 

58. Показать, что функция 23 3xyxu   удовлетворяет уравнению  

02

2

2

2









y
u

x
u

. 

Последовательно находим 
22 33 yx

x
u





, x
x
u 62

2





, xy
y
u 6



, x
y
u 62

2





. 

Отсюда имеем  06x6x2

2

2

2









y
u

x
u , т.е. равенство действительно вы-

полняется. ▲ 

59. Найти 2

2

x
z


 , 

yx
z


2

, 2

2

y
z


  от функций: 

a) 
yxeez  . Отв. yxe

xx
y

ez 2 ;   yxey
xy

y
exez  1 ;   yxey

yy
y

exexz  1 . 

б)  yxz  2ln . Отв. 
 
 22

22

yx

xyzxx



 ; 

 22

2

yx

xzxy


 ; 
 22

1

yx
z yy


 . 

в) 
xy
yxz





1

arctg . Отв. 
 221

2

x

xzxx


 ; 0xyz ; 
 221

2

y

yz yy


 . 

г)  byaxz  2sin . Отв.  byaxazxx  2cos2 2 ;  byaxabzxy  2cos2 ; 

 byaxbz yy  2cos2 2 . 

д)  322

3
1 yxz  . Отв. 

22

222
yx
yxzxx




 ; 

22 yx
xyzxy


 ; 
22

22 2
yx
yxz yy




 . 

е) 
x
yz

2cos
 . Отв. 3

2cos2
x

yzxx  ; 2

2sin2
x

yyzxy  ; 
x

yyyz yy

222 cos4sin2 
 . 

ж)* 
22

arcsin
yx

yz


 . Отв. 
 222

2

yx

yx
zxx


 ; 

 
 222

22 sign

yx

xxyzxy



 ; 

 222

2

yx

yx
z yy


 . 

з) 
xy

yxz
22 

 . Отв. 3
2
x
yzxx  ; 22

22

yx
yxzxy


 ; 3

2
y
xz yy  . 

и)  22ln yxz  . Отв. 
 
 222

222

yx

xyzxx



 ; 

 222

4

yx

xyzxy


 ; 
 
 222

222

yx

yxz yy



 . 

Δ 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
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Р



 

 

к)   xyeyxz  . Отв.  22  xyyyez xy
xx ;    xy

xy exyyxz 2 ; 

 22  xyxxez xy
yy . 

60. Найти дифференциал второго порядка от данных функций: 

a)  222
1

yx
z


 . Отв. 

   
 322

222222
2 383

yx

dyxyxydxdydxyxzd



 . 

б)  yxz  ln . Отв. 
 
 2

2
2

yx
dydxzd




 . 

в) yxz 2sin . Отв. 22 2cos22sin2 ydyxydxdyzd  . 

г) xyez  . Отв.   dxdyxdyydxezd xy 222  . 

д)  yxz  sin . Отв.   22 sin dydxyxzd  . 

61. Показать, что функция z удовлетворяет данному уравнению: 

a) 
y
xz arctg  – уравнению 02

2

2

2









y
z

x
z

. 

б)  22cos yxyz   – уравнению 2
11

y
z

y
z

yx
z

x









. 

в)   13424 2   xeyxez yy  – уравнению 0
2













 zx

y
z

x
z

. 

г)  atxeu atx   sin  – уравнению 2

2
2

2

2

x
ua

t
u








. 

д)  xyzzyxu 3ln 333   – уравнению 
zyxz

u
y
u

x
u













 3

. 

д)    xzzyyxu   – уравнению 0











z
u

y
u

x
u

. 

 
8. ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА 

 
Так как второй дифференциал функции  yxfz ,  представляет собой 

квадратичную форму  dydxQ ,  относительно переменных dx и dy, то его можно 
представить в виде  

    









dy
dx

HdydxdydxQzd ,,2 , 

где  











yyyx

xyxx

zz
zz

H  – матрица квадратичной формы, которая называется мат-

рицей Гессе. 
Аналогично для функции трех переменных  zyxfu ,, : 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 

 

   

















dz
dy
dx

HdzdydxdzdydxQud ,,,,2 ,  

где матрица Гессе   






















zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

uuu
uuu
uuu

H . 

 

62. Вычислить матрицу Гессе для функции 523  yxyxz . 
Находим величины 

xyx
x
z 23 2 



, 262

2



 xy
x

z
, 2

2

3x
yx
z





, 02

2




y

z
. 

Тогда матрица Гессе имеет вид  








 













03

326
2

2

x
xxy

zz
zz

H
yyyx

xyxx
.  ▲ 

 
Формула Тейлора функции   yxfz ,  в дифференциальной форме с оста-

точным членом в форме Лагранжа: 

         ...
!3

1
!2

1
0

3
0

2
00 MfdMfdMdfMf  

     yyxxfd
m

Mfd
m

mm 


  и,и
!

1
!1

1
000

1 ,  

где            10 ,,, 000000  MfMfyxfyyxxfzMf . 

 
63. Разложить по формуле Тейлора функцию  yyxxf  ,  по степеням 

yx  ,  до членов второго порядка, если   xyyxyxf  33 2, . Рассмотреть 
разложение в окрестности точки (1,0). 

Имеем формулу  

          ...,
2
1,,,, 





















y
x

Hyxy
y

yxfx
x

yxfyxfyyxxf  . 

НАХОДИМ  

yx
x
f



 23 , xy

y
f



 26 , x

x
f 62

2





, y
y

f 122

2





, 1
2





yx
f

. 

Тогда получим равенство 
       yxyxyxxyyxyyxxf 2233 632,  

  ...
121

16
,

2
1

























y
x

y
x

yx  . 

При x = 1,  y = 0 имеем:  

∆ 

∆ 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 

 

3


x
f

, 1


y
f

, 62

2





x
f

, 02

2





y
f

, 1
2





yx
f

,   10,1 f . 

ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА ПРИМЕТ ВИД 

    





















 ...

01
16

,
2
131,1

y
x

yxyxyxf  

...331 2  yxxyx  . ▲ 
64. Написать матрицу Гессе для функций: 

a) yxbyxyxz 32 2  . Отв. 












032
3262

2

2

x
xxyH . 

б)  yxz  sin . Отв. 
   
   










yxyx
yxyx

H
sinsin
sinsin

. 

в) yxez 2 . Отв. 











 



yxyx

yxyx

ee
eeH 22

22

42
2

. 

65. Разложить функцию yxz sinsin  по степеням 





 

4
x  и 






 

4
y  до 

членов второго порядка. 
 
 
 
 
 

66.* Функцию yxz   
разложить по степеням  1x  и  1y , найдя члены до третьего порядка вклю-
чительно. Использовать результат для вычисления без таблиц числа   02,1

1 1,1z . 

Отв.          ...11
2
1

1111 2  yxyxxz  ; 102,11 z . 

 
9. ГРАДИЕНТ, КАСАТЕЛЬНАЯ ПЛОСКОСТЬ, НОРМАЛЬ  

К ПОВЕРХНОСТИ 
 

Градиентом дифференцируемой функции  zyxfu ,,  в точке М называ-
ется вектор (  Mugrad ), имеющий координаты  

 
x
Mu



, 

 
y
Mu



,

 
z
Mu



, т.е. 

      k
z
Muj

y
Mui

x
MuMu
















)(grad . 

 
67. Найти градиент функции в точке: 

a) 453 223  yyxxyz ,    1,1 M ; 
б)   xyzxu  ln ,    1,2,0M . 

а)  По определению  

Отв. 





 






 

42
1

42
1

2
1  yxz  

...
444

2
44

1 22

















 






 





 






 

 yyxx  . 

∆ 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 

 

  yxxyxyy
y
z

x
zz 1033,6,grad 223 














 . 

При x = 1,  y = – 1 имеем: 
   10,51033,61grad z . 

б)  По определению  
































zx

xy
zxz

u
y
u

x
uu 1,,1,,grad . 

При x = 0, y = 2, z = 1 получаем  

 1,0,3
10

1,0,2
10

1grad 











u .  ▲ 

68. Найти угол между градиентами скалярных полей 2

2

x
yzu  ,  

v 33
3

636
2

zyx
  в точке 








3
1,

2
1,2M . 

Находим ugrad  и vgrad  в точке М:  



























 22

2

3

2 2,,2,,grad
x
yz

x
z

x
yz

z
u

y
u

x
uu , 

 
  






















6
1,

6
1,

6
1

2
1

3
1

2
12,

23
1,

2

1
3
1

2
12grad 3Mu , 



























 22
2

69,18,
2

3,,grad zyx
z
v

y
v

x
vv , 

   63,9,3
3
169,

2
118,2

2
3grad 






 Mv . 

Находим теперь косинус угла  между градиентами: 

 

 






























222
222

6393
6

1
6
1

6
1

63
6

19
6
13

6
1

gradgrad
grad,gradcos

vu
vu  

2
2

12
18
4
4




 , т.е. 45 .   ▲ 

 
Для поверхности S, задаваемой равенством   0,, zyxF , уравнение каса-

тельной плоскости, проведенной в точке SN 0 , имеет вид 
            0000000  zzNFyyNFxxNF zyx , 

где    0grad,,
0

NuFFF Nzyx  . 

∆ 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 

 

Нормалью к поверхности S, заданной уравнением  yxfz , , в точке 
 000

, yxN  называется прямая, перпендикулярная к касательной плоскости и 

проходящая через точку 0N . Направляющим вектором нормали является вектор 
   0 0 0 0, ,

; ,1
f x y f x y

n
x y

   
     

. Значит, уравнение касательной плоскости: 

         000
0

0
0 








 zzyy

y
Mfxx

x
Mf , а канонические уравнения нор-

мали к поверхности имеют вид 

    1,,
0

00

0

00

0 zz
yxf

yy
yxf

xx
yx









 . 

Если поверхность S задана уравнением   0,, zyxF , то 

        0 0 0 0, , gradx y zn F M F M F M F M
      и, следовательно, нормаль к поверхно-

сти имеет вид 
     0

0

0

0

0

0

MF

zz

MF

yy

MF

xx

zyx







 . 

 
69. Написать уравнение касательной плоскости и нормали к поверхности 

0122 222  zyx  в точке M = (1, 1, 1). 
Находим градиент функции   122,, 222  zyxzyxF  в точке  1,1,1M :  

  zyxF 4,4,2grad    4,4,2grad MF . 
Уравнение касательной плоскости 

      01220141412  zyxzyx . 
Уравнение нормали запишется в виде 

2
1

2

1

1
1

4
1

4

1

2
1 


















 zyxzyx
.  ▲ 

 
Если функция  zyxfu ,,  дифференцируема в точке  0000 ,, zyxM , то 

производная функции u по направлению l


 имеет вид 
       0 0 0 0cos cos cos

u M u M u M u M
l x y z

  
   

  
   

, 

где  ,,  – углы, образованные направлением  l


 с осями X, Y, Z соответст-
венно. 

Использовав градиент функции, запишем производную по направлению в 

виде:     0grad ,
u M

u M l
l





, или     grad ,u M lu M

l l









, где ol


– орт  направ-

ления l


. 
 

70. Найти производную функции 22 yxyxz   в точке  1,1M  по на-
правлению вектора  1,2 a . 

∆ 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 

 

Находим  
 grad 2 , 2z x y y x       3,3grad Mz . 

Тогда производная функции z  в точке M  по направлению вектора a  равна  

    
  5

3
12
1323,grad

22







a
aMzMza .  ▲ 

71. Найти градиент функции: 

a) y
x

ez  . Отв. 













 y

x
y
x

e
y
xe

y
z 2,1grad . 

б) 
x
yz

2cos
 . Отв. 








 2

2

2

sin2,cosgrad y
x
y

x
yz . 

в)  yxz lnln  . Отв.  











yxyyx

z
ln

1,
ln
1grad . 

г) xxyzu 752 22  . Отв.  zxyyu 4,10,75grad 2  . 

д)  zxyu  . Отв.         xyxyxyxzxyyzu zzz ln,,grad 11  
. 

е) 
y
z

z
xu ln . Отв. 2

1 1 1grad , , xu
z y z z

 
  
 

. 

72. Вычислить градиент функции в точке М:  
a) 223 xyyxz  , М = (– 1, 1). Отв. (– 7, 5). 

б) xyxеz  , М = (0, – 2). Отв. (1, 0). 

в) x
y

y
x

eеz  , М = (1, 1). Отв. (0, 0). 
г) 33 2 5u x z xy   , М = (2, 3, 0). Отв. (– 6, – 4, 81). 

д)   xyzu  ln , М = (
4
1

, – 1, – 1). Отв. (1, – 1, – 1). 

е) 
3


x
xyzu , М = (– 2, 3, – 2). Отв. (– 6, 4, – 6). 

73. Найти угол между градиентами скалярных полей u и v в точке М:  

a) 32 yzxu  , 
zyx

v 3
9

664
 , М = (2, 

3
1

, 
2
3

). Отв. 90. 

б) 2

3

xy
zu  , 

3
4

22
29

33
3 zyxv  , М = (

3
1

, 2, 
2
3

). Отв. 135. 

в) 23 yx
zu  , 

zyx
v

6
143

 , М = (1, 2, 
6

1
). Отв. 0. 

г) 2

2

yz
xu  , 33

3

636
2

zyxv  , М = ( 2 ,
2

1
, 

3
1

). Отв. 135. 

д) 2

2

xy
zu  , 2

2
2 23

2
23 zyxv  , М = (

3
1

, 2, 
3
2

). Отв. 135. 

∆ 

Би
бл
ио
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ка

 БГ
УИ
Р



 

 

е) 
y

xzu
2

 , 333 26666 zyxv  , М = (
6

1
,

6
1

, 1). Отв. 0. 

ж) 
x

yzu
2

 , 
zyx

v
3
2

2
6

2
6

 , М = (
2

1
,

2
1

,
3

1
). Отв. 90. 

з) 2

2

z
xyu  , 2

2
2 23

2
23 zyxv  , М = (

3
1

, 2, 
3
2

). Отв. 45. 

и) 
z
yxu

23

 , 
zyx

v
6
143

 , М = (1, 2, 
6

1
). Отв. 180. 

к) 
yzx

u 2
1

 , 
zyx

v
3
1

9
224
 , М = (2, 

3
1

, 
6

1
). Отв. 45. 

74. Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
в точке М:  

a)    08  zxyzyx , М = (2, 1, 3).  

Отв. 04572  zyx ; 
5
3

7
1

2
2








 zyx

. 

б) 0822  z
y

z
x

, М = (2, 2, 1). Отв. 04  zyx ; 
4
1

1
2

1
2








 zyx

. 

в) 01222  zyx , М = (2, 2, 3). 

Отв. 01322  zyx ; 
3
3

2
2

2
2








 zyx

. 

г) 0ln 
z
xzy , М = (1, 1, 1). Отв. 02  zyx ; 

2
1

1
1

1
1 







 zyx

. 

д) 0arctg  z
x
y

, М = (1, 1, 
4


).  Отв. 0
2

2 
zyx ; 

2
4

1
1

1
1









 zyx

. 

е) 0
8916

222


zyx

, М = (4, 3, 4). 

Отв. 0643  zyx ; 
6
4

4
3

3
4








 zyx

. 

ж) 04496 222  zzyxx , М = (3, 0, – 4). 

Отв. 
1

4
00

3 


 zyx
; 04 z . 

з) 012 222  zyx , М = (0, – 3, 4). 

Отв. 
4

4
3

3
0







zyx
; 0743  zy . 

и) 07447 222  zyx , М = (1, 1, 1). 

Отв. 07447  zyx ; 
4

1
4
1

7
1 






 zyx

. 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 

 

к) 0232 22  xyzzxyzx , М = (1, 0, –1). 

Отв. 032  zyx ; 
1
1

12
1








 zyx

. 

75. Найти производную функции в точке М по направлению вектора a :  

a) 22 32 yxyxz  , М = (2, 1), a  =(1, 3). Отв. 
10

35
. 

б)  22 3ln yxz  , М = (1, 1), a  =(1, 1). Отв. 2 . 

в)  2arctg xyz  , М = (2, –1), a  =(5, 4). Отв. 
415

11
 . 

г) 









y
xz

2

arcsin , М = (1, 2), a  =(2, 1). Отв. 
152

7
. 

д) 
22 yxez  , М = (1, 0), a  =(1, –2). Отв. 

5
2e

. 

е) xyzu 3 , М = (1, 0, –1), a  =(2, 2, 1). Отв. 2 . 

ж) zxyzxyu  , М = (2, 0, 5), a  =(1, 2, 2). Отв. 
3
23

. 

з)   2ln zyxu  , М = (0, 1, –1), a  =(–2, 1, –2). Отв. 
3
5

 . 

и) zxyeu x  2 , М = (0, 1, 3), a  =(0, 4, 3). Отв. 
5
3

. 

к) yzxu  ln , М = (1, 2, –1), a  =(4, 0, –3). Отв. 
5
2

 . 

 
10. ЭКСТРЕМУМ ФУНКЦИИ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

 
Точка  000 , yxM  называется точкой локального максимума (минимума) 

функции  yxfz , , если для всех точек  yxM , , отличных от  000 , yxM  и 
принадлежащих достаточно малой его окрестности, выполняется 
неравенство 

        0 0f M f M f M f M  . 
Максимум и минимум функции называется ее экстремумом. 
Если точка  000 , yxM  является точкой экстремума функции  yxf , , то 

    0,, 0000  yxfyxf yx  или хотя бы одна из этих производных не существует 
(необходимые условия существования экстремума).  

Точки, в которых частные производные обращаются в ноль, называются 
стационарными. 

Чтобы стационарная точка 0M  была точкой экстремума, должны выпол-
няться достаточные условия экстремума дважды непрерывно дифференци-
руемой функции  yxfz ,  в окрестности точки  000 , yxM : 

1)    00 Mfgrad ; 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 

 

2) матрица Гессе 

 
   
   










00

00
0 MfMf

MfMf
MH

yyyx

xyxx  

положительно определена. Тогда в точке 0M  функция имеет локальный мини-
мум. Если же отрицательно определена, то в этой точке функция имеет локаль-
ный максимум. Если же  0MH  знаконеопределена, то в точке 0M  локальный 
экстремум отсутствует. 

Аналогично и для функции трех переменных  zyxfu ,, . 
 

76. Найти стационарные точки функции 2223 52 yxxyxz  . 
Имеем  

   00Mzgrad


















.022

,0106 22

yxy
y
z

xyx
x
z

 

Решив эту систему, получим четыре стационарные точки: 

     2,1,2,1,0,
3
5,0,0 






 .   ▲ 

77. Найти стационарные точки функции xzxyzyxu  22 22 . 
Приравниваем частные производные по всем переменным к нулю: 


























.02

,02

,04

x
z
u

xy
y
u

zyx
x
u

 

Решив эту систему первого порядка с тремя неизвестными, находим ста-
ционарную точку  7,1,20 M .   ▲ 

78. Исследовать на экстремум функцию: 
а)   22 22 yxz  ;             б)   224 yxyxz  ; в) xyz  . 

а) 1. Находим стационарные точки функции: 

 
  00,2

.0

,2

04

022
M

y

x

y
y
z

x
x
z

































. 

2. В точке 0M составляем матрицу Гессе. Имеем: 

2
0

2

2





Mx
z ,  4

0

2

2





My
z , 0

0

2






Myx
z , 

∆ 

∆ 

∆ 
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т.е. матрица Гессе     040
02

MHH 







 . 

3. Определяем знакоопределенность матрицы H. Так как 022

2




x

z , 

08 H , то матрица H положительно определена. Следовательно, в точке (2, 
0) функция   22 22 yxz   имеет минимум, причем 0min z .  
б)  1. Находим стационарные точки функции: 

  02,2
.2

;2

024

024
M

y

x

y
y
z

x
x
z

































. 

2. В точке (2, – 2) составляем матрицу Гессе. Имеем: 

2
0

2

2





Mx
z

,  2
0

2

2





My
z

, 0
0

2






Myx
z

, 

т.е. матрица Гессе имеет вид    020
02

MHH 










 . 

3. Определяем знакоопределенность матрицы H. Так как 022

2




x

z , 

0H , то матрица H по критерию Сильвестра отрицательно определена. Сле-

довательно, в точке (2, – 2) функция   224 yxyxz   имеет максимум и 
8max z . 

в)  1. Находим стационарные точки функции: 

  00,0
0

,0
M

x
y
z

y
x
z





























. 

2. В точке 0M  составляем матрицу Гессе. Имеем: 

0
0

2

2





Mx
z ,  0

0

2

2





My
z , 1

0

2






M
yx
z . 

Значит, матрица Гессе имеет вид    001
10

MHH 







 . 

3. Исследуем матрицу Гессе на знакоопределенность. Имеем 02

2




x

z , 

01H . Так как  0H , то в стационарной точке 0M  экстремума 
нет.   ▲ 
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79. Исследовать на экстремум функцию xzxyzyxu  22 22  из  
примера 77. 

Стационарной точкой функции u является точка )7,1,2(0 M . В этой точке 
составим матрицу Гессе. Имеем : 

4
0

2

2





Mx
u ,  2

0

2

2





My
u , 0

0

2

2





Mz
u ,  

1
0

2






Myx
u , 1

0
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Mzx
u , 0

0

2






Mzy
u . 

Тогда 

 










































































001
021
114

2

222

2

2
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22

2

2

0
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u

yz
u

xz
u

zy
u

y
u

xy
u

zx
u

yx
u

x
u

MH . 

Проверяем матрицу H  на знакоопределенность по критерию 
Сильвестра: 

042

2




x
u , 07

21
14





, 02 H . 

Согласно критерию Сильвестра матрица H знаконеопределена, т.е. в точке 
(2, 1, 7) функция u не имеет экстремума. ▲ 

80. Найти стационарные точки функций: 
a)  yxyxz  1223 . Отв. (0, 0); (0, 8); (12, 0); (0, 12); (9, 0); (6, 4). 
б)  yxxyz  3 . Отв. (0, 0); (0, 3); (3, 0); (1, 1). 

в)  22 yxez x  . Отв. (
2
1

 , 0). 

г) 22 11 yxz  . Отв. (0, 0). 

д)   22 24 yyxxz  . Отв. (0, 0); (4, 0); (2, 1); (0, 2); (4, 2). 
е) zyxzyxu 642222  . Отв. (– 1, – 2, 3). 
ж)  zyxzyxu  22lnln5ln2ln3 . Отв. (6, 4, 10). 

81. Исследовать на экстремум следующие функции: 
a) 24 24 yxyxz  . Отв. Нет экстремума. 

б) 2244 242 yxyxyxz  . 
Отв. minz  в точках 

   2,2,2,2  . 
в) yxyxyxz  222 . Отв. 1min z 6 в точке  0,1 . 

г) 
yx

yxyxz 1122  ; 0,0  yx . Отв. 3
min 33z  в точке 

∆ 
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33 3
1,

3
1 . 

д)  222
22

yxez yx   .    Отв. 0min z  в точке  0,0 ; 
e

z 2
max   в точках  0,1 . 

е)   yxeyxz  22 2 . Отв. 2
max 8  ez  в точке  2,4  . 

ж)   8
3221 yxz  . Отв. 1max z  в точке  0,0 . 

з) zyxzyxu 642222  . Отв. 14min z  в точке  3,2,1  . 
и)  zyxzyxu  22lnln5ln2ln3 . Отв. Нет экстремума. 

 
Для функции, заданной неявно уравнением   0,, zyxF , стационарные 

точки функции определяются системой 
  0,,  zyxFx ;   0,,  zyxFy ;   0,, zyxF . 

Вопрос же о характере экстремума неявно заданной функции в стационар-
ной точке решается с помощью достаточных условий. 

 
82. Функция z задана неявно равенством 2 2 25 5 5 2 2x y z xy xz      

2 72 0yz   . Найти ее стационарные точки.  
83. Убедиться, что при 6,5  yx  функция 3 2 6 39 18z x y xy x y       20  

имеет минимум.  
 

11. НАИБОЛЬШЕЕ И НАИМЕНЬШЕЕ ЗНАЧЕНИЯ ФУНКЦИИ 
В ЗАМКНУТОЙ ОБЛАСТИ 

 
Пусть функция  zyxfu ,,  определена и непрерывна в замкнутой ограни-

ченной области D с границей Г и дифференцируема во всех ее внутренних точ-
ках. 

Тогда существуют точки 1M  и 2M , в которых функция  f  принимает наи-
большее и наименьшее значения (глобальный экстремум), т.е. 

   MfMf
DM

 max1 ,    MfMf
DM

 min2 . 

Точки 1M  и 2M  следует искать среди стационарных точек функции f внут-
ри области D или среди точек, принадлежащих границе Г. 

Экстремум функции  yxfz , , найденный при условии   0, yx , назы-
вается условным. 

Если из уравнения   0, yx  найти  xyy   и подставить в функцию 
 yxfz , , то задача отыскания условного экстремума сводится к нахождению 

экстремума функции одной переменной 
  xyxfz , .  

 

Отв. (1, 1); (– 1, – 1).
 

 
Рис. 11.1 
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84. Найти наименьшее и наибольшее значения функции  yxyxz  22  в 
треугольнике ОАВ, ограниченном прямыми 0x ; 0y ; 6 yx   (рис. 11.1).  

Область D, ограниченная треугольником, изображена на рис. 11.1. 
Найдем стационарные точки функции, лежащие внутри треугольника 

 0,0  yx : 

 
  

















.022
,0234

02232
,0234234

2232

22

yx
yx

yxxxyxxz
yxxyxyyxxyz

y

x  

Решив систему, находим единственную стационарную точку DP 







2
1,10 . 

Вычисляем значение функции в этой точке:  
4
1

0 Pz . 

Исследуем поведение функции на границе области D. На сторонах тре-
угольника 0x  и 0y  значения функции z тоже равны 0. Найдем наименьшее 
и наибольшее значения функции z на стороне АВ: 6 yx . На ней 

xy  6 ,  6,0x , и       xxxxxxxzz  64626 22 . 
Функция, заданная на [a, b], принимает наибольшее и наименьшее значения 

или на концах отрезка, или в стационарных точках, принадлежащих отрезку [0, 
6]. 

Имеем     060  zz . Найдем стационарные точки: 
   6,0401248 0

2  xxxxz   (x = 0 – граничная точка отрезка [0, 6]). 
В точке 40 x  значение      128464164 z . Таким образом, гло-

бальный экстремум функции z в данной области D надо искать среди следую-

щих значений: 
4
1

z , 0z , 128z . Наибольшее значение функция принима-

ет в точке 0P , и оно равно 4
1 , а наименьшее значение, равное –128, принимает 

на границе в точке (4, 2). ▲ 
85. Найти наименьшее и наибольшее значения функции  xyxz 22  

yx 84   в прямоугольнике, ограниченном прямыми 0x , 0y , 1x , 2y .
       Отв. 17max z  в точке (1, 2); 3min z  в точке (1, 0). 

86. Найти наименьшее и наибольшее значения функции 
 22 32

22
yxez yx    в круге 422  yx . 

Отв. ez 3
max   в точках (0, 1); 0min z  в точке (0, 0). 

87. Найти наименьшее и наибольшее значения функции 

 yxyxz  sinsinsin  в прямоугольнике 
2

0 
 x , 

2
0 

 y . 

Отв. 3
2
3

max z  в точке (
3
 ,

3
 ); 0min z  в точке (0, 0). 
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88. Найти наибольшее и наименьшее значения функции  yxxyz  3  в 
треугольнике 0x , 0y , 3 yx . 

Отв. 1max z  в точке (1, 1); 0min z  в точках границы. 
89. Найти наибольшее и наименьшее значения функции yxz 21   в 

треугольнике 0x , 0y , 1 yx . 
Отв. 3max z  в точке (0, 1); 1min z  в точке (0, 0). 

90. Найти наибольшее и наименьшее значения функции yxz 2  в круге 
122  yx . 

Отв. 
33

2
max z  в точках (

3
1,

3
2

 ); 
33

2
min z  в точках (

3
1,

3
2
 ). 

91. Найти наибольшее и наименьшее значения функции  2yxez x   в 
круге 122  yx . 

92. Найти наименьшее и наибольшее значения функции xyyxz 333   в 
прямоугольнике 20  x , 21  y . 

Отв. 13max z  в точке (2, -1); 1min z  в точках (1, 1) и (0, -1). 
93. Найти наибольшее и наименьшее значения функции yxz   в круге 

122  yx . 

Отв. 2max z  в точке (
2
2,

2
2 ); 2min z  в точке (

2
2,

2
2
 ). 

94. Найти наименьшее и наибольшее значения функции 
1642 22  xxyyxz  в треугольнике, ограниченном прямыми 0x , 0y , 

3 yx . 
 

 
12. ТЕКСТОВЫЕ ЗАДАЧИ НА ЭКСТРЕМУМ 

 
95. Представить положительное число a в виде произведения четырех по-

ложительных множителей так, чтобы их сумма была минимальной. 
Отв. Все множители равны между собой. 

96. На плоскости XY найти точку, сумма квадратов расстояний от которой 
до трех прямых 0x , 0y , 0162  yx  была бы наименьшей. 

 
 

97. Через точку (a, b, c) провести плоскость так, чтобы объем тетраэдра, 
отсекаемого ею от координатного трехгранника, был наименьшим. 

Отв. 3
c
z

b
y

a
x . 

Отв. (
5
8

,
5

16
).

Отв. ez max  в точке (1, 0); 
e

z 1
min   в точке (-1, 0).

Отв. 1max z  в точке (0, 0); 19min z  в точке (0, 3).
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98. Даны три точки A = (0, 0, 12), B = (0, 0, 4) и C = (8, 0, 8). На плоскости 
XY найти такую точку D, чтобы сфера, проходящая через точки A, B, C и D, 
имела наименьший радиус. 

99. Из всех треугольников данного периметра 2l найти тот, который имеет 
наибольшую площадь. 

 
100. Определить размеры прямоугольного бассейна объемом 4000 3м , так 

чтобы на облицовку его поверхности потребовалось наименьшее количество 
материала.     Отв. Длина 20, ширина 20, высота 10. 

 
101. Из всех прямоугольных параллелепипедов, имеющих диагональ l, най-

ти тот, объем которого наибольший.            Отв. Куб, сторона 
3
la  . 

102. В полушар радиусом R вписать прямоугольный параллелепипед наи-

большего объема.           Отв. Его измерения 
3

3,
3

32,
3

32 RRRa  . 

103. Найти кратчайшее расстояние между параболой 2xy   и прямой 
02  yx .     

104. Найти точки эллипса                    , наиболее и наименее удаленные от 
начала координат. 

 
105. На плоскости 023  zx  найти точку, сумма квадратов расстояний от 

которой до точки A = (1, 1, 1) и B = (2, 3, 4) минимальная. 
     

 
13. УСЛОВНЫЙ ЭКСТРЕМУМ 

 
Задача отыскания экстремума функции  yxfu ,  двух переменных x и y 

при связи   0, yxF  сводится к следующему: 
1. Составляем вспомогательную функцию Лагранжа 

       yxFyxfyxL ,,,,   , где   множитель Лагранжа, 
и осуществляем поиск стационарной точки  000 ;, yx  функции Лагранжа из 
системы трех уравнений с тремя неизвестными: 

     
     
    












.0,;,
,0,,;,
,0,,;,

yxFyxL
yxFyxfyxL
yxFyxfyxL

yyy

xxx







 

2. Достаточными условиями экстремума функции для дважды непрерывно 
дифференцируемых функций  yxf ,  и  yxF ,  в окрестности стационарной 
точки  000 ;, yx  являются следующие. 

Если в стационарной точке  000 ;, yx  число 

Отв. ((3, 39 , 0),(3, – 39 , 0)).

Отв. Равносторонний.

Отв. 
24

9
.

Отв. (a, 0), (0, b).

Отв. (
13
21

, 2 , 
26
63

).

1
2

2

2

2


b
y

a
x
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x

y

yyyx

xyxx
xy F

F
LL
LL

FFQ ,  

меньше нуля, то функция  yxfu ,  в точке  00 , yx  имеет условный максимум, 
а при 0Q  – минимум. 
 

106. Исследовать на экстремум функцию xyz   при условии, что x и y 
принадлежат окружности 1822  yx . 

1. Составим функцию Лагранжа: 
   18,, 22  yxFxyyxL  . 

2. Находим стационарные точки функции Лагранжа: 












.018
,02
,02

22 yxL
yxL
xyL

y

x






 

Первые два уравнения представим в виде 

.2
,2

xy
yx






 

Разделив почленно первое уравнение на второе, получим 

xyxy
x
y

y
x

 22 . 

Подставив полученное y в третье уравнение, будем иметь 

2
1,3,39182 22  yxxx . 

Таким образом, точками возможного локального условного экстремума 
функции xyu   при условии 1822  yx  являются точки 

M1 = (3, 3; 
2
1

 ),  M2 = (3, –3; 
2
1 ), M3 = (–3, 3; 

2
1 ), M4 = (–3, –3; 

2
1

 ),  

т.е. на плоскости XY точки 
 3,31 M ,  3,32 M ,  3,33 M ,  3,34 M . 

3. Проверяем каждую точку на оптимальность, т.е составляем квадра-
тичную форму 

          
   

 
 




























MF

MF
MLML
MLML

MFMFMQ
x

y

yyyx

xyxx
xy ,  

и определяем её знак. Здесь    018, 22 yxyxF  линия связи переменных 
x и y. 

Вычислим значение Q  в точке  3,31 M . Имеем: 
     6,62,2,

3
3

1





 y
x

Mxy xyFF ; 


































11

11
21
12

11 MMyyyx

xyxx

LL
LL




. 
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Следовательно, 

      0144
12
12

6,6
6

6
11

11
6,61 





























MQ . 

Это означает, что в точке (3, 3) целевая функция xyz   при ограничении 
1822  yx  имеет локальный максимум, равный 933max z . 

Аналогично найдем, что     014432  MQMQ ,   01444 MQ , т.е. в 
точках 1M   и 3M   функция xyz   имеет условный локальный минимум, а в точ-
ке 4M   – максимум.   ▲ 

107. Найти точку  zyxM ,, , ближайшую к началу координат и лежащую 
на прямой, являющейся линией пересечения двух плоскостей 1032  zyx  и 

12  zyx . 
По условию задачи требуется найти минимум квадрата расстояния 

22222 zyxOMd   от начала координат до точки  zyxM ,, , лежащей на 
прямой , т.е. требуется минимизировать функцию  

  222,, zyxzyxf   
при условии, что zyx ,,  подчинены ограничениям 

010321  zyxF , 0122  zyxF . 
1. Составляем функцию Лагранжа: 

     121032,;,, 21
222

21  zyxzyxzyxzyxL  . 

2. Находим стационарные точки функции Лагранжа, т.е. решаем систе-
му уравнений: 






















.012
,01032

,0232
,022

,02

2

1

21

21

21

zyxL
zyxL

zL
yL
xL

z

y

x










 

Решив эту систему, найдем, что 

59
19

x , 
59

146
y , 

59
93

z , 
59

110
1  , 

59
72

2  . 

Убедимся теперь в том, что точка 







59
93,

59
146,

59
19M , расположенная на 

линии пересечения плоскостей 01032  zyx  и 012  zyx , наименее 
удалена от начала координат, для чего проверим выполнение достаточных ус-
ловий экстремума. Для этого вычислим число Q, равное 
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FF
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zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx
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,
,
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,
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,
,

21

21

21

212121 . 

Тогда если Q  > 0, то в соответствующей точке функция имеет локальный 
условный минимум, а если Q  < 0, то  максимум. 

Вычисляем якобианы 
 
 

   
    7

21
32

,
,

22

1121 









zy

zy

FF
FF

zy
FF ; 

 
 

   
    1

21
31

,
,

22

1121 







zx

zx

FF
FF

zx
FF ; 

 
 

   
    3

11
21

,
,

22

1121 









yx

yx

FF
FF

yx
FF . 

Находим матрицу Гессе в точке M 

)(MH





































300
020
002

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

LLL
LLL
LLL

 

и вычисляем число Q : 

    0127
3
1

7
9,2,14

3
1

7

300
020
002

3,1,7 





















































Q . 

В соответствии с достаточными условиями экстремума точка 









59
93,

59
146,

59
19M  ближе других точек заданной прямой расположена к началу 

координат. ▲ 
108. Найти экстремум функции  zyxFzyxu ,,22   в точках сферы 

9222  zyx . 
1. Составляем функцию Лагранжа: 

   922;,, 222  zyxzyxzyxL  . 
2. Находим стационарные точки функции Лагранжа: 
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.09

,022

,022

,021

222 zyxL

z
z
L

y
y
L

x
x
L









 

Из первых двух уравнений имеем xy
y
x 2

2
1

 , а из первого и третье-

го уравнений получаем xz
z
x 2

2
1

 . 

Отсюда и из четвертого уравнения будем иметь 944 222  xxx , т.е. 

1x . Тогда 2y , 2z , 
2
1 . Итак, имеем две стационарные точки (1, –

2, 2), (–1, 2, –2). 
3. С помощью достаточного условия проверяем стационарные точки на оп-

тимальность. Для этого составляем матрицу Q, равную: 























































yx

z

z

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

yz

xz

FF
F

F

LLL
LLL
LLL

FF
FF

Q 0
0

0
0

. 

Если в стационарной точке функции L матрица Q положительно определе-
на, то в этой точке целевая функция u имеет минимум; если же Q отрицательно 
определена – максимум. Находим 

2xxL , 0xyL , 0xzL , 2yyL , 0yzL , 2zzL , 1xF , 2yF , 2zF , 
т.е. матрица Гессе H имеет вид 























200
020
002

H . 

Матрица Q в точке (1, –2, 2) при 
2
1

  равна: 

























































21
20

02

100
010
001

220
102

Q  












































82
25

21
20
02

220
102

. 

Так как 0511 a , 036 Q , то матрица Q отрицательно определена. 
Значит, в точке (1, –2, 2) целевая функция  имеет максимум, равный 5max u . 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 

 

Аналогично для точки (–1, 2, –2) и 
2
1

  получаем 





















































 


82
25

21
20
02

100
010
001

220
102

Q . 

Так как 0511 a , 036 Q , то матрица Q  положительно определена. 
Таким образом, целевая функция u имеет в точке (–1, 2, –2) минимум, равный 

5min u .   ▲ 
109. Определить условные экстремумы функций: 
a) 33 yxz   при 0,0,2  yxyx . Отв. 2min z  в точке (1, 1). 

б) 
yx

z 11
  при 

2
111

22 
yx

. Отв. 1min z  в точке (–2, –2); 
1max z  в точке (2, 2). 

в) xyzu   при 8,5  yzxzxyzyx . Отв. 4min u , 
27

112
max u . 

г) zyxu   при 1111


zyx
. Отв. 9min u  в точке (3, 3, 3). 

д) 32zxyu   при 0,0,0,632  zyxzyx . Отв. 1max u   
в точке (1, 1, 1). 

е) xyez   при 1 yx . Отв. 4
1

max ez   в точке (
2
1 ,

2
1 ). 

ж) 422 zyxu   при 0432  zyx . Отв. 0min u  в точке (0, 0, 0). 

з) yxz 2  при 522  yx . Отв. 5min z  в точке (–1, –2); 
5max z  в точке (1, 2). 

и) 22 yxz   при 1
32


yx
. Отв. 

13
36

min z  в точке (
13
18

,
13
12

). 

к) 
2

4


yxz  при 122  yx . 

 

Отв. 221min z  в точке (
2

1
 ,

2
1

); 221max z  в точке (
2

1
,

2
1

 ). 

 
 

Отв. 221min z  в точке (
2

1
 ,

2
1 ); 221max z  в точке (

2
1 ,

2
1

 ). 
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14.  САМОСТОЯТЕЛЬНАЯ  РАБОТА 
«ФУНКЦИИ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ» 

 
Задача 1 

 
Найти область определения функции ),( yxf , задать ее аналитически (с 

помощью неравенств или уравнений) и изобразить графически: 

В.1. yx
y
xyyxf 2

1
)12ln(),( 2 




 . 

В.2. yx
e

yxyxf
x

3
)1sin(

)2ln(),( 






. 

В.3. 144
1

)arcsin(),( 22
/

22





 yx

e
yxyxf yx . 

В.4. 1ln
cos

1
),( 22

2






xy

e

xy
yxf

x
. 

В.5. 
x

y
yx

yx
yxf 4cos

)4arcsin(

3
),(

2

22

2 





 . 

В.6. xeyxyxyxf  )arccos(14),( 2222 . 

В.7. )ln(
2
2),( 2

2
yx

xy
yxyxf 



 . 

В.8. 
41

sin)ln(),( 22

2









y
e

yx

yxyxf
x

. 

В.9. 1
2
1

),( 



 xe

yx

xy
yxf . 

В.10. yxe
x

yyxxyxf 
12

122cos),( 22 . 

В.11. 2
22

22
sin

17
1

2

4
),( xy

xyy

yxx
yxf 




 . 

В.12. 
3 2

265
2

1

14),(
x

eyyxf
yx







. 

В.13. 
yxyx

yx
yxf









2
1

)ln(

)cos(
),( 22 . 
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В.14. 
1

)arcsin(1),( 22

2
2






yx
xyeyxf x . 

В.15. xyyxxyxf  222 )4ln(
6
1),( . 

 
Ответы к задаче 1 

 

В.1. 4,0: xD ; 1,
2
112  yxyx . 

В.2. 












.
2
1,0

,
3
1,0

:
xyx

xyx
D  

 
В.3. 0,11:  xxD . 

  












.0,1

,0,1
22

4
1

2
4
12

yxyx

yxyx
 

 
В.4. RxD : , 

  































.1

,1

,1
,1

2

2

xy
xy

xy
xy

 

 
В.5. ,10:  xD  

  














.
33

,1
2
11

2
1 22

xyx

xyx
 

 
В.6. ,10:  xD  













.1
2
11

,11
2
1

22

22

xyx

xyx
 

В.7. :D  
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.2
,2

,
,2

;2,21
;,1

2

xy
xy

xy
x

xyx
xyx

 

 
В.8. :D  

  








































.2
1

,
,,01

.2
1

,
,,1

2

y
xy

xyx

y
xy
xyx

 

В.9. :D  

  























.

,1,0

.1,01

xy
x

yx
x

yx

 

 
В.10.  

  .
,0,:

xy
xRxD




 

В.11. :D ,10  x  

  1111 22  xyx . 
 
В.12. :D  

      
].2;2[

,1,



y

xRx
 

 
В.13. :D  

  








.1

,20,0
2xy
xyx
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В.14. :D  

  









.11
,11

,0

xyx
xyx

x
 

В.15. :D  ,30  x  

  










.)2(4

,)2(4
2

2

xyx

xyx  

 
 

Задача 2 
 
 

Исследовать методом сечений и построить поверхности: 
 

В.1. а) 221
4

yx
z


 ; б) 

2
)1(

4
)2(3

22 





yzx . 

В.2. а) 
22 yxez  ;  б) 1

9
)3(

2
)1( 22





 yx . 

В.3. а) 224
1

yx
z


 ; б) 

9
)1()2(

4
)1( 2

2
2 


 zyx . 

В.4. а) )ln( 22 yxz  ; б) 
92

)1(
4

)3( 222 yzx





 . 

В.5. а) 
)4ln(

1
22 yx

z


 ; б) 1)3(
9

)2( 22
2


 xzy . 

В.6. а) 22sin yxz  , б) 1
9

)2(
44

)2( 222





 zyx . 

      ;222  yx  

В.7. а) 22
1

yx
z


 ;  б) 222 )1()2()1(  yzx . 

В.8.  а) );4ln( 22 yxz   б) 1
425

)3(
10

222





zyx . 

В.9. а) ;
4

2
22 yx

z


  б) 1
425

)2(
9

)4( 222





 zyx . 

В.10. а) 
221

2
yx

z


 ; б) 3
16

)4(
25

22



 zyx . 
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В.11. а) ;arcsin 22 yxz   б) 4
4

)2()3(
2

2 



xz . 

В.12. а) ;arccos 22 yxz   б) 222 1)1(4)3( yzy  . 

В.13. а) ;22 yxarctgz   б) 222 )1(9)1(4  zyx . 

В.14. а) ;)ln( 22 yxz   б) 222 4)2()3( zxy  . 

В.15. а) ;2 2222 yxyxz    б) )1(4
4

)1( 2


 zx . 

 
 

Ответы к задаче 2 (п.б) 
 

В.1.  Гиперболический параболоид. 
В.2.  Гиперболический цилиндр. 
В.3.  Конус. 
В.4.  Конус. 
В.5.  Однополостный гиперболоид. 
В.6.  Двуполостный гиперболоид. 
В.7.  Конус. 
В.8.  Однополостный гиперболоид. 
В.9.  Двуполостный гиперболоид. 
В.10. Эллиптический параболоид. 
В.11. Гиперболический цилиндр. 
В.12. Эллипсоид. 
В.13. Конус. 
В.14. Конус. 
В.15. Параболический цилиндр. 
 

Задача 3 
Вычислить частные производные первого порядка от следующих функций: 
 

В.1.  y
y
xz ln2 .   В.2. 

22 yx

xz


 . 

В.3. )sin( yxxz  .  В.4. 
y
xz

2cos
 . 

В.5. )3(sin 2 yxz  .  В.6. )ln( 3yx eez  . 

В.7. 
1
2arcsin





y
xz .  В.8. 

13
24





x
yarctgz . 

В.9. 
y

xtgz
2

 .   В.10. yxz  . 
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В.11. )ln( 22 yxxz  . В.12. xyz ln . 

В.13. 2cos1 y
x

z  . В.14. 
yxeez  . В.15.   )ln( 23 yx eez  . 

 
Ответы к задаче 3 

 

В.1. 









 11ln,ln

232 yy
xz

y
yz yx . 

В.2. 
322322

2

)(
,

)( yx

xyz
yx

yz yx






 . 

В.3. )cos(),cos()sin( yxxzyxxyxz yx  . 

В.4. 2

22 cos,sin2
y

xz
y

xxz yx 


 . 

В.5. )3(2sin),3(2sin3 yxzyxz yx  . 

В.6. yx

y
yyx

x
x

ee
ez

ee
ez 3

3

3
3,





 . 

В.7. 
2

2
2

1
21)1(

)2(,

1
21)1(

1
































y
xy

xz

y
xy

z yx . 

В.8. 2222 )24()13(
)13(4,

)24()13(
)24(3











yx
xz

yx
yz yx . 

В.9. 

y
x

y

y
x

x
y

xz
y

xz 222

2

22 cos
,

cos

2 
 . 

В.10. xxzyxz y
y

y
x ln,1   . 

В.11. 
22222222

22
,

yxyxx

yz
yxyxx

xyx
z yx







 . 

В.12. xyzy
x

z ex
y

x
x ln,1 /lnln  . 

В.13. 
x

yyz
x

yz yx
2

2

2 sin2,cos 
 . 

В.14. yyxe
y

yyxe
x xezez   , . 
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В.15. yx

y
yyx

x
x

ee
ez

ee
ez 23

2

23

3 2,3





 . 

 
Задача  4 

 
Найти полный дифференциал функции ),( yxfz  : 

В.1. 
y
xxarctgz  .  В.2. 3

33

y
yxxz 

 . 

В.3. yxyez / .   В.4. )cos(ln yxxz  . 

В.5. 21 x
xarctgyz


 .   В.6. 









y
xarctgz x2 . 

В.7. 









y
xyz cos2 .   В.8. )arccos( yxyz  . 

В.9. 2

3

y
xxyz 

 .   В.10. yz xy 2/ cos3 . 

В.11. 









y
xyz arcsin .   В.12. 










y
xz cosln . 

В.13. yxyez /sin .   В.14. yxyz /2 . 

В.15. yxeyz /cos . 
 

Ответы к задаче 4 
 

В.1. dy
yx

xdx
yx

xy
y
xarctgdz 22

2

22 













 . 

В.2. dy

y

xdxdz

y

y
3

2
12

3 1

13

1






 

 . 

В.3. dy
y
xedxedz yxyx








 1// . 

В.4.   dyyxtg
y

xdxyxtgyxyxdz )(
2

)()cos(ln
2

 . 

В.5. dy
yx

xdx
x
arctgyxdz

)1)(1()1(
)1(

2222

2







 . 
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В.6. dy
xyy

xdx
xy
y

y
xarctgdz

x
x

)(
2)2(ln2 2

1

2 
















. 

В.7. dy
y
xx

y
xydx

y
xydz 








 sincos2sin . 

В.8. dy
yx

yx
yxdx

yx

y
dz 






















22

3

12
)arccos(

1
. 

В.9. dy

y
xxyy

yxdx

y
xxyy

ydz

2
3

3

2
2

3

2

)2(

2

1









 . 

В.10. ydydx
x

yydz xy
xy

2sin3cos33ln /
2

2/



 . 

В.11. dy

y
xy

x
y
xdx

y
x

dz














































22

1

arcsin

1

1 . 

В.12. dy
y
xtg

y
xdx

y
xtg

y
dz 2

1
 . 

В.13.   dy
y
xedxexdz yxyx








 1cos // . 

В.14. dy
y

xydx
y

dz
yx

yx
3

/
/

2

)4ln(222ln 
 . 

В.15. dy
y
xtgyeydx

y
eydz yxyx











 2

//
2
1cos1cos . 

 
Задача 5 

Вычислить приближенно: 

В.1. 3 243 79,017,095,0  .  В.2. 
233 81,012,098,0

1


. 

В.3.  323 92,021,097,0ln  .  В.4. )92,011,079,0( 332 arctg . 

В.5. )87,017,005,0sin( 32  .  В.6. 223 87,012,097,0
1


. 

В.7. 23 78,021,015,0sin  .  В.8. )94,012,088,0( 323 arctg . 
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В.9. 232 79,017,095,0  .  В.10. )92,011,012,0arccos( 33  . 

В.11. )89,07,012,0(sin 232  .  В.12. )78,021,015,0(sin 32  . 

В.13. 87,012,098,0 32  .  В.14. )93,011,084,0ln( 35  . 

В.15. )87,012,009,0(cos 222  . 
 

Ответы к задаче 5 
 

В.1. 0,95  В.2. 1,03  В.3. –0,09  В.4. 0,55 
В.5. 0,17  В.6. 93,42  В.7. –0,13  В.8. 0,60 
В.9. 0,95  В.10. 1,66  В.11. 0,24  В.12. 0,00 
В.13. 0,98  В.14. –0,80  В.15. 1,00. 

Задача 6 

Написать формулу для вычисления 
x
z

 , если : 

В.1. ),,( wvufz  ,  ),(),(),,( yxwxvyxu   .  
В.2. ),,,( xwvufz  ,  )(),,(),,( ywyxvyxu   .  
В.3. ),,( wvufz  ,  ),(),(),( yxwyvxu   .  
В.4. ),,,( yxvufz  ,  ),(),,( yxvyxu   .  
В.5. ),,,( yxtufz  ,  ),,( tyxu  .  
В.6. ),,,( xtvufz  ,  ),(),,( tyvtxu   .  
В.7. ),,,( xtvufz  ,  )(),,( xvtyu   .  
В.8. ),,,( ytvufz  ,  ),(),,( yxvxyu   . 
В.9. ),,,( ytvufz  ,  ),(),,,( txvxtyu   .  
В.10. ),,,( ytvufz  ,  ),(),( ytvxu   .  
В.11. ),,( ytufz  ,  ),,( tyxu  .  
В.12. ),,( xtufz  ,  ),( txu  .  
В.13. ),,,( yxvufz  ,  )(),,( yvyxu   .  
В.14. ),,,( ywvufz  ,  )(),,(),,( xwtxvtyu   .  
В.15. ),,,( twvufz  ,  ),(),,( txvtxu   .  
 

Ответы к задаче 6 
 

В.1. 
xw

f
dx
d

v
f

xu
f

x
z






















  .  

В.2. 
x
f

xv
f

xu
f

x
z






















  .  

В.3. 
xw

f
dx
d

u
f

x
z














  .  В.4. 

x
f

xv
f

xu
f

x
z






















  . 
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В.5. 
x
f

xu
f

x
z














  .  В.6. 

x
f

xu
f

x
z














  .  

В.7. 
x
f

dx
d

v
f

x
z










  .  В.8. 

xv
f

xu
f

x
z


















  .  

В.9. 
xv

f
xu

f
x
z


















  .  В.10. 

dx
d

u
f

x
z 







 .  

В.11. 
xu

f
x
z










  .   В.12. 

x
f

xu
f

x
z














  .  

В.13. 
x
f

xu
f

x
z














  .  В.14. 

dx
d

w
f

xv
f

x
z 















 .  

В.15. 
xw

f
xv

f
xu

f
x
z


























  .  

 
Задача 7 

Найти 
x
z

  и 

y
z

 , если : 

В.1. 
1


v

uz ,  )(,sin yxchvyxu  . 

В.2. vctguz 22  , 
3

,1


 
y

xvxu y . 

В.3. )sin( vuuz  , )ln(,cos 2yxv
y
xu  . 

В.4. 5)11( vvuuz  , 
x

vyu x 1ln,2   . 

В.5. )cosln( 2 uuvz  , 
yx

vyxu



1cos, . 

В.6. 





  u

v
utgz 6ln ,  

y
xvyxu ln,2  . 

В.7.  vuz  2arccos , 
y

vu xy 1sin,7  . 

В.8.  
u
vvuz sin2  ,  

x
yv

x
yu 2,

cos2


 . 

В.9. vu
u
vz 6 ,  

y
xvyxshu 26,  . 

В.10. vuz cossinln ,  
1
3,6





x
yvxu . 

В.11. uvuz v ln1   ,  
y
xvyxu sin,3  . 
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В.12. ,6)arcsin( uvuz   1
2 2,

sin
1 


 yv
y

xu . 

В.13.  )( 2 vuarctgz  ,  
2

1ln,6


 
x

vu yx . 

В.14.  vuuz  21 ,  
yx

xyv
y
xshu


 , . 

В.15.  vuz  2cos ,  10, 52   yvxu y . 
 

Ответы к задаче 7 
 

В.1.  )(
)1(sin2

sin
1

1
2 yxsh

v
u

yx
y

vx
z









 ; 

  )(
)1(sin2

cos
1

1
2 yxsh

v
u

yx
yx

vy
z









 . 

В.2.  
3

2)1(
sin

2
22 





y
xy

u
u

x
z y ; 

  2
1

22 )3(
2ln

sin
2





 

y
xxx

u
u

y
z y . 

В.3. 
2

1
2

1)cos(
sin

2
11)cos(

yxvu
vuu

yvu
vuu

x
z y

x




























 ; 

 
22

1)cos(
sin

2
11)cos(

yx
y

vu
vuu

y

x

vu
vuu

y
z y

x

























 . 

 

В.4.  























  )11(5

2
1)(ln

2
11 425 vuu

vu
vuv

x
yyv

vu
v

x
z x ; 

  35 )2(
2

11 












 xyxv

vu
v

y
z . 

В.5. ;
)(

sin

cos2cos
2sin

2

1

22 yxuuv
u

xy
y

uuv
uv

x
z yx













   

  
2

1

22 )(

sin

cos2cos
2sin

yxuuv
u

xy
x

uuv
uv

y
z yx















  . 

В.6. ;6612
66lncos

1
22 
















 







 














 





vx
u

v
xy

v
uuu

v
ux

z  
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2
2

2

661
66lncos

1
vy
ux

v
v
uuu

v
uy

z . 

В.7. 
vuvu

yv
x
z xy








212
7ln7 ;

 














 








2

1cos
7ln7

212
1

y

u
vx

uvuvy
z yxy . 

В.8. 
 

242
2 2cos

2
cos

2sincos

x
y

u
uv

x
xy

u

v
v

x
z u

v
u
v
































 



 ; 

  
xu

uv
xu

v
v

y
z u

v
u
v

1cos
2

cos
1cos
22

2 



























 



 . 

В.9. 6
6

31
262

1
2



























vuuxy
xychy

vuu
v

x
z ; 

  
22

2
6

31
262

1
yvuuxy

xychx
vuu

v
y
z

























 . 

В.10.    utgv
u

vvuctg
x
z



 6coscos

2
1 ;  

)1(2
cossin

x
vuctgvutgv

y
z






 . 

В.11.  
y

uu
u
vuv

x
z y

x
vv

cos
1ln)1( 1 


  ; 

   
2

1
cos

1ln3)1(
y

x
uu

u
vuv

y
z y

x
vv 






 


  . 

В.12. 
yvux

z
22 sin

16
)(1

1



















 ; 

  2ln2
)(1

1
sin

2sin)1(6
)(1

1 1
242


























 y

vuy
yx

vuy
z . 

В.13.  26ln62
)(1

1
22






  xu

vux
z yx ; 

  
22 )(1

6ln62
vu

u
y
z yx







 

. 

В.14. 




























2

2

2 )(

)2(

12

1
yx

uy
y

chvu

uvux
z y

x
; 
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2

2

22 )(

)2(

12

1
yx

ux
y

chvux

uvuy
z y

x
. 

В.15. 
vu

xyuvu
x
z y







 

2

12 )2(sin ; 

   42
2

2
5ln2

2

sin yxux
vu

vu
y
z y 







  . 

Задача 8 
Найти уравнение касательной плоскости и нормали к данной поверхности 

в указанной точке А. 
В.1. )2,0,1(,034 233 Axyzzyx  . 
В.2. )0,2,1(,23 Axyzyx zy  . 
В.3. )1,1,1(,2343 322   Azxyez yx . 
В.4. )0,2,1(,154 232 Aeyyzx z  . 
В.5. )2,1,1(,14)cos(4 2322  Ayxyxz . 

В.6. )1,3,2(,24 2
2

3 Az
yx

zyz 


 . 

В.7. )1,1,1(,014443 3234 Axzxyzzyx  . 

В.8. )0,2,1(,02232  Azyxzyx . 

В.9. )6,3,2(,4222 Azyxzyx  . 
В.10. )1,4,1(, Axyzzyx  . 

В.11. ),2,3(,
4 3

1Axy
z
yarctgzx 

 . 

В.12. ),0,1(),(4 4
223 Azytgyx  . 

В.13. )2,3,1(,2)1ln( 22  Azzyxxz . 
В.14. )0,1,2(,5 223  Axexyzy z . 

В.15. )0,,0(,1)(sin 4
222222 Ayzxyzyx  . 

 
Ответы к задаче 8 

 

В.1. 0)2(46)1(12  zyx ; 
4
2

612
1





 zyx . 

В.2. 0)62(ln)1(2  zx ; 
62ln0

2
2

1






 zyx . 

В.3. 0)1(15)1(10)1(1  zyx ; 
15

1
10

1
1
1 







 zyx . 
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 БГ
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В.4. 0)2(16  zy ; 
116

2
0

1






 zyx . 

В.5. 0)2(16)1(3)1(2  zyx ; 
16

2
3
1

2
1 






 zyx . 

В.6. 0)1(4)2(4  yx ; 
4

1
0

3
4

2 





 yxx . 

В.7. 0)1(8)1(8)1(12  zyx ; 
8
1

8
1

12
1









 zyx . 

В.8. 0)2()1(
3
2

 xx ; 
01

2
3/2
1 zxx





 . 

В.9. 0)6(
7
1)3(

7
4)2(

7
5

 zyx ; 
7/1
6

7/4
3

7/5
2










 zyx . 

В.10. 0)1(
2
7)4(

4
3)1(

2
7

 zyx ; 
2/7
1

4/3
4

2/7
1










 zyx . 

В.11. 0)3/1(
2
33)3(

6
11

 zx ; 
2/33
3/1

0
2

6/11
3










 zyx . 

В.12. 0)4/(2)1(3  zx ;  
2

4/
03

1




 zyx . 

В.13. 0)2(6)3()1(  zyx ; 
6

2
1

3
1

1 





 zyx . 

В.14. 0)1(15)2(4  zyx ; 
115

1
4

2






 zyx . 

В.15. 0
2

 x ; 
00

2/
2/

zyx









. 

 
Задача 9 

 
Написать формулу Тейлора 3-го порядка для функции ),( yxfz   в окрест-

ности точки ),( 000 yxM . 
В.1. )2,1(,3232 0

22233 Myxyxxyyxz  . 
В.2. )1,2(,13 0

2223 Mxyyxxyxz  . 
В.3. )2,1(,23 0

2223 Mxxyxxyyz  . 
В.4. )2,1(,322 0

22233  Myyxyxyxz . 
В.5. )1,2(,22 0

2233  Myxyxyyxz . 
В.6. )1,1(,332 0

22233  Myxyxyxz . 
В.7. )2,1(,323 0

2223  Myyyxxyxz . 
В.8. )1,2(,333 0

2223  Mxxyxxyyz . 
В.9. )1,0(,222 0

222233 Myxyxyxxyyxz  . 
В.10. )0,1(,522 0

2223 Myxxyxxyxz  . 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 

 

В.11. )2,2(,3333 0
22233  Mxyyxxyyxz . 

В.12. )1,1(,52333 0
2223 Myxyxyxyz  . 

В.13. )1,0(,22 0
22233  Myyxxyyxz . 

В.14. )1,3(,2222 0
2233  Myyxyyxz . 

В.15. )3,1(,2322 0
22233  Myxyxxyyxz . 

 
Ответы к задаче 9 

 
В.1.  )2(2)1(274),( yxyxz       

   22 )2(8)2)(1(28)1(22
!2

1 yyxx  

   3223 )2(6)2)(1(12)2()1(18)1(6
!3

1
 yyxyxx . 

 
В.2.   ))1(14)2(4(2),( yxyxz  

    22 )1(10)1)(2(20)2(10
!2

1 yyxx  

   223 )1)(2(18)1()2(6)2(6
!3

1
 yxyxx . 

 
В.3.   ))2(25)1(19(22),( yxyxz  

    22 )2(18)2)(1(28)1(6
!2

1 yyxx  

   223 )2)(1(18)2()1(6)2(6
!3

1
 yxyxy . 

 
В.4.   ))2(9)1(12(6),( yxyxz  

    22 )2(10)2)(1(4)1(18
!2

1 yyxx  

   323 )2(6)2()1(6)1(12
!3

1
 yyxx . 

 
В.5.   )1(4)2(1510),( yxyxz  

    22 )1(6)1)(2(4)2(12
!2

1 yyxx  

   323 )1(6)1)(2(6)2(6
!3

1
 yyxx . 

 
В.6.   )1(8)1(7),( yxyxz  

Би
бл
ио
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ка

 БГ
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Р



 

 

    22 )1(12)1)(1(4)1(4
!2

1 yyxx  

   323 )1(6)1()1(6)1(6
!3

1
 yyxx . 

 
 
 
 
В.7.   ))2(18)1(11(14),( yxyxz  

    22 )2(10)2)(1(20)1(2
!2

1 yyxx  

   223 )2)(1(18)2()1(6)1(6
!3

1
 yxyxx . 

 
В.8.   ))1(3)2(12(4),( yxyxz  

    22 )1(18)1)(2(12)2(8
!2

1 yyxx  

   322 )1(6)1)(2(18)1()2(18
!3

1
 yyxyx . 

В.9.   ))1(23(1),( yxyxz    22 )1(4)1(82
!2

1 yyxx  

   3223 )1(6)1(12)1(126
!3

1
 yyxyxx . 

 

В.10.   )2)1(7(9),( yxyxz   22 4)1(4)1(8
!2

1 yyxx  

   223 )1(12)1(6)1(6
!3

1 yxyxx  . 

 
В.11.   ))2(4)2(39(21),( yxyxz  

    22 )2(6)2)(2(16)2(32
!2

1 yyxx  

   3223 )2(6)2)(2(18)2()2(6)2(18
!3

1
 yyxyxx . 

 
В.12.   ))1(5)1(10(10),( yxyxz  

  22 )1(12)1)(1(12)1(8
!2

1 yyxx  32 )1(18)1()1(3
!3

1
 yyx . 

В.13.    22 )1(4)1(82
!2

121),( yyxxxyxz  

Би
бл
ио
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ка

 БГ
УИ
Р



 

 

   323 )1(6)1(1212
!3

1
 yyxx . 

 
В.14.     )1(10)3(2636),( yxyxz  

    22 )1(14)1)(3(4)3(18
!2

1 yyxx  

   323 )1(12)1)(3(6)3(6
!3

1
 yyxx . 

В.15.    )3(37)1(2550),( yxyxz  

    22 )3(20)3)(1(16)1(22
!2

1 yyxx  

   3223 )3(6)3)(1(6)3()1(6)1(12
!3

1
 yyxyxx . 

 
Задача 10 

 
Исследовать по определению на экстремум функцию ),( yxzz   в точке 

),( 000 yxM : 
В.1. )1,3(,)1()3( 0

26  Myxz . 
В.2. )3,2(,)3()2(1 0

44 Myxz  . 
В.3. )2,0(,)1(cos)2( 0

44  Mxyz . 
В.4. )0,0(,)12(1 0

44 Myz x  . 
В.5. )0,1(,)1( 0

44  Myxz . 
В.6. )1,0(,ln 0

44 Myxz  . 
В.7. )0,0(,3 0

44 Myxarctgz  . 
В.8. )2,0(,1)2()1(cos 0

44 Myxz  . 
В.9. )2,0(,)2()1(1 0

44 Myez x  . 
В.10. )4,0(,)4()1(cos 0

44 Myxz  . 
В.11. )2,0(,)2( 0

44 Myxtgz  . 
В.12. )3,2(,)3()2( 0

44 Myxz  . 
В.13. )3,0(,)3(sin1 0

44 Myxz  . 
В.14. )0,1(,)( 0

24 Myeez x  . 
В.15. )0,1(,)1(sin 0

44 Mxyz  . 
 

Ответы к задаче 10 
 

В.1. Точка локального максимума. 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 

 

В.2. Точка локального максимума. 
В.3. Точка локального минимума. 
В.4. Не является точкой локального экстремума. 
В.5. Точка локального минимума. 
В.6. Не является точкой локального экстремума. 
В.7. Точка локального минимума. 
В.8. Не является точкой локального экстремума. 
В.9. Точка локального максимума. 
В.10. Точка локального минимума. 
В.11. Не является точкой локального экстремума. 
В.12. Точка локального минимума. 
В.13. Точка локального максимума. 
В.14. Точка локального минимума. 
В.15. Не является точкой локального экстремума. 
 

Задача 11 
 

Найти экстремумы функций: 
В.1. 5454181862),( 223  yxyxyxyyxz . 

В.2. 158136271223),( 223  yxyxyxyyxz . 

В.3. 936121862),( 223  yxyxyxyyxz . 

В.4. 43293212813),( 223  yxyxyxxyxz . 

В.5. 23363),( 223  yyxyxyyxz . 

В.6. 18662),( 223  yyxyxxyxz . 

В.7. 330141262),( 223  yxyxyxyyxz . 

В.8. 17186663),( 223  yxyxyxyyxz . 

В.9. 11281866),( 223  yxyxyxyyxz . 

В.10. 16263),( 23  yxxyxyyxz . 

В.11. 51212362),( 23  yxyxyxyxz . 

В.12. 812166122),( 223  yxyxyxyyxz . 

В.13. 11415693),( 223  yxyxyxxyxz . 

В.14. 2124122),( 23  yxxyxyyxz . 

В.15. 532963),( 223  yxyxyxyyxz . 
 

Ответы к задаче 11 
 

В.1. (-9, 0) – точка локального минимума. 
В.2. (12, -7) – точка локального максимума. 

Би
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ио
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 БГ
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Р



 

 

В.3. (-6, 0) – точка локального максимума. 
В.4. (21, -55) – точка локального максимума. 
В.5. (-1, 1) – точка локального максимума. 
В.6. (4, -8) – точка локального максимума. 
В.7. (10, -1) – точка локального минимума. 
В.8. (3, -4) – точка локального максимума. 
В.9. (-2, 2) – точка локального минимума. 
В.10. (5, -2) – точка локального максимума. 
В.11. (-1, 3) – точка локального максимума. 
В.12. (-34, 10) – точка локального минимума. 
В.13. (3, -7) – точка локального максимума. 
В.14. (35, -12) – точка локального минимума. 
В.15. (-4, 1) – точка локального минимума. 
 

Задача 12 
Найти наибольшее и наименьшее значения функции ),( yxzz   в треуголь-

нике с вершинами в точках А, В, С. 
 
В.1. 1642 22  xxyyxz ; )0,4();2,0();0,0( CBA . 
В.2. )2(47 2 yxyxz  ; )0,0();3,0();0,3( CBA  . 
В.3. 14642 22  yxyyxz ; )0,0();0,3();6,0( CBA  . 
В.4. 24622  yxyxz ; )4,1();1,1();1,2( CBA  . 
В.5. 2322 22  yxyxyxz ; )0,0();0,5();5,0( CBA . 
В.6. 2322 22  yxyxyxz ; )0,5();0,0();5,0(  CBA . 
В.7. 14622  yxyxz ; )0,0();3,0();0,3( CBA  . 
В.8. 3642 22  xxyyxz ; )2,0();0,4();0,0(  CBA . 
В.9. xyyxz 31 33  ; )0,3();3,0();0,0(  CBA . 
В.10. yxxyyxz 232 22  ; )0,0();5,0();0,5( CBA  . 
В.11. 24442 22  xyxyxyz ; )0,0();0,3();6,0( CBA  . 
В.12. xxyyxz 642 22  ; )0,4();2,0();0,0( CBA . 
В.13. 16642 22  yxyyxz ; )0,0();0,3();6,0( CBA . 
В.14. 54622  yxyxz ; )0,0();0,3();3,0( CBA . 
В.15. 2333  xyyxz ; )3,0();0,3();0,0( CBA  . 
 
 

Ответы к задаче 12 
 
В.1. 1)0,0(max  zz ; 10)0,3(min  zz . 

Би
бл
ио
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ка

 БГ
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В.2. 8)2/1,1(max  zz ; 9)1,2(min  zz . 
В.3. 20)4,1(max  zz ; 4)0,3(min  zz . 
В.4. 9)4,1(max  zz ;  9)1,2(min  zz . 
В.5. 42)0,5(max  zz ; 2)2,1(min  zz . 
В.6. 42)0,5(max  zz ; 2)2,1(min  zz . 
В.7. 1)0,0(max  zz ;  10)1,2(min  zz . 
В.8. 3)0,0(max  zz ;  6)0,3(min  zz . 
В.9. 28)0,3()3,0(max  zzz ; 0)1,1(min  zz . 
В.10. 40)5,0(max  zz ;  4)1,2(min  zz . 
В.11. 2)0,0(max  zz ;  98)6,0(min  zz . 
В.12. 0)0,0(max  zz ;   9)0,3(min  zz . 
В.13. 22)4,1(max  zz ;  2)0,3(min  zz . 
В.14. 5)0,0(max  zz ;  16)1,2(min  zz . 
В.15. 29)0,3()3,0(max  zzz ; 1)1,1(min  zz . 
 

Задача 13 
На заданной плоскости  найти точку, сумма квадратов расстояний которой 

до точек А и В наименьшая. 
 
В.1. )5,1,3();3,1,2(;023  BAzx . 
В.2. )2,1,1();2,5,3(;032  BAzy . 
В.3. )2,1,1();2,5,3(;023 BAzy  . 
В.4. )1,3,6();1,3,2(;032 BAzx  . 
В.5. )1,1,8();3,1,2(;023  BAyx . 
В.6. )3,4,1();3,2,1(;032  BAzy . 
В.7. )1,1,8();3,1,2(;023  BAyx . 
В.8. )3,4,1();3,0,1(;023 BAzy  . 
В.9. )4,6,7();2,20,1(;032  BAzx . 
В.10. )3,2,4();3,6,2(;023  BAzy . 
В.11. )0,9,6();2,4,1(;03  BAyx . 
В.12. )6,0,8();4,2,2(;03  BAyx . 
В.13. )8,2,3();5,0,11(;023  BAzy . 
В.14. )1,2,7();5,2,0(;023 BAyx  . 
В.15. )1,2,7();5,2,0(;023  BAyx . 
 

Ответы к задаче 13 
 

В.1.    23,0,1M .  В.2.    27,18,13
13
1

M . 

Би
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те
ка
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В.3.    12,8,13
13
1

M .  В.4.  42,0,28
13
1

M . 

В.5.   2,9,27
9
1

M .  В.6.  18,27,13
13
1

M . 

В.7.   1,3,2 M .  В.8.  12,8,13
13
1

M . 

В.9.   42,169,28
13
1

M . В.10.  12,8,39
13
1

M . 

В.11.  1,1,3M .  В.12.  10,1,3M . 

В.13.  105,70,182
26
1

M . В.14.  3,3,2M .    В.15.  3,3,2 M . 

 
Задача 14 

 
Найти кратчайшее расстояние между параболой 2xy   и заданной пря-

мой: 
В.1.  0343  yx .   В.2.  0734  yx .   
В.3.  0543  yx .   В.4.  053  yx .   
В.5.  0725  yx .   
На сфере   1222  zyx  найти точку  0M  , сумма квадратов расстояний 

от которой до заданных точек 1M  и 2M  была бы наименьшей: 
В.6.   )7,4,1(1M   и  )8,2,2(2 M . 
В.7.   )6,14,4(1 M   и  )20,25,9(2 M . 
В.8.   )17,4,6(1 M   и  )15,4,2(2 M . 
В.9.   )2,13,2(1 M   и  )7,14,20(2 M . 
В.10.  )16,3,2(1M   и  )5,3,10(2M . 
В.11.  Найти параллелограмм данного периметра Р, который вращением 

вокруг одной из своих сторон образует тело наибольшего объема. 
В.12.  В полушар радиусом R вписать прямоугольный параллелепипед 

наибольшего объема. 
В.13.  При каких размерах открытая цилиндрическая ванна с полукруглым 

сечением, поверхность которой равна S, имеет наибольшую вместимость? 
В.14.  Из всех треугольников данного периметра Р найти тот, который 

имеет наибольшую площадь. 
В.15.  Найти прямоугольный параллелепипед данной поверхности S, 

имеющей наибольший объем. 
 

Ответы к задаче 14 
 

В.1.   5,0 . В.2. 9,0 . В.3. 9,0 . В.4.  1,2 . В.5. 1,2 . 
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В.6. 







66
7,

66
4,

66
1

0M .  В.7. 





 

14
2,

14
3,

14
1

0M  . 

В.8. 







17
4,0,

17
1

0M .   В.9. 









14
1,

7
2

2
3,

7
2

0M . 

В.10. 







69
7,

69
2,

69
4

0M . 

В.11.  Прямоугольник со сторонами 3P   и  6P . 
В.12.  Наибольший объем у куба с ребром 

3
R . 

В.13. Наибольшую вместимость имеет ванна с размерами 
3

2 S  ; 
3

2 S .  

В.14.  Наибольшую площадь имеет треугольник с длинами сторон 3P , 
3P , 3P . 

В.15.  Наибольший объем имеет куб с ребром длиной 6
S . 
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