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Çàäà÷à êîììèâîÿæåðà, êàê èçâåñòíî, âîçíèêàåò âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îïòèìèçàöèè óïðàâëåíèÿ äèñêðåò-

íûìè ïðîöåññàìè, ëåãêî ôîðìóëèðóåòñÿ, íî òðóäíî ðåøàåòñÿ. Ïðàêòèêà èñïîëüçîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ åå

ðåøåíèÿ ïîðîæäàåò ïðîáëåìó îöåíêè èõ óñòîé÷èâîñòè ê èçìåíåíèÿì ýëåìåíòîâ ìàòðèöû èñõîäíûõ äàí-

íûõ. Ïðåäëàãàåìûé áûñòðûé àëãîðèòì îöåíêè óñòîé÷èâîñòè áàçèðóåòñÿ íà îöåíêå óñòîé÷èâîñòè ëèíåé-

íîé çàäà÷è î íàçíà÷åíèè, ñîîòâåòñòâóþùåé ðåøåíèþ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà.

I. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ôîðìàëüíàÿ ìî-
äåëü çàäà÷è êîììèâîÿæåðà èìååò âèä

Y = min
n∑

i=1

n∑

j=1

cijxij ,

ui − vj + nxij ≤ n− 1, i, j = 2, n, i 6= j,

n∑

i=1

xij =

n∑

j=1

xij = 1,

xij ≥ 0, i, j = 1, n. (1)

Åå ðåøåíèå îáû÷íî ïðåäñòàâëåíî âåêòîðîì

R = (rj = i | xij = 1, i, j = 1, n),

êîòîðûé ðåàëüíî ìîæíî îïðåäåëèòü íåîáõîäè-
ìûì óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè

R = (rj = i | cij = ui + vj , i, j = 1, n). (2)

Íà ïðàêòèêå ÷àñòî íåîáõîäèìî íàéòè èíòåð-
âàëû (sij , fij), i, j = 1, n, â êîòîðûõ èçìåíåíèå
çíà÷åíèé ýëåìåíòîâ cij ∈ (sij , fij), i, j = 1, n íå
íàðóøàåò îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ.

Èçâåòíî, ÷òî çàäà÷à îöåíêè èíòåðâàëîâ
óñòîé÷èâîñòè çàäà÷è êîììèâîÿæåðà â îáùåì
ñëó÷àå èìååò ýêñïîíåíöèàëüíóþ âû÷èñëèòåëü-
íóþ ñëîæíîñòü. Îäíàêî äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ
ñëîæíîñòü îêàçàâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé. Äàëåå
îáñóæäàåòñÿ îäèí èç òàêèõ ñëó÷àåâ, êîãäà èç-
ìåíÿþòñÿ ëèøü ýëåìåíòû ìàòðèöû ñ èíäåêñàìè
(i, j) = (rj , j), j = 1, n.

II. Ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷è

Ïðåäëàãàåìàÿ ñõåìà îöåíêè èíòåðâàëîâ
óñòîé÷èâîñòè áàçèðóåòñÿ íà èíâàðèàíòíîñòè âû-
ðàæåíèÿ (2) îò ìåòîäà åãî ôîðìèðîâàíèÿ. Èç-
âåñòíî, ÷òî îäíèì èç òî÷íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ
(1) ÿâëÿåòñÿ ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö [1]. Ñõåìà àë-
ãîðèòìà ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö ìîæåò èñïîëü-
çîâàòü ðàçíûå ñïîñîáû ïîðîæäåíèÿ äåðåâà âàðè-
àíòîâ. Íàèáîëåå óñïåøíûé ñïîñîá ïîðîæäåíèÿ

áàçèðóåòñÿ íà ðåøåíèè ëèíåéíûõ çàäà÷ î íàçíà-
÷åíèè (ËÇÍ), àíàëèçå ïîëó÷àþùèõñÿ çàìêíóòûõ
öèêëîâ è, åñëè òàêèõ öèêëîâ áîëåå îäíîãî, ïî-
ñëåäóþùåì ïåðåáîðå âàðèàíòîâ ðàçðûâà öèêëîâ.
Ðåêóðñèÿ îáõîäà äåðåâà ËÇÍ ñòðîèòñÿ íà ìàò-
ðèöå ðàññòîÿíèé, ãäå ðàçðûâû öèêëîâ çàäàþòñÿ
íàçíà÷åíèåì áåñêîíå÷íûõ çíà÷åíèé äëèí çàïðå-
ùàåìûõ äóã [2]. Â êàæäîì óçëå äåðåâà âàðèàí-
òîâ, âêëþ÷àÿ è èñêîìûé îïòèìàëüíûé âàðèàíò,
ðåøàåòñÿ ËÇÍ ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè

Y = min
n∑

i=1

n∑

j=1

c∗ijxij ,

n∑

i=1

xij =
n∑

j=1

xij = 1,

xij ≥ 0, i, j = 1, n, (3)

ãäå (c∗ij , i, j = 1, n) � ìàòðèöà òåêóùåé ËÇÍ, â
êîòîðîé íåêîòîðûå ýëåìåíòû èñõîäíîé ìàòðèöû
çàäà÷è (1) çàìåíåíû áåñêîíå÷íûìè çíà÷åíèÿìè.
Î÷åâèäíî, ÷òî ýëåìåíòû îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ
íå ìåíÿþòñÿ: (c∗rjj = crjj , j = 1, n).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à îöåíêè óñòîé-
÷èâîñòè çàäà÷è (1) ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê çàäà-
÷å îöåíêè óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (2): äëÿ
êàæäîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû (c∗ij , i, j = 1, n), èñ-
ïîëüçóåìîé äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ îêîí÷àòåëüíîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), íåîáõîäèìî íàéòè èíòåðâàë
(sij , fij), i, j = 1, n, â êîòîðîì èçìåíåíèå çíà÷å-
íèÿ òàêèõ ýëåìåíòîâ íå íàðóøàåò îïòèìàëüíîãî
íàçíà÷åíèÿ.

Ïðåäëàãàåìàÿ èäåÿ ïîèñêà èíòåðâàëîâ
óñòîé÷èâîñòè ËÇÍ îñíîâàíà íà òîì, ÷òî ëó÷-
øèå ìåòîäû ðåøåíèÿ ËÇÍ áàçèðóþòñÿ íà ïå-
ðåõîäå îò (2) ê äâîéñòâåííîé çàäà÷å ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Y = max

n∑

i=1

ui +

n∑

j=1

vj ,

cij ≥ ui + vj , i, j = 1, n. (4)

Êëþ÷ äëÿ îöåíêè èíòåðâàëîâ óñòîé÷èâîñòè
ËÇÍ � âåêòîðû ïîòåíöèàëîâ ui + vj , i, j = 1, n.
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III. Àëãîðèòì îöåíêè óñòîé÷èâîñòè

Ýëåìåíòû ðåøåíèÿ (1) ñîîòâåòñòâóþò ðåá-
ðàì ãðàôà ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ

Em = {(i, j) | xij = 1, i, j = 1, n},
ìíîæåñòâî êîòîðûõ ðåàëüíî âûäåëÿåòñÿ âûðà-
æåíèåì (2):

Em = {(rj , j), j = 1, n}.
Îñòàâøèåñÿ ýëåìåíòû

Eu = {(i, j), i, j = 1, n} \ Eu
äîïîëíÿþò òàêîé ãðàô äî ïîëíîãî. Èíòåðâàë
çíà÷åíèé âåñà ðåáåð, äëÿ êîòîðûõ íàçíà÷åíèå
îñòàåòñÿ íåèçìåííûì, ìîæåò áûòü îïèñàí êàê

Im(x, y) = {(−∞, cxy + εm(x, y)], (x, y) ∈ Em},
Iu(x, y) = {[cxy − εu(x, y),+∞), (x, y) ∈ Eu},

ãäå cxy � âåñ, à εm(x, y) è εu(x, y) � äîïóñòèìîå
èçìåíåíèå âåñà ðåáðà x 7→ y.

Ïðåäëàãàåòñÿ îïðåäåëÿòü èíòåðâàëû Im è
Im ïîñðåäñòâîì ïîñòðîåíèÿ ýêîíîìíîé èíêðå-
ìåíòíîé ñõåìû ðåîïòèìèçàöèè òåêóùåãî ðåøå-
íèÿ äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû [1]. Î÷åâèä-
íî, ÷òî ðåáðî x 7→ y, (x, y) ∈ Eu, íå áóäåò ÷àñòüþ
ñóùåñòâóþùåãî ðåøåíèÿ (ñêðûòî) ïîñëå íàçíà-
÷åíèÿ âåñà èç èíòåðâàëà (ux + vy,+∞), ãäå ux è
vy � ïîòåíöèàëû ñòðîê è ñòîëáöîâ.

Îòñþäà ñëåäóåò àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ èí-
òåðâàëà çíà÷åíèé âåñà ðåáðà: óñòàíîâèì ãàðàí-
òèðîâàííî ñêðûâàþùåå ðåáðî çíà÷åíèå cxy =
+∞, à ïîñëå ðåîïòèìèçàöèè ðåøåíèÿ ïîëó÷èì
εm(x, y) = Y 1 − Y 0. Çäåñü Y 1 è Y 0 � îöåíêè (1)
äî è ïîñëå ñêðûòèÿ ðåáðà.

Îáðàáîòêà ïîñëåäñòâèé ñêðûòèÿ ðåáðà ýô-
ôåêòèâíî ðåàëèçóåòñÿ ïðåäëîæåííûì â [3] àëãî-
ðèòìîì ðåîïòèìèçàöèè ðåøåíèÿ ËÇÍ ïîñëå èç-
ìåíåíèÿ ýëåìåíòà ìàòðèöû èñõîäíûõ äàííûõ.
Àíàëèç àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ËÇÍ ïîêàçûâàåò,
÷òî ïðîöåññ ðåîïòèìèçàöèè, íà÷èíàþùèéñÿ â
âåðøèíå x, çàâåðøèòñÿ â âåðøèíå y, ïîòåíöèàë
êîòîðîé òîæå íå èçìåíèòñÿ. Ìåíÿåòñÿ òîëüêî ïî-
òåíöèàë ñòðîêè x. Èç âûðàæåíèÿ

Y =
n∑

i=1

ui +
n∑

j=1

vj ,

ñëåäóåò, ÷òî èçìåíåíèå îöåíîê ðåøåíèÿ îöåíè-
âàåòñÿ âûðàæåíèåì Y 1 − Y 0 = u1

x − u0
x. Çäåñü

íóëåâîé âåðõíèé èíäåêñ èñïîëüçîâàí äëÿ ïîìåò-
êè èñõîäíîãî, à åäèíè÷íûé � íîâîãî ðåøåíèÿ. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

Im(x, y) = {(−∞, cxy+u1
x−u0

x], (x, y) ∈ Em}. (5)

Èñïîëüçîâàíèå ðàçíîñòè çíà÷åíèé ïîòåíöè-
àëîâ èñêëþ÷àåò íåîáõîäèìîñòü íàèâíîãî ïðÿìî-
ëèíåéíîãî âû÷èñëåíèÿ îöåíîê ðåøåíèé çàäà÷è
(1), òðåáóþùåãî n øàãîâ.

Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ, ìîæíî ðàññìîòðåòü
ðåáðà, íå ïðèíàäëåæàùèå îïòèìàëüíîìó ïàðîñî-
÷åòàíèþ. Â ýòîì ñëó÷àå cxy ≥ ux + vy. Åñëè òà-
êèå ðåáðà èìåþò âåñ â èíòåðâàëå (ux + vy,+∞),

òî ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ (1) îñòàåòñÿ íåèçìåííîé.
Îäíàêî äëÿ îïðåäåëåíèÿ εu(x, y), (x, y) ∈ Eu ïðè-
äåòñÿ ñòðîèòü âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô, îáðàçóå-
ìûé èç ãðàôà îïòèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ ïó-
òåì óäàëåíèÿ âñåõ äóã, èíöèäåíòíûõ âåðøèíàì
x è y [2]. Â òàêîì ãðàôå áóäåò n− 2 ðåáðà ãðàôà
îïòèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ. Ðåàëèçàöèÿ àëãî-
ðèòìà ïîñòðîåíèÿ èíòåðâàëà çíà÷åíèé âåñà ðå-
áåð íå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîé. Äëÿ êàæäîãî èç
n(n − 1) ðåáåð ïðèäåòñÿ ðåøàòü ËÇÍ, ðàçìåð-
íîñòü êîòîðûõ n − 2. Ó÷èòûâàÿ äèñêðåòíûé õà-
ðàêòåð ïðîöåññà ïåðåìåùåíèÿ ïî âåðøèíàì ñèì-
ïëåêñà ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ËÇÍ,
ïðåäëàãàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ âûðàæåíèåì (5),
èíâåðòèðóÿ íàïðàâëåíèå øàãîâ ïðîöåññà ïîñòðî-
åíèÿ èíòåðâàëà [3]. Êîíå÷íàÿ ãðàíèöà èíòåðâàëà
Im ïîñëå ýòîãî ñòàíåò íà÷àëüíîé ãðàíèöåé èíòåð-
âàëà Iu . Íóëåâîé øàã â (7) ñòàíîâèòñÿ ðåøåíèåì
ËÇÍ äëÿ ãàðàíòèðîâàííî ïðèâîäÿùåãî ê îòêðû-
òèþ ðåáðà çíà÷åíèÿ cxy = −∞ , à åäèíè÷íûé øàã
ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ ËÇÍ ñ èñõîäíîé ìàòðè-
öåé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

Iu(x, y) = {(−∞+u0
x−u1

x,+∞], (x, y) ∈ Eu}. (6)

Îöåíêà âûðàæåíèÿ (6) òðåáóåò ëèøü îäíî-
øàãîâîé ðåîïòèìèçàöèè èñõîäíîé çàäà÷è (2).

Îòìåòèì, ÷òî èíòåðâàë áåñêîíå÷íûõ çíà÷å-
íèé äëÿ óäîáñòâà ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè âû-
ðàæåíèé (5) è (6) ìîæåò áåçîïàñíî îòîáðàæàòü-
ñÿ íà èíòåðâàë (cmin − 1, cmax + 1), ãäå cmin =
min{ci,j , i, j = 1, n}, è cmax = max{ci,j , i, j =
1, n}.

IV. Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå èíòåðâàëîâ
óñòîé÷èâîñòè çàäà÷è êîììèâîÿæåðà ìîæåò ïðî-
âîäèòüñÿ ïîñðåäñòâîì ðåîïòèìèçàöèè ËÇÍ òå-
êóùåãî îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ, åñëè èíâåðòèðî-
âàòü ïðèíàäëåæíîñòü äóã ãðàôà çàäà÷è ñîîò-
âåòñòâóþùåìó ñîâåðøåííîìó ïàðîñî÷åòàíèþ è
ó÷åñòü ýòó ïðèíàäëåæíîñòü íàïðàâëåíèåì íó-
ìåðàöèè ñîñòîÿíèé. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü
îöåíîê óñòîé÷èâîñòè íà îñíîâå ðàçíîñòè ïîòåí-
öèàëîâ èçìåíÿåìûõ ñòðîê ËÇÍ � O(n4). Äîïîë-
íèòåëüíàÿ ïàìÿòü äëÿ õðàíåíèÿ íàñëåäóåìûõ
çíà÷åíèé ïîòåíöèàëîâ ñòðîê íå ïðåâûøàåò îáú-
åìà O(n2) .
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