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Ïðåäëàãàåòñÿ òåñò, îñíîâàííûé íà ìàêñèìóìå âåéâëåò-ïåðèîäîãðàììû, äëÿ îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè áè-

íàðíîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ââåäåíèå

Îáíàðóæåíèå ðàçëàäîê (ñêà÷êîîáðàçíîãî
èçìåíåíèÿ ñâîéñòâ) ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé ÿâëÿåòñÿ âàæíîé ïðèêëàäíîé çàäà÷åé.
Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ â íàñòîÿùåå âðåìÿ
øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ âåéâëåò-àíàëèç [1]. Îêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ âåéâëåò-
êîýôôèöèåíòîâ, ïîäñ÷èòàííûå äëÿ òàêèõ ñëó-
÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, èìåþò ìàêñèìàëü-
íûå çíà÷åíèÿ â ìîìåíòû ðàçëàäêè. Ðåøåíèå
çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ îáíàðóæåíèåì èçìåíåíèÿ
ñâîéñòâ îáúåêòîâ, ïðèìåíÿåòñÿ ïðè èññëåäîâà-
íèè ðàçëè÷íûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è äè-
íàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

I. Âåéâëåò-ïåðèîäîãðàììà ñëó÷àéíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ðàññìîòðèì áèíàðíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

x(t) = {xt|t = 0, T − 1}, xt ∈ {1,−1}, (1)

ãäå T = 2M , M � èçâåñòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1) èìååò ðàçëàäêó â

íåèçâåñòíûé ìîìåíò τ ∈ {τ−, τ− + 1, . . . , τ+}, ãäå
0 < τ− < τ+ < T −1 � èçâåñòíûå ìîìåíòû âðåìå-
íè. Òàêèì îáðàçîì, îíà ñîñòîèò èç äâóõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé:

x(t) =

{
x1(t), 0 ≤ t ≤ τ − 1,

x2(t), 0 ≤ t ≤ T − 1,

ïðè÷åì P{x1(t) = 1} = p1, P{x2(t) = 1} = p2, ãäå
p1, p2 ∈ [0, 1], � íåèçâåñòíûå âåðîÿòíîñòè. Ìàòå-
ìàòè÷åñêè ðåøåíèå çàäà÷è î ðàçëàäêå ñâîäèòñÿ
ê ïðîâåðêå ãèïîòåçû î ðàñïðåäåëåíèè âåðîÿòíî-
ñòåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1) H0 : p1 = p2 = 0.5;
H1 : p1 6= p2.

Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ðàñïðåäåëåíèè
âåðîÿòíîñòåé áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòàòèñòèêó,
ïðåäëîæåííóþ â [2] è íàçâàííóþ âåéâëåò-
ïåðèîäîãðàììîé.

Äèñêðåòíîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè (1) çàäàåòñÿ ïóòåì âû÷èñëåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ:

Jj,k =
T−1∑

t=0

xtϕj,k(t); dj,k =
T−1∑

t=0

xtψj,k(t), (2)

ãäå ψj,k(t) = 2−j/2ψ
(
2−jt− k

)
,ϕj,k(t) =

2−j/2ϕ
(
2−jt− k

)
, j = 1,M ; k = 0, 2M−j − 1;ψ(t) �

ìàòåðèíñêèé âåéâëåò, ϕ(t) � ìàñøòàáèðóþùàÿ
ôóíêöèÿ, j � ïàðàìåòð ìàñøòàáà (óðîâåíü ðàç-
ðåøåíèÿ), k � ïàðàìåòð ñäâèãà.

Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì èñïîëüçîâàòü âåéâëåò
Õààðà [1], äëÿ êîòîðîãî

ψ(t) =





1, 0 ≤ t < 0.5,

−1, 0.5 ≤ t ≤ 1,

0, t < 0, t > 1.

ϕ(t) =

{
1, t ∈ [0, 1],

0, t < 0, t > 1.

Tåîðåìà 1. [2] Êîýôôèöèåíòû âåéâëåò-
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2) {xt},
t = 1, T , T = 2M , ïîñòðîåííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì
âåéâëåòà Õààðà, íà êàæäîì óðîâíå ðàçðåøåíèÿ
j = 1,M íåçàâèñèìû è èìåþò ðàñïðåäåëåíèå
âåðîÿòíîñòåé

P
{

2j/2dj,k = r
}

=
C

2j + r

2
2i

22j
,

j = 1, M ; r ∈
{
−2j ,−2i + 1, . . . , 2i − 1, 2j

}
.

Tåîðåìà 2. Åñëè âåðíà ãèïîòåçà H0, òî êîýô-
ôèöèåíòû âåâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè T → ∞
íà êàæäîì óðîâíå ðàçðåøåíèÿ j = 1,M èìåþò
àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Èç òåîðåìû 2 âûòåêàåò, ÷òî ãèïîòåçû H0

è H1 î ðàñïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòåé áèíàðíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî çàìåíèòü ñåìåéñòâîì
ãèïîòåç {H0j , H1j}, j = 1,M , î ðàñïðåäåëåíèè
êîýôôèöèåíòîâ âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ íà êàæ-
äîì óðîâíå ðàçðåøåíèÿ j = 1,M :

H0J : dj,k ∼ N(0, 1),

H1j : â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Îïðåäåëèì âåéâëåò-ïåðèîäîãðàììó ñëó÷àé-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1), ñëåäóÿ [2]:

Ij,k = (dj,k)
2
, k = 0, 2M−j − 1, j = 1,M. (3)
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II. Êðèòåðèé, îñíîâàííûé íà ìàêñèìóìå
âåéâëåò-ïåðèîäîãðàììû

Èç òåîðåìû 2 î÷åâèäíî âûòåêàåò ñëåäóþùåå
ñâîéñòâî âåéâëåò-ïåðèîäîãðàììû: ïðè T → ∞
è ïðè âûïîëíåíèè íóëåâîé ãèïîòåçû ñòàòèñòè-
êà (3) èìååò àñèìïòîòè÷åñêè ðàñïðåäåëåíèå õè-
êâàäðàò ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû:

Ij,k
P→ χ2

1.

îïðåäåëèì ìàêñèìóì âåéâëåò-ïåðèîäîãðàììû íà
êàæäîì óðîâíå ðàçðåøåíèÿ j = 1,M :

Ij,max = max
k

Ij,k. (4)

íàéäåì àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿò-
íîñòåé ñòàòèñòèêè (4). Ïóñòü Fχ2

1
(x) � ôóíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâî-
áîäû,Mj = 2M−j , òîãäà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé ñòàòèñòèêè Ij,max èìååò âèä:

FIj,max
(x) =

(
Fχ2

1
(x)
)Mj

.

Êðèòåðèé äëÿ îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè (1), îñíîâàííûé íà ìàêñèìó-
ìå âåéâëåò-ïåðèîäîãðàììû, ñòðîèòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. Íà êàæäîì óðîâíå ðàçðåøåíèÿ
ïðîâåðÿþòñÿ ãèïîòåçû H0j è H1j , j = 1,M ðå-
øàþùåå ïðàâèëî ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïðèíè-

ìàåòñÿ ãèïîòåçà

{
H0j åñëèPj > ε∗,

H1j åñëèPj ≤ ε∗,
ãäå P �

çíà÷åíèå äëÿ êàæäîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè Pj âû-

÷èñëÿåòñÿ êàê Pj = 1− FMj

χ2
1

(Ij,max), ε∗ =
ε

M
, ε �

óðîâåíü çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ.

Ãèïîòåçà H0 ïðèíèìàåòñÿ â òîì ñëó÷àå, åñ-
ëè íà âñåõ óðîâíÿõ ðàçðåøåíèÿ j = 1,M ïðèíè-
ìàþòñÿ ãèïîòåçûH0j , à àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà
H1 ïðèíèìàåòñÿ, åñëè õîòÿ áû íà îäíîì óðîâíå
ðàçðåøåíèÿ ïðèíèìàåòñÿ ãèïîòåçà H1.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ÷èñëåí-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ìîäåëèðóåìûå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ñîñòîÿëè èç äâóõ îäíîðîäíûõ ôðàã-
ìåíòîâ äëèíû T1 è T2, T = T1 + T2, ñ ðàçëàäêîé
â ìîìåíò τ = 27. Ïåðâûé ôðàãìåíò ïðåäñòàâëÿ-
åò ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ P − 1 = 0.5;
à äëÿ âòîðîãî ôðàãìåíòà p2 = 0.2. Îöåíêà âå-
ðîÿòíîñòè îøèáêè âòîðîãî ðîäà êðèòåðèÿ ïðè
T = 28 áûëà ðàâíà β̂ ≈ 0.06, ïðè÷åì îöåí-
êè âåðîÿòíîñòåé îøèáîê âòîðîãî ðîäà β̂ óìåíü-
øàëèñü ñ ðîñòîì T . Ýòîò ôàêò ñâèäåòåëüñòâóåò
îá ýôôåêòèâíîñòè êðèòåðèÿ ìàêñèìóìà âåéâëåò-
ïåðèîäîãðàììû äëÿ îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäîê ñëó-
÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
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