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Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìîäåëü ñòàöèîíàðíîé îäíîñâÿçíîé öåïè Ìàðêîâà äëÿ ïîäñ÷å-

òà çíà÷åíèÿ PageRank ïðè îïòèìèçàöèè ïîèñêîâîé ñèñòåìû Google. PageRank ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì, îòîáðà-

æàþùèì âàæíîñòü ñòðàíèöû. Ïðè ïîèñêå è ðàíæèðîâàíèè äîêóìåíòîâ ïîèñêîâàÿ ñèñòåìà Google îñíî-

âûâàåòñÿ íà ñîäåðæàíèè ñòðàíèöû, êëþ÷åâûõ ñëîâàõ â çàãîëîâêå è îïèñàíèè, ïîñëå ýòîãî íà ïîëîæåíèå

ñòðàíèöû âëèÿåò åå PageRank.

Ââåäåíèå

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ïîâåäåíèå àáñòðàêòíî-
ãî ïîëüçîâàòåëÿ ñåòè, êîòîðûé âûáèðàåò ññûë-
êè ñëó÷àéíûì îáðàçîì è ïðè ýòîì â ëþáîé ìî-
ìåíò ìîæåò çàêðûòü áðàóçåð è ïðåêðàòèòü ïðî-
ñìîòð, òî âîçíèêàåò âîïðîñ, ñ êàêîé âåðîÿòíî-
ñòüþ ñëó÷àéíûé ïîëüçîâàòåëü ïîïàäåò íà òó èëè
èíóþ ñòðàíèöó è îò ÷åãî ýòà âåðîÿòíîñòü çàâè-
ñèò. Èìåííî äëÿ ðàñ÷åòà âåðîÿòíîñòè ïîñåùåíèÿ
ñòðàíèöû áûë ðàçðàáîòàí àëãîðèòì PageRank.

I. Àëãîðèòì ññûëî÷íîãî ðàíæèðîâàíèÿ

Äëÿ ðàñ÷åòà PageRank [1] èñïîëüçóåòñÿ
ôîðìóëà (1), ãäå PR(Ti) � PageRank ñòðàíèöû
Ti, T1, ..., Ti−1, Ti+1, ..., Tn � ñòðàíèöû, ññûëàþ-
ùèåñÿ íà ñòðàíèöó Ti , C(Ti) � êîëè÷åñòâî ññû-
ëîê ñòðàíèöû Ti , d � êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ,
íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0 äî 1 (îáû÷íî ðà-
âåí 0,85), îí ââåäåí äëÿ ó÷åòà âåðîÿòíîñòè òî-
ãî, ÷òî ïîëüçîâàòåëü çàêðîåò ñòðàíèöó. Òàêæå íà
PageRank íàëîæåíî îãðàíè÷åíèå [1]:

N∑

i=1

PR(Ti) = N, (2)

ãäå N � êîëè÷åñòâî ñòðàíèö â ñåòè. Äàííîå óñëî-
âèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñóììà âñåõ âåðîÿòíîñòåé
íå ìîæåò ïðåâûøàòü åäèíèöó, ò.å. âåðîÿòíîñòü
ïðåáûâàíèÿ íà äàííîé ñòðàíèöå ðàâíà îòíîøå-
íèþ çíà÷åíèÿ PageRank ê ÷èñëó âñåõ ñòðàíèö.

Ðàññìîòðèì ðàñ÷åò PageRank äëÿ ïðîñòåé-
øåé ñåòè, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûðåõ ñòðàíèö.

Ðèñ. 1 � Ïðèìåð ñòðàíèö â ñåòè

Òåïåðü ïîñ÷èòàåì çíà÷åíèÿ PageRank íà
ïåðâîì øàãå, ïîäñòàâèâ PR(B) è PR(C) ðàâíûå
1 â ôîðìóëó (1). Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì íî-
âûå çíà÷åíèÿ PageRank äëÿ âñåõ ñòðàíèö. Òåïåðü

ïîñ÷èòàåì çíà÷åíèÿ PageRank íà âòîðîì ýòàïå.
Çäåñü ïîäñòàâèì PR(B) è PR(C), ïîëó÷åííûå
íà ïðåäûäóùåì øàãå. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó-
÷èì çíà÷åíèÿ PageRank íà âòîðîì øàãå, êîòî-
ðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðàñ÷åòå çíà÷åíèé
PageRank íà òðåòüåì øàãå.

Ñìûñë çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íàì ïðè-
äåòñÿ ïðîäåëàòü ýòó îïåðàöèþ ñíîâà è ñíî-
âà, èñïîëüçóÿ êàæäûé ðàç çíà÷åíèÿ PageRank
ðàññ÷èòàííûå íà ïðåäûäóùåì ýòàïå. È â ðå-
çóëüòàòå ïîñëå êàêîãî-òî øàãà n íà âñåõ ïî-
ñëåäóþùèõ øàãàõ, íà÷èíàÿ ñ n + 1, çíà÷åíèÿ
PageRank áóäóò íåèçìåííûìè. Äëÿ íàøåãî ïðè-
ìåðà äîñòàòî÷íî ïðîäåëàòü 10 øàãîâ, ÷òîáû çíà-
÷åíèÿ PageRank âûãëÿäåëè ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: PR(A) = 1, 637;PR(B) = 1, 136;PR(C) =
0, 614;PR(D) = 0, 614. Ñóììà âñåõ PR ðàâíà 4,
ò.å. óñëîâèå (2) âûïîëíÿåòñÿ.

Òàêæå PageRank ìîæíî ðàññ÷èòàòü ìàòðè÷-
íûì ìåòîäîì. Äëÿ ýòîãî ñîñòàâëÿåòñÿ ìàòðèöà
ñëåäóþùåãî âèäà:

A B C D


0 1/3 1/3 1/3
1 0 0 0
1 0 0 0
1 0 0 0




Äàííàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóåò íàøåé ïðî-
ñòåéøåé ñåòè (ñì. ðèñ. 1), ò. å. ñòðàíèöà A ññû-
ëàåòñÿ íà B, C, D. Ñòðàíèöà B ññûëàåòñÿ íà A.
Ñòðàíèöà C ññûëàåòñÿ íà À è D ññûëàåòñÿ íà
Â. Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ êàæäîé ñòðîêè äåëÿòñÿ íà
êîëè÷åñòâî ññûëîê äàííîé ñòðàíèöû.

Äàííóþ ìàòðèöó íåîáõîäèìî óìíîæèòü íà
çíà÷åíèå PR ñ ïðåäûäóùåãî øàãà, ïîëó÷åííûé
âåêòîð óìíîæèòü íà åäèíè÷íûé âåêòîð, óìíî-
æåííûé íà d, è ïðèáàâèòü ê ðåçóëüòàòó åäèíè÷-
íûé âåêòîð, óìíîæåííûé íà (1− d).

Ïîñëå ðàñ÷åòà ìû âèäèì, ÷òî ñòðàíèöà A
èìååò ñàìûé âûñîêèé PR â íàøåé ñåòè, ñòðàíè-
öà B � áîëåå íèçêèé. Ïîýòîìó åñëè âñå ÷åòûðå
ñòðàíèöû áóäóò ïî ñîäåðæàíèþ ñîîòâåòñòâîâàòü
êàêîìó-òî çàïðîñó ïîèñêà, òî ïîñëå ó÷åòà çíà÷å-
íèé PR ñòðàíèöà A îêàæåòñÿ íà ïåðâîì ìåñòå,
B � íà âòîðîì, à C è D � íà òðåòüåì.
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II. Öåïè Ìàðêîâà

Îïðåäåëåíèå 1. Âðåìåííîé ðÿä x1, ..., xT ,
xT+1,...εS, ãäå S={1, ..., L}, íàçûâàåòñÿ îäíîðîä-
íîé öåïüþ Ìàðêîâà [2] ñ ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿ-
íèé S, îáðàçîâàííîé èç L ≥ 2 ñîñòîÿíèé, åñëè âû-
ïîëíÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîå ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî
(3) ∀dt+1, ...εS, ∀t = 1, ..., T, ...

Äâå âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè öåïè
Ìàðêîâà [2 3]:

1. íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé:

π
(1)
i = P (x1 = i), iεS;

∑

iεS

π
(1)
i = 1; (4)

2. ìàòðèöó âåðîÿòíîñòåé îäíîøàãîâûõ ïåðå-
õîäîâ (5).
Öåïü Ìàðêîâà õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîèì òå-

êóùèì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé (â ìîìåíò
âðåìåíè t):

π
(t)
i = P{xt = i}, iεS, t = 1, 2, ..., T, ... (6)

Òåîðåìà 1. Â óñëîâèÿõ ìîäåëè (3) � (5) òåêó-
ùåå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé (6) ìîæåò áûòü
íàéäåíî èç ñîîòíîøåíèÿ [2]:

π(t) = (P ′)t−1π(1) = (P t−1)π(1), (7)

ãäå π(t) = (π
(t)
1 , ..., π

(t)
L ), t = 1, 2, ..., T, ... à π(1) =

π(t)|t=1 � íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé.
Îïðåäåëåíèå 2. Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé

π = (π1, ..., πL) íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì äëÿ îäíîðîäíîé öåïè Ìàðêîâà (3) �
(5), åñëè âûïîëíÿåòñÿ [2]:

{
P ′π = π;∑
iεS πi = 1.

(8)

Òåîðåìà 2.Ïóñòü äëÿ îäíîðîäíîé öåïè Ìàð-
êîâà (3) � (5) íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿò-
íîñòåé π(1) ñîâïàäàåò ñî ñòàöèîíàðíûì èç (8):
π(1) = π, òîãäà äàííàÿ öåïü Ìàðêîâà ÿâëÿåòñÿ
ñòàöèîíàðíîé, è òåêóùåå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿò-
íîñòåé â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ñîâïàäàåò ñî ñòà-
öèîíàðíûì [2]:

π(1) = π, t = 1, 2, ..., T, ... (9)

III. Ðàñ÷åò ïîêàçàòåëÿ PageRank ñ
ïîìîùüþ öåïåé Ìàðêîâà

Ñëåäóÿ èç îïðåäåëåíèÿ öåïè Ìàðêîâà ìîæ-
íî ñêàçàòü, ÷òî îïèñàííûé âûøå ïðîöåññ ïîâå-
äåíèÿ àáñòðàêòíîãî ïîëüçîâàòåëÿ ñåòè ÿâëÿåòñÿ
ìàðêîâñêèì. Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïè-
ñûâàåòñÿ âåêòîðîì íà÷àëüíûõ âåðîÿòíîñòåé öåïè
Ìàðêîâà.

Åñëè π(0) ýòî âåêòîð íà÷àëüíûõ âåðîÿòíî-
ñòåé, òî π(t) � ýòî âåðîÿòíîñòíûé âåêòîð íà øà-
ãå t. Çíà÷åíèå π(t+1) ðàñ÷èòûâàåì ïî ôîðìóëå
(7). Åñëè öåïü Ìàðêîâà ñòàöèîíàðíàÿ, òî ïðè t
ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, âåðîÿòíîñòè ñî-
ñòîÿíèé ñòðåìÿòñÿ ê îïðåäåëåííûì ïðåäåëüíûì
çíà÷åíèÿì, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó
ñîîòíîøåíèþ:

π(t) → π. (10)

Èç (10) î÷åâèäíî, ÷òî π ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-
íûì è íå çàâèñèò îò âåêòîðà íà÷àëüíûõ âåðîÿò-
íîñòåé π(0) è îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ìàòðèöåé âå-
ðîÿòíîñòåé ïåðåõîäîâ (5). Ìàòðèöà âåðîÿòíîñòåé
îäíîøàãîâûõ ïåðåõîäîâ áóäåò âûãëÿäåòü òàêæå
êàê è ïðè ðàñ÷åòå PageRank ìàòðè÷íûì ñïîñî-
áîì.

Äëÿ íàøåé ñèñòåìû âåêòîð íà÷àëüíûõ âå-
ðîÿòíîñòåé âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì (ïî-
ñêîëüêó â íàøåé ñåòè ÷åòûðå ñòðàíèöû è ïîëüçî-
âàòåëü ìîæåò îêàçàòüñÿ íà ëþáîé èç íèõ ñ îäèíà-
êîâîé âåðîÿòíîñòüþ): π(0) = (1/4, 1/4, 1/4, 1/4).

Äëÿ ðàñ÷åòà âåêòîðà π(1) ïðèìåíèì ôîðìó-
ëó (7). Äëÿ âåêòîðà π(2) ôîðìóëà (7) èìååò ñëå-
äóþùèé âèä: π(2) = P ′π(1). Äàëåå àíàëîãè÷íî
ðàññ÷èòûâàÿ çíà÷åíèÿ π(t) ïî ôîðìóëå (7) ìû
íàéäåì t, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
(10). Ò.å. ìû íàéäåì çíà÷åíèå âåêòîðà π = (0,429;
0,286; 0,143; 0,143).

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå äîñòàòî÷íî áîëüøîãî
êîëè÷åñòâà ïåðåõîäîâ ñî ñòðàíèöû íà ñòðàíèöó
óæå íå èìååò çíà÷åíèÿ ñ êàêîé ñòðàíèöû ïîëüçî-
âàòåëü íà÷àë ïðîñìîòð, ïîñêîëüêó â ðåçóëüòàòå
îí îêàæåòñÿ íà ñòðàíèöå A ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,429,
íà ñòðàíèöå B ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,286, íà ñòðàíè-
öàõ C è D ñ âåðîÿòíîñòÿìè 0,143.

Òåïåðü ñ ïîëó÷åííûì âåêòîðîì π ïðîèçâå-
äåì âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëå (1): 0,85*4* π + (1-
0,85). Ïîëó÷àåòñÿ ÷òî, ìû ïîëó÷èëè çíà÷åíèÿ
ïðàêòè÷åñêè ðàâíûå çíà÷åíèÿì PR, ðàññ÷èòàí-
íûì â ïåðâîé ÷àñòè ñòàòüè.
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PR(Ti) = (1− d) + d(
PR(T1)

C(T1)
+ ...+

PR(Ti−1)

C(Ti−1)
+
PR(Ti+1)

C(Ti+1)
+ ...+

PR(TN )

C(TN )
) (1)

P{xt+1 = dt+1|xt = dt, xt−1 = dt−1, ..., x1 = d1} = P{xt+1 = dt+1|xt = dt} = pdt.dt+1 (3)

P = (pij)i,jεS , pij = P{xt+1 = j|xt = i},
∑

jεS

πij = 1, iεS (5)
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