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ВВЕДЕНИЕ 
 

В этом небольшом по объему пособии собраны наиболее значимые лек-
ции по нерелятивистской квантовой механике и статистической физике, чи-
таемые автором в нашем университете. Очень трудно изложить основы этой 
науки в течение одного семестра, когда надо остановиться  не только на фор-
мальной схеме теории, но и  ее применении в физике ядра, атома, молекулы, 
твердого тела, жидкости, газа, электромагнитного поля и т.д. Упрощения, 
дающие возможность зримо, «на пальцах» изложить основные положения 
квантовой механики, неприемлемы, так как выпускники нашего университета 
в своей практике будут иметь дело с приборами и устройствами, работающи-
ми на квантово-механических принципах. Тем более, что в современной, бур-
но развивающейся информатике грядет эра квантовых  компьютеров, и посте-
пенно цивилизация переходит  на технические устройства, в которых  «строи-
тельным кирпичиком» является  небольшая группа атомов (наноэлектроника). 
Здесь без знания принципов  квантовой теории просто не обойтись. Кроме то-
го, квантовая теория дает наиболее общий взгляд  на устройство всего миро-
здания, и законы классической  физики выводятся как частные случаи или 
приближения этой теории. 

При построении «здания» квантовой физики было, естественно, много 
«строительного мусора», который исторически переходит из одной книги в 
другую, являясь причиной серьезной путаницы в умах студентов. В данной  
работе исторический экскурс сведен к минимуму и парадоксы, связанные  с 
применением старых (классических) понятий и категорий не рассматриваются  
вообще. Исключение составляет лишь  соотношение неопределенностей Гей-
зенберга, которое наиболее ярко характеризует проблему «состыковки» старой 
и новой физики. 

Следует отметить также, что  квантовая физика как вершина наших физи-
ческих представлений об окружающей  реальности поднялась до уровня фило-
софской теории  познания  мира, когда в выстроенной системе представлена 
не только объективно (вне нас) существующая действительность, но  и по-
знающий  субъект – человек с  созданными им приборами. Специфика  полу-
чения информации путем  контакта прибора  с исследуемым объектом  также 
представляла большую научную проблему, решенную в конечном итоге кван-
товой теорией.  

В этих лекциях, выражаясь словами Р.Фейнмана, «…я буду рассказывать,  
как устроена Природа, но если вам не нравится, как она устроена, это будет 
мешать  вашему пониманию. Физики научились решать эту проблему: они по-
няли, что нравится им теория или нет – неважно. Важно другое – дает ли тео-
рия предсказания, которые  согласуются с экспериментом. Тут не  имеет зна-
чения, хороша ли теория с философской точки зрения, легка ли для понима-
ния, безупречна ли с точки зрения здравого смысла …» 
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КВАНТОВАЯ   МЕХАНИКА 
 

1.Предпосылки создания новой  теории микромира 
 

То, что человечество узнало о законах природы до ХХ века, носит назва-
ние классической физики. Она дает  количественное описание природы на 
макроскопическом уровне, когда микроструктуру материи можно не учиты-
вать. В классической физике материя представлена двумя не связанными меж-
ду собой формами: веществом, состоящим из дискретных частиц, описывае-
мых уравнениями Ньютона, и непрерывным электромагнитным излучением, 
описываемым уравнениями Максвелла. Единое описание природы, согласо-
ванное с универсальным принципом атомизма на микроуровне и вместе с тем 
приводящее к  качественно различным макроскопическим формам материи, 
было достигнуто в рамках квантовой физики – одного из величайших дости-
жений человечества  в ХХ веке. 

Создание квантовой механики началось с решения двух проблем: по-
строения теории равновесного теплового излучения и интерпретации  линей-
чатых спектров излучения атомов. Согласно законам статистической физики, 
во всякой системе, находящейся в состоянии  термодинамического равнове-
сия, энергия распределяется равномерно по всем степеням свободы. Посколь-
ку у электромагнитного поля число степеней свободы бесконечно велико, то 
отсюда следовал парадоксальный и не соответствующий экспериментам вы-
вод, что система частиц  (имеющая всегда конечное число степеней свободы) 
не может находиться в равновесии с электромагнитным полем. Вся энергия 
вещества должна перейти в излучение. 

Рассмотрим более подробно эту 
проблему и ее решение М.Планком в 
1900 г. Спектр теплового излучения, как 
известно, имеет вид непрерывной кривой 
с широким пиком  (рис.1), где T,  - лу-
чеизлучательная способность.  

Этот пик соответствует частоте p ,  
которая пропорциональна абсолютной 
температуре p( ~ )T ; величина p  с 
ростом температуры  сдвигается в  

сторону более коротких волн. Кроме того, 

                                         


0

4
, TdTT   ,                                            (1) 

где 4-1-2-8 К)(с мДж 1067,5   ; T  - интегральная излучательная спо-
собность. 

Формула (1) представляет собой закон Стефана. 

p

Рис.1
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Рассмотрим излучение в полости нагретого резервуара и введем  спек-
тральную плотность энергии )(u : 

                                       Tc
u ,

4)(   .                                                           (2) 

Проанализируем  поведение вещества, с которым  излучение находится в 
равновесии. Как предположил М.Планк, электроны атомов в стенке резервуара 

являются гармоническими осцилляторами  с частотой  2
1









m
K . Осциллято-

ры имеют различные частоты и каждый из них находится в равновесии с элек-
тромагнитным излучением. Очевидно, что средняя энергия осциллятора E  
должна быть пропорциональна спектральной плотности энергии )(u . Дейст-
вительно, соответствующие оценки показывают, что  

                                              
 E
c

u 3

28)(  ,                                               (3) 

где c  - скорость света. 
Величину E можно получить исходя из распределения Больцмана: 

                                       

dxdydzddde

dxdydzdddeE
E

zyx
Tk

E
zyx

Tk
E




















0

0
.                                (4) 

Полную энергию E  осциллятора представим следующим образом: 

     )(
2

)(
2

222222 zyxKmE zyx   .                         (5) 

Подставляя (5) в (4) и произведя интегрирование, получим 
                                                        TkE 03 .                                                      (6) 
Очевидно, что для одномерного осциллятора можно положить 
                                                        TkE 0 .                                                        (7) 
Используя (7), формулу (3) перепишем как 

                                                  Tk
c

u 03

28)(   .                                                  (8) 

Это так называемый закон Рэлея – Джинса, который хорошо согласуется с за-
коном Вина: 

     







T
fu  3)( .                                                   (9) 

При низких частотах (участок 0 - a  на рис.1) зависимость T,  хорошо со-
гласуется с экспериментом. Однако при высоких частотах наблюдается раз-
личие в поведении экспериментальной и  теоретической кривых T, . В экс-
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перименте при определенной частоте p  значение T,  достигает максимума, 
а затем начинает уменьшаться, стремясь к нулю. Согласно же закону Рэлея – 
Джинса  (8) при   величина T,  становится бесконечной (бесконечен и 
интеграл (1)). Такая парадоксальная ситуация получила название ультрафио-
летовой  катастрофы. Для того чтобы построить теорию, соответствующую 
эксперименту, М.Планк в 1900 г. предложил идею о квантовании энергии ос-
циллятора. Предполагалось, что гармонический осциллятор имеет энергетиче-
ские уровни nE : 
                                                       0nEn  ,                                                       (10) 
где n =0, 1, 2, 3, …;  o  - квант энергии;  
                                                         ho  .                                                        
Величина h  впоследствии получила название постоянной Планка, 

с Дж 106256,6 34  h  (в физике чаще используется значение 2/h ). В 
этом  случае можно говорить, что при переходе осциллятора из состояния nE  
в состояние 1nE  излучается квант  электромагнитной энергии h : 
                                               hEE nn  1 .                                                   (11) 
Среднюю энергию осциллятора теперь надо вычислять не путем интегрирова-
ния (см.формулу (4)), а беря сумму по всем состояниям. Как и прежде, вероят-
ность данного энергетического состояния  определяется множителем Больц-

мана Tk
nE

e 0


. 

                                              


















0

0

0
0

n

Tk
nE

n

Tk
nE

n

n

e

eE
E .                                                    (12) 

Подставляя (10) в (12), получим 

                                        

10 


Tk

hn

e

hEE 
 .                                               (13) 

С учетом выражения для  средней энергии осциллятора (13) формула (3) пере-
пишется следующим образом: 

                                                

1

18)(
3

3




kT
h

ec

hu 
 .                                         (14) 

Формула (14) представляет закон равновесного теплового излучения Планка. 

При низких температурах, когда Tkh 0 , величину Tk
h

e 0



 можно раз-
ложить в ряд Маклорена: 
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                                         ...1
0

0 
Tk

he Tk
h




                                               (15) 

Подставляя (15) в (14), получим закон Рэлея – Джинса: 

           Tk
c

u 03

28)(   .                                                  (16) 

При больших частотах, когда   Tkh 0 , единицей в знаменателе фор-
мулы (14) можно пренебречь и спектральная плотность энергии  )(u  при 

  будет стремиться к нулю (что хорошо согласуется с экспериментом): 

           Tk
h

e
c
hu 0

3

38)(





 .                                            (17) 

Максимум интенсивности лежит на частоте  p , для которой можно по-
лучить следующее соотношение: 

                                               Tkh p 05 .                                                  (18) 
В лампе накаливания  температура нити имеет значение около 2000 К. Из 

формулы (18) следует, что максимум интенсивности излучения в этом случае 
будет на длине волны 4,1p мкм (область ИК-излучения). Это свидетельст-
во малоэффективности таких источников света. 

Введение М.Планком кванта энергии 0 , формирующего дискретные 
уровни энергии осциллятора, было революционным шагом в физике. «И я ду-
маю, – писал впоследствии М.Планк, – что не слишком далеко захожу,  утвер-
ждая, что этой гипотезой  заложен фундамент для новой теории, которой суж-
дено пролить новый свет на частности процессов в мире молекул». Не «част-
ности  процессов в мире молекул» осветила великая идея М.Планка - она дала 
людям  совершенно новое видение устройства  материального мира и  явилась  
основой нового витка развития цивилизации на Земле. 

Проблема интерпретации линейчатых спектров восходит к 1885 г.,  когда 
Бальмер показал, что длины волн   известных в то время спектральных линий 
атомного водорода могут быть представлены формулой 

                                 
42

2




n
nB ,   n =3, 4, 5, … ,                                     (19) 

где B  - некоторая постоянная. 
Позднее Ридберг записал эту закономерность в следующем виде: 

                                         





  2

1
4
141

nB
.                                                  (20) 

Обозначая через   обратную длину волны 

1 , связанную с частотой   через 

скорость света c ,   c , получим соотношение 
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                                                 









22
1

2
1

n
R ,                                                (21) 

или 

                                            
222 n

RR 



 .                                                    (22) 

Ритцем было показано, что не только серия Бальмера, но и другие извест-
ные серии спектральных  линий атомного водорода могут быть представлены 
общей формулой: 

                                   nn TT
n
R

n
R








 22

 ,                                           (23) 

Tnn   ;1  -  называется термом. Эта формула записывается еще в следую-
щем виде: 

                                              












22
11

nn
R  ,                                                   (24) 

где    - обыкновенная частота. R  и R  называются постоянными  Ридберга, 
RcR  ;  115  10288,3  cR . 
Серии образуются в соответствии с (23) следующим образом (табл.1): 

 
Таблица 1 

 
               Серия                     n                    n  
Лаймана 1 2, 3, … 
Бальмера 2 3, 4, … 
Ритца - Пашена 3 4, 5, … 
Брэккэта 4 5, 6, … 
Пфунда 5 6, 7, … 

 
Формула (24) выражает закон, называемый комбинационным принципом. 

Он находится в резком противоречии с основными положениями  классиче-
ской механики и электродинамики. Действительно, вращающийся вокруг ядра 
электрон, имея ускорение a , должен терять на излучение энергию  , опреде-
ляемую соотношением 

                                           2
3

0

2

43
2 a

c
e

dt
d




 ,                                        (25) 

где e  - заряд электрона; 0  - абсолютная диэлектрическая проницаемость (не 
путать с квантом энергии в формуле (10). В результате таких потерь энергии 
он обязан за очень малое время упасть на ядро, чего на самом деле не наблю-
дается. Строгое решение этой проблемы было найдено  в рамках квантовой 
теории на базе  уравнения Шредингера. 
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XVIII и XIX в.в.  были ознаменованы триумфальным развитием волновой 
теории света. Разнообразные явления интерференции и дифракции могли быть 
объяснены только на основе волнового подхода и гипотеза Ньютона (который 
«гипотез не измышлял») о корпускулярной природе света была надолго забы-
та. И только в 1905 г. для объяснения явления фотоэффекта пришлось вновь 
обратиться к ньютоновской идее.  Как известно, фотоэффект (внешний) за-
ключается в испускании металлами электронов при воздействии света, па-
дающего  на поверхность. Наблюдающиеся закономерности этого физическо-
го явления в принципе не могут быть объяснены  с точки зрения волновой 
теории света. При  составлении закона сохранения энергии для фотоэффекта 
А. Эйнштейн предположил, что свет поглощается и излучается квантами  . 
При этом смысл квантовой теории света состоит не в том, что распростра-
няющийся световой поток надо рассматривать как рой частиц, каждая из кото-

рых имеет энергию   и импульс 





 


2 kk , а  в том, что обмен энергией и 

импульсом между веществом и светом является процессом генерации и по-
глощения квантов света. В случае фотоэффекта энергия поглощенного метал-
лом кванта света   идет на преодоление работы выхода A  данного металла 

и сообщает электрону кинетическую энергию 
2

2m , 

                                           
2

2 mA .                                                  (26) 

 В 1922 г. А.Комптон, рассматривая рассеяние рентгеновского излучения 
на электронах, для интерпретации  результатов эксперимента предположил, 
что квант излучения рассеивается на электроне целиком, как в случае столкно-
вения двух бильярдных шаров. Рассеяние рентгеновских лучей осуществляли 
в веществах, где электроны слабо связаны с ядром (парафин, графит). В этом 
случае при большой энергии кванта рентгеновского излучения по крайней ме-
ре для внешних электронов их энергией можно пренебречь и рассматривать 
как  свободные покоящиеся частицы. 

Для такой системы можно записать: 
                                    ee pppp 


 ;                                                   (27)     

                                    ee EEEE   ,                                                  (28)  
где epp  ,  - соответственно импульсы кванта излучения и электрона; 

eEE    ,  - соответствующие энергии. Величины без штрихов  характеризуют 
систему до столкновения, штрихованные импульсы и энергии – после столк-
новения. 

Решая совместно уравнения (27) и (28) с учетом релятивистских эффек-
тов, А.Комптон получил, что при рассеянии рентгеновского излучения на 
электроне происходит изменение длины волны  : 
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2

sin4 2 
mc


 ,                                                (29) 

где   - угол между импульсом исходного и рассеянного кванта. Эти опыты 
являются прямым подтверждением наличия у кванта рентгеновского излуче-

ния импульса 
c

hkp 





 . 

Однако как совместить корпускулярные представления о свете с волно-
вым характером его распространения, что особенно ярко проявляется при ин-
терференции и дифракции? Так как волновой подход не позволяет описать 
корпускулярные свойства света, а описание движения фотона как частицы не 
может использоваться для рассмотрения интерференции и дифракции, то в 
фундамент новой теории необходимо положить качественно иные понятия и  
категории, на базе которых возможна непротиворечивая интерпретация ре-
зультатов экспериментов. «И если эти понятия покажутся непривычными, а в 
некоторых случаях даже абсурдными, то это никоим образом не должно сму-
щать нас. Главное, чтобы  предсказания теории совпадали с экспериментом. 
Ведь не смущает же нас такое понятие, как плотность населения в стране, рав-
ная, например, 29,3 человека на квадратный километр. Мы не сможем вразу-
мительно объяснить, что такое 29,3 человека, находящиеся на этом  квадрат-
ном километре, так как физического смысла эта величина не имеет. Но глав-
ное то, что величина 29,3, умноженная на площадь всей территории, позволяет 
получить количество людей, проживающих в этой стране, что имеет вполне 
определенный физический смысл» (Р.Фейнман). И таких примеров можно 
привести  достаточно много. 

Корпускулярно-волновая природа света была  не единственным  сюрпри-
зом, который природа преподнесла человеку. Еще более серьезная проблема 
обозначилась при описании движения микрочастиц. Понятие частицы счита-
лось незыблемым и потому проблемы с описанием их движения оказались бо-
лее чем странными. Движение частиц и их систем в классической физике, как 
известно, описывается законом Ньютона: 

                                           amF
i

i


 ,                                                         (30) 

где iF


 - силы, действующие на тело; a  - ускорение, 
2

2

dt
Sda



 . 

Решая это дифференциальное уравнение, мы получим, в частности, траек-
торию движения частицы, то есть последовательность точек, проходимых при 
движении. Однако такой подход оказался не универсальным и эксперименты 
показывают, что при уменьшении размеров движущейся частицы ей нельзя 
приписать определенное положение в пространстве.   Рассмотрим   в   связи   с  
этим движение микрочастиц через две близко расположенные щели в экране и 
проанализируем их дальнейшее поведение (рис.2).  
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Пусть, например, электроны 
испускаются источником S  и после 
прохождения двух, имеющихся в 
экране щелей A  и B , поглощаются 
фотопластинкой P . Было обнару-
жено, что в результате поглощения 
большого числа частиц, на пластин-
ке P  возникает дифракционная кар-
тина 1, совершенно не похожая на 
картину 2, которая возникает на фо-
топластинке, когда    сначала    за-
крывают    щель   A ,   а  затем  на то  

же время - щель B  (2  - закрыта щель B , 2   - закрыта щель A ). 
Уменьшая должным образом интенсивность источника, можно убедиться, 

что дифракционные полосы образуются в результате  последовательных уда-
ров отдельных частиц, каждая из которых поглощается  в определенной точке 
пластинки P . Кроме того, оказывается, что уменьшение интенсивности ис-
точника не изменяет характера дифракционной  картины, поэтому исключает-
ся влияние частицы, проходящей через одну щель, на частицу, проходящую 
через вторую щель. 

Если бы частицы представляли собой движущиеся точки, каждая из кото-
рых  должна пройти либо через щель A , либо через щель B  (но не через обе 
щели сразу), то тогда дифракционная картина,  возникающая при прохожде-
нии равного числа частиц через каждую из щелей, не зависела бы от того, от-
крыта или закрыта в это время другая щель. Следовательно, когда открыты 
обе щели, мы можем исключить возможность  того, что  частица, проходя 
сквозь экран, обладает  определенным положением (либо A , либо B ). С дру-
гой стороны, очевидно, что каждая частица попадает в определенную точку 
пластинки P . Таким образом, мы можем лишь заключить, что частица не име-
ет определенного  положения, за исключением тех мест, где расположены экс-
периментальные устройства, предназначенные для ее определения. Отсюда 
следует, что прохождение частицы сквозь щели A  и B  экрана есть волновой 
процесс. В этой связи мы не в состоянии даже предсказать, через какую имен-
но щель проходит данная частица, так  как в месте расположения экрана она 
не имеет определенного положения. Конечно, если передвинуть пластинку не-
посредственно к экрану, то можно экспериментально убедиться в том, что 
данная частица прошла через эту, а не через другую щель. Однако это изменит 
наше экспериментальное устройство и воспрепятствует наблюдению дифрак-
ционных полос, о которых говорилось выше. 

Такое поведение микрочастиц во всех  тонкостях аналогично дифракции 
волн на щелях, и в связи с этим Луи де Бройль в 1923 г., основываясь на един-
стве  природы в микромире,  предложил рассматривать движущуюся микро-
частицу как некую волну   , распространяющуюся в пространстве и ведущую 
себя в  соответствии с таким (волновым) статусом. 

S 

B

A

P 1 2

2

2 

Рис.2
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                                       )(),( kxtiCetx   ,                                                (31) 
где C  - некоторая комплексная постоянная. 

                 


E
 ; 


2




pk ,                                                (32) 

где   - частота волны де Бройля; k  - волновое число; E  - энергия частицы; p  
- ее импульс;   - длина волны де Бройля. 

Формулы (32) представляют собой связь  между волновыми ),( k  и кор-
пускулярными ),( pE  характеристиками частицы. 

Революционная гипотеза де Бройля в скором времени (1927 г.)  была бле-
стяще подтверждена в многочисленных экспериментах по дифракции микро-
частиц  (электронов, атомов, молекул) Дэвиссоном, Джермером, Тартаков-
ским, Томсоном, Штерном, Эстерманом и др. Однако проблема корпускуляр-
но-волнового дуализма оказалась весьма необычной для традиционного вос-
приятия. 

Для выяснения более глубоких закономерностей волновой природы мик-
рочастиц А.Д.Суханов предлагает провести более подробное  сопоставление 
опытов по дифракции с одиночными электронами и с  потоком «одинаковых» 
электронов.  «До сих пор мы сравнивали лишь вероятности прохождения оди-
ночных электронов через различные щели в целом, по существу не вдаваясь в 
детали их распределения по экрану. Этого оказалось достаточно, чтобы  убе-
диться в том, то способностью к интерференции обладает даже одиночный 
электрон. Вместе с тем,  очевидно, что сам по себе одиночный электрон не в 
состоянии дать на экране целостную дифракционную  картину, ибо, согласно 
принципу атомизма, он всегда регистрируется локально (в одном счетчике). 
Однако при длительном наблюдении обнаруживается полное соответствие 
между распределением вероятностей попадания на  экран одиночных электро-
нов и  распределением чисел попавших на экран электронов в потоке «одина-
ковых» электронов. Подобное соответствие, разумеется, не случайно. Здесь 
заключена глубокая физическая идея, которую мы раньше не подчеркивали. 
Волновыми свойствами обладает каждый электрон, но эти свойства потому и  
носят вероятностный характер, что они отражают его принадлежность  к сово-
купности (ансамблю) «одинаковых» электронов». Поэтому  для   более на-
глядного проявления  волновых  свойств одиночного электрона необходимо 
проводить наблюдения над всем  ансамблем. Тем самым волны де Бройля од-
новременно являются характеристикой и одиночного электрона, и ансамбля 
«одинаковых» электронов. В опытах по дифракции наша уверенность в «оди-
наковости» всех одиночных электронов была основана на том, что эти элек-
троны специально отбирались или «приготавливались» к измерению. Практи-
чески это делалось  с помощью  макроскопического устройства, выделявшего 
электроны с одинаковыми физическими характеристиками E(  и )p . После та-
кого отбора каждый одиночный электрон способен  проявить на опыте лишь 
те свойства, которыми он потенциально обладает как член определенным об-
разом приготовленного ансамбля «одинаковых» электронов». 
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Задачей номер один теперь стало создание физико-математического фор-
мализма, с помощью которого оказалось бы возможным описание столь не-
обычного поведения микрочастиц. Нам нужно  вывести уравнение, «зарядив» 
в которое начальные и  граничные условия для волновой функции ),( tr , мы 
могли бы получить развитие физического состояния микрообъекта в про-
странстве  и времени. 

 
2. Уравнение Шредингера 

 
Рассмотрим ансамбль, состоящий из N  частиц, и для его описания введем 

конфигурационное N3 -мерное пространство. В таком пространстве состояние 
всего ансамбля будет представлено изображающей точкой. Вероятность dW  
изображающей точки быть в  элементе dV  N3 -мерного объема будет опреде-
ляться формулой 

                                      dVtrwtrdW ),(),( 
 ,                                              (33) 

где w  - плотность вероятности. Здесь  Nrrrr  ,...,, 21  - N3 -мерный вектор. 
Эволюция такой системы описывается уравнением непрерывности: 

                                        0),(),(



 trj

t
trw 


,                                          (34) 

где j


 - плотность потока точек. 
                                                    ),(),( trwtrj  ,                                               (35) 
здесь   - N3 -мерная скорость. 

                                            








dt
rd

dt
rd

dt
rd N


 ,...., 21 .    

В рамках данного формализма перейдем к описанию движения одной частицы 
)1( N  в трехмерном декартовом пространстве. Так как  величина w  характе-

ризует интенсивность числа частиц, то представляет интерес определить ам-
плитуду    частиц, описывающую их распространение, и соответствующее 
уравнение, определяющее пространственно-временную эволюцию  . 

Здесь мы проводим аналогию с электромагнитным полем интенсивно-
стью  , которую можно представить через напряженность E


 этого поля 

( ~ )EE


. Как известно, эволюция E


 описывается волновым уравнением 

                                 0),(),( 2
2

2



 trE

t
trE

s


 ,                                           (36) 

где s   - скорость электромагнитной волны в среде;   - оператор Лапла-

са, 2

2

2

2

2

2

zyx 










 . Уравнение (36) описывает распространение электро-

магнитных волн в свободном пространстве без источников. 
В соответствии с этим представим w  следующим образом: 
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                                               w ,                                                      (37) 
где  * - означает комплексное сопряжение. 

Попытаемся теперь определить уравнение для  , аналогичное уравнению 
(36), которое описывает эволюцию E


 в пространстве и времени. 

Представим скорость   в следующем виде: 

                             








 









 











 AA ln ,                                    (38) 

где 
z

e
y

e
x

e











 321


;  ie  - орты системы координат. 

С учетом (38) плотность потока j


 (35) можно записать 

                           )(
  


Awj .                                        (39) 

Подставляя (39) в (34), получим 

                                    























A
t

A
t .                                            (40) 

Для амплитуды   из соотношения (40) получим следующее выражение: 

                                     0




 A
t

,                                            (41) 

где величины A   и   предстоит определить из независимых условий. 
Величина w , как указывалось выше, характеризует плотность вероятно-

сти обнаружить частицу в данной точке пространства. Причем для случая 
1N  следует предположить, что w  распределена по определенному объему и  

в описательном отношении частица как бы «размазана» по пространству. В 
этой связи траектория как таковая отсутствует. 

Таким образом, возможны два способа описания движения частиц: с по-
мощью уравнения (30) и уравнения (41), каждое из которых наиболее адекват-
но в зависимости от определенных условий. Взаимоотношения между этими 
двумя подходами аналогичны взаимосвязи между геометрической и волновой 
оптикой при описании распространения света. 

В волновой оптике электромагнитное поле описывается векторами на-
пряженностей электрического и магнитного полей, которые можно определить 
из уравнений Максвелла. В геометрической оптике предполагается, что свет 
распространяется по строго определенным траекториям. Переход от волновой 
оптики к геометрической  осуществляется в пределе 0 .  В нашем случае 
это соответствует движению частицы по траектории. А используя выражение 

для волны де Бройля 









p
h , можно говорить, что  переход к классическому 

движению по траектории происходит  также при условии 0 , когда возрас-
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тает импульс p  частицы и соответственно ее кинетическая энергия 
m

p
2

2
. Оче-

видно, что в такой ситуации  (при возрастании импульса) траектория «вырисо-
вывается» все более четко. 

Рассмотрим теперь, как в электродинамике осуществляется переход от 
волновой к геометрической оптике. Амплитуду электрического поля в волне 
возьмем в виде ieEE 0 . Переход к геометрической оптике в рамках такого 
формализма, как уже указывалось выше, связан с переходом к малым длинам 
волн. Это, в свою очередь, соответствует большой величине фазы  . В гео-
метрической оптике распространение света осуществляется в соответствии с 
принципом Ферма, когда разность фаз в начальной и конечной точке мини-
мальна. Движение же частиц в механике подчиняется принципу  наименьшего 
действия, когда реальной траекторией тела является та, вдоль которой величи-
на действия  S  является минимальной: 

                                          
2

1

t

t
LdtS ,                                                            (42) 

где L  - функция Лагранжа; UTL  ;  T  - кинетическая энергия; U  - потен-
циальная энергия частицы. L  является функцией обобщенных координат q , 
скоростей q  и времени t . 

Если в моменты времени 1t  и 2t  система имеет определенные  положе-

ния, характеризуемые соответствующим набором  )1(q  и  )2(q , то  истинное 
движение между указанными ее положениями будет  таким, что величина S  
примет  минимальное для данных условий значение. Изменение действия для 
механической системы при ее смещении во времени определяет полную энер-
гию UTH   ( H  - функция Гамильтона). 

                                             H
t
S



 .                                                         (43) 

Таким образом, можно предположить, что фаза   волны, характеризую-
щей распространение частицы, должна быть пропорциональна действию S . 
Но так  как   является  безразмерной величиной, а квант действия равен  , то 
можно  записать: 

                                              

Si
ec1 .                                                        (44) 

Это волновая функция квазиклассической физической системы. Она «работа-
ет» в рамках действия принципа соответствия, утверждающего совпадение ре-
зультатов классического и квантового описаний в определенных областях пе-
рекрытия. Следует отметить также, что переход от волнового описания к клас-
сическому может быть формально представлен как случай «движения» плот-
ности вероятности w  по законам классической механики со скоростью   в 
каждой точке (см. уравнение (34)). 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 

С учетом всего вышесказанного для определения величин  A  и    (41), 
подставим в уравнение выражение для   (44). При условии малости величины 

Si  , что означает начало «вырисовывания» классической траектории, когда 
кинетическая энергия частицы велика, а изменения импульса малы, получим 
следующие выражения: 

                                       Ui
m

iA



 ;

2
.                                            (45) 

С учетом (45) уравнение для амплитуды вероятности   запишется сле-
дующим образом: 

                     ),(),(),(
2

),( 2
trtrUtr

mt
tri 


 




 .                            (46) 

Такое уравнение в 1926 г. ввел Э.Шредингер и оно с тех пор носит его 
имя. 

В этом уравнении волновая функция ),( tr  (или амплитуда вероятности, 
или вектор состояния, или   - функция – с этими названиями она встречается 
в литературе) сама по себе  физического смысла не имеет.  Статистическому 
толкованию подлежит лишь квадрат ее модуля (см. формулу (37)). Это плот-
ность вероятности обнаружить частицу в данной точке пространства. Такой 
статус   накладывает на нее свойства конечности, непрерывности и одно-
значности. Но самым важным является  то, что, характеризуя физическое со-
стояние микроскопической  системы (ее энергию, импульс, момент импульса, 
спин частицы), волновая функция в описательном отношении представляет 
нам саму систему как объект исследования. 

«Вывод» уравнения Шредингера, приведенный в данном разделе, не 
предполагает волнового поведения отдельной микрочастицы, а поэтому и не 
является собственно выводом. Это только иллюстрация другого способа опи-
сания движения частиц, в котором используются  волновые представления, 
«работающие», в частности, в электродинамике. 

Уравнение Шредингера можно представить следующим образом: 

                                     ),(ˆ),( trH
t

tri 


 





,                                             (47) 

где Ĥ  - оператор полной энергии или оператор Гамильтона: 

                                          ),(
2

ˆˆˆ
2

trU
m

UTH 
 .                                    (48) 

Из уравнения (47) следует, что  действие оператора Ĥ  на волновую функцию 
приводит к ее изменению во времени и поэтому можно записать 
                                                     

t
ihH



ˆ .                                                         (49) 

Оператор Ĥ  есть оператор сдвига во времени. 
О сущности операторов как математических объектов и их свойствах бу-

дет рассказано ниже. 
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Если оператор Гамильтона не зависит от времени, то закономерности 
движения атомных частиц  могут быть получены из решения стационарного 
уравнения Шредингера. Для этого перепишем уравнение (47) для одномерного 
случая: 

                                ),()(ˆ),( txxH
t

txi 





 .                                             (50) 

При этом возможно разделение переменных у волновой функции ),( tx : 
                                             )()(),( tfxtx   .                                                   (51) 
Подставляя (51) в (50), получим: 

                                              )(),( tEf
dt

txdfi  ;                                                  (52) 

         )()(ˆ xExH   .                                                     (53) 
Уравнение (53) есть уравнение на собственные функции и собственные 

значения оператора Гамильтона и называется стационарным уравнением 
Шредингера. Если обозначить собственные функции через  )(xn , а собствен-
ные значения через nE , то выражение для волновой функции ),( txn  с уче-
том решения уравнения  (52) будет иметь вид 

                                         
tnEi

nn extx 


 )(),(  .                                        (54)  
Таким образом, состояния с определенным значением энергии  nE  гармо-

нически зависят от времени с частотой 

n

n
E

 . Такие состояния называются 

стационарными. Ниже будет показано, что эти состояния («чистые» состоя-
ния) описываются ортогональными собственными функциями оператора Ĥ , 
по которым  (как по ортам системы координат) можно разложить любое (про-
извольное «смешанное») состояние системы. 

Так как уравнение (50) линейно, то его общее решение может быть пред-
ставлено как суперпозиция стационарных состояний: 

                                       
tnEi

n
n

n exctx 


 )(),(  ,                                      (55)  

где амплитуду nc  определяют через начальную функцию )0,(x : 

                                                  dxxxc nn )()0,(   .                                         (56) 
Стационарные состояния определим как такие состояния, в которых   
вероятность положения частицы )(    и ток вероятности 






















xxm
ij 
2


 не зависят от времени (хотя сама амплитуда веро-

ятности (54) от времени зависит гармонически).  В качестве физического при-
мера стационарного состояния системы возьмем два состояния молекулы ам-
миака 4CH , изображенные на рис.3. 
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Состояние 1, когда молекула азота ввер-
ху, описывается волновой функцией 1  
и представляет собой первое стационар-
ное состояние. Состояние 2, когда моле-
кула азота внизу, соответственно описы-
вается волновой функцией 2  и пред-
ставляет собой второе стационарное со-
стояние. Произвольное состояние моле-
кулы   может быть представлено в ба-
зисе состояний 1 и 2  как 
                2211  cc  ,                  (57) 
где 1c  и 2c  - в общем  комплексные, за-
висящие от времени множители и, как 
будет показано ниже, характеризующие 
вероятность  каждого  из  состояний.  Из 

(57) следует, что произвольное физическое состояние микросистемы   может 
быть представлено суперпозицией стационарных состояний 1 и 2  с весовы-
ми  множителями 1c  и 2c . 

Обратимся еще раз к аналогиям из волновой оптики. Стационарное урав-
нение Шредингера можно переписать следующим образом: 

                                      0)()(2)(
2

 xUEmx 


.                                 (58) 

Интересно, что распространение электромагнитной волны  tiexAf  )(  в 
среде с коэффициентом преломления n  описывается совершенно аналогич-
ным уравнением: 
                                                 0)()( 2  xAkxA ,                                            (59) 
где 0nkk  ;  0k  - волновое число электромагнитной волны в вакууме;  


0

0


k
kn . Сравнивая (58) и (59), можно говорить, что уравнение Шредин-

гера описывает распространение амплитуды вероятностей  ),( tr   в среде с 

коэффициентом преломления 
E

UEn 
 . «Преломляющие свойства среды» 

определяются потенциальной энергией поля )(xU . 
На сегодняшний день квантовая механика далеко отошла от той «сырой» 

формы, которая имела место в 20–30-х годах ХХ столетия. Она представляет 
собой строго формализованную систему, базирующуюся на вышеприведенных 
положениях. Тем не менее, квантовая механика полностью сохранила схему 
классической физики с ее понятиями состояния и динамических переменных, 
придав им, однако, качественно новый смысл. 
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Прибор Объект

Оператор
состояния

  Функция 

Рис.4

3. Математические основания квантовой механики 
 
Предмет квантовой механики как теории состоит, в частности, в предска-

зании результатов физических измерений, которые производятся над микро-
скопическими системами. В этом смысле сами измерения можно рассматри-
вать как некие операции, производимые над физическими объектами с целью 
получения информации  об их состоянии. В эксперименте процедура получе-
ния информации о физическом состоянии объекта заключается в действии из-
мерительного прибора на исследуемую систему. В  описательном  под- 
ходе  квантовой  механики  этот  же  процесс представляется действием соот- 
ветствующего оператора  F̂  на волно-
вую функцию  ),( tr , представляю-
щую объект и характеризующую его 
физическое состояние. Таким обра-
зом, прибору в эксперименте соответ-
ствует оператор в теории, а физиче-
скому объекту соответственно функ-
ция (или вектор) состояния ),( tr . На 
рис.4 представлена схема  такого со-
ответствия. 

Результатом воздействия оператора F̂  на волновую функцию ),( tr  бу-
дут собственные значения F  этого оператора, полученные при решении  
уравнения на собственные функции и собственные значения:        

),(),(ˆ trFtrF 
  .                                          (60) 

Определение значений полной энергии E  микросистемы мы уже  видели на 
примере стационарного  уравнения Шредингера (53), которое по сути являет-
ся уравнением на собственные функции и  собственные  значения оператора 
полной энергии H  (оператор Гамильтона или гамильтониан). 

Схема, приведенная на рис.4, является всего лишь наглядной иллюстра-
цией необходимости привлечения в теоретическую структуру квантовой  ме-
ханики таких математических  объектов, как операторы и, конечно же, не от-
ражает глубокого физического смысла, заложенного в их сущности. 

Так как измерение различных физических величин, характеризующих 
атомные системы, осуществляется различными приборами (зачастую не со-
вместимыми между собой), то в описательном отношении каждой физической 
величине в квантовой механике сопоставляется свой, изображающий ее опера-
тор. И теперь теоретическое определение нужной физической величины  осу-
ществляется по известной процедуре получения собственных  значений этого 
оператора из уравнения на собственные функции и собственные значения. 
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3.1. Многомерные линейные пространства операторов 
 

Линейное пространство определяется как совокупность математических 
объектов ,...,,,,   называемых векторами и подчиняющихся следующим 
условиям: 

- суммой двух векторов   и   называется вектор  , принадлежащий 
этому множеству, что обозначается как   ; 

- произведением комплексного числа   на вектор   называется вектор   
этого же множества, что обозначается как   ; 

- для любых векторов   ; 
- существует нулевой вектор 0, такой что   0 ; 
- для каждого вектора   существует противоположный вектор )(  , та-

кой что: 
                                               0)(   ; 
-   )(;)(;1 ; 
- векторы  ,...,,  называются линейно независимыми, если равенство  
                                          0...                                            (61) 

справедливо только тогда, когда все числа  ,...,,   равны нулю; 
- скалярное произведение векторов трехмерного декартова пространства, 

определяется как 
                                                  );cos()( bababa


         

                                                       );()( abba 
                                                (62) 

                                 );()(),(  ;0)( cabacbaaa 
   

                                          0)( aa   только в случае  0;a   
- в n -мерном  пространстве векторов 

                   


 n

i
iinn

1
2211 ...)(  ;                         (63) 

- в системе вещественных функций ),...(),...,(),( 21 xfxfxf n  при условии, 
что интеграл  от этих функций в конечном или бесконечном интервале 

bxa  , а также интеграл от их квадрата существуют, скалярное произведе-
ние определяется как 

                          dxxfxfff mnnm )()(),( .                                                (64) 

Скалярное произведение определяется для введения в линейное пространство 
метрических соотношений. 

В квантовой механике, как правило, используются бесконечномерные 
пространства, а именно такие, которые являются обобщением   n -мерного 
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эвклидова пространства для бесконечномерного случая )( n . Такие про-
странства называются пространствами Гильберта. 

Пространство Гильберта  задано при условии выполнения следующих 
требований: 

- пространство векторов ,...,,   линейно в соответствии с введенными 
выше положениями; 

- пространство бесконечномерно )( n ; 
- в пространстве определено скалярное произведение 

                                       ,)(
1






i

ii                                                 (65)        

если ,...,  - бесконечное множество комплексных чисел  ,...,...,, 21 i  ; 
для множества комплексных функций, квадратично интегрируемых на всем 
интервале изменения переменной 

                                 




 dxxx )()(),(  ,                                              (66) 

причем 
                            )()(),(   ,  

 ),(),(   - свойство эрмитовости.  
 

 
3.2. Линейные самосопряженные операторы 

 
 Оператор F̂  представляет собой правило, согласно которому каждому 

вектору данного пространства   ставится в соответствие вектор   этого же 
пространства )ˆ(  F . При действии оператора F̂  на функцию   иногда по-
лучается  ситуация, когда 

                                         FF ˆ ,                                                             (67) 
где F  - какое-то число. Если при этом функция   удовлетворяет условиям 
конечности, однозначности и непрерывности, а также квадратично интегри-
руема 

                                              



dxx

2

)( ,                                                      (68) 

то   называется собственной функцией оператора F̂ , а F  - его собственным 
значением, соответствующим собственной функции  . Если при выполнении 
соотношения (67) и условии конечности, непрерывности и однозначности   
тем не менее условие квадратичной интегрируемости (68) не выполняется, то 
  называется обобщенной собственной функцией оператора  F̂ , а F  - точкой 
непрерывного сплошного спектра этого оператора.  
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В квантовой механике уравнения на собственные функции и собственные 
значения – это, как правило, дифференциальные уравнения. Решения этих 
уравнений  существуют лишь при избранных значениях параметра F  и обра-
зуют дискретную совокупность чисел (дискретный спектр собственных значе-
ний). Однако встречаются ситуации, когда спектр собственных значений  не-
прерывен. Это будет показано ниже на конкретных примерах. Задачи о нахож-
дении спектров операторов энергии, импульса, момента импульса, проекций 
момента импульса, спина частицы образуют  фундамент квантовой механики. 

В квантовой механике применяются линейные, самосопряженные  (или 
эрмитовы) операторы. Операторы, удовлетворяющие требованию 

                         )ˆ()ˆ()(ˆ
22112211  FcFcccF  ,                              (69) 

называются линейными. 
Суммой операторов  F̂  и Ŝ  называют оператор SFP ˆˆˆ  , который каждой 

функции состояния (вектор состояния) ставит в соответствие функцию 
 SF ˆˆ  . 

Произведением  операторов  F̂  и Ŝ  называется оператор SFR ˆˆˆ  , удовле-
творяющий равенству 
                                                         )ˆ(ˆˆ  SFR  .                                               (70) 
Следует отметить, что в общем случае произведение операторов  некоммута-
тивно:                                                                    

                                                   FSSF ˆˆˆˆ  .                                                    (71) 
Оператор KSSFK ˆˆˆˆˆ   называется коммутатором этих операторов. 

Закон линейности (69) отражает фундаментальный принцип физики -  
принцип суперпозиции: «при сложении внешних воздействий их результаты 
ТАКЖЕ складываются». 

Для любого линейного оператора F̂  можно построить сопряженный с 
ним оператор F̂   по следующей формуле: 

                                         dXFdXF  )ˆ(ˆ ,                                     (72)  
...21dxdxdX   - элементарный объем пространства; звездочкой, как обычно, 

обозначены комплексно-сопряженные величины. 
В том случае, когда оператор, сопряженный с данным, совпадает с ним, 

он называется самосопряженным  или  эрмитовым (по имени французского 
математика Ш.Эрмита).    

С учетом такого требования выражение (72) перепишется следующим об-
разом: 

                                         dXFdXF  )ˆ(ˆ .                                      (73) 
Важным свойством эрмитовых операторов является тот факт, что их соб-

ственные значения являются действительными числами. Это крайне важно, 
так как энергия, импульс, момент импульса, спин частицы должны выражать-
ся действительными числами, будучи собственными значениями соответст-
вующих операторов. Кроме того, фундаментальным свойством линейных са-
мосопряженных операторов является то, что их собственные функции взаимно 
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ортогональны. Это значит, что скалярное произведение двух функций  )(xfm   
и   )(xfn      (64) удовлетворяет следующему равенству: 

                          0))()(( xfxf nm    при nm  .                                          (74) 
Если кроме этого выполняется  еще и равенство 
                                            1))()(( xfxf nn ,                                                      (75) 
то такие функции называются ортонормированными (условие (75) есть усло-
вие нормировки). 

Случается так, что одному и тому же собственному значению оператора 
F  соответствует несколько собственных функций. Такая ситуация называется 
вырождением. Собственные функции в этом случае, строго говоря, не будут 
ортогональными. 

Исходя из рассмотренных свойств собственных функций линейных само-
сопряженных операторов можно сформулировать важнейшее положение кван-
товой механики: если спектр оператора дискретный, то по его собственным 
функциям n  можно разложить любую другую функцию состояния, которая 
удовлетворяет условиям интегрируемости как сама, так и ее квадрат. 

                    )(...)()()( 2211 xcxcxcx nn  .                                (76) 
Выше приводился физический пример молекулы аммиака, когда любое ее 
произвольное состояние можно разложить по двум базисным 1  и 2 . При-
чем 
                                                   dXc nn  .                                                     (77) 
В случае непрерывного спектра суммирование в (76)  заменяется интегрирова-
нием. 

Возьмем частный случай волновой функции   в уравнении (53) как соб-
ственной функции оператора полной энергии Ĥ , где совокупность собствен-
ных значений E  представляет собой энергетический спектр системы. С уче-
том вышеприведенных рассуждений сформулируем ее основные качества: 

- волновая функция ),( tr  есть вектор состояния, характеризующий фи-
зические параметры системы (энергию, импульс, момент импульса, спин); 

- волновая функция должна быть конечной, непрерывной, однозначной; 
- квадрат модуля волновой функции w  - есть плотность вероятно-

сти обнаружить частицу в определенном месте пространства; 
- вероятность W  обнаружить частицу в некотором конечном объеме    

определяется формулой 
                                     dxdydzrwW 


 )()(  .                                             (78) 

Если частица находится в пределах объема V , то интеграл по всему этому 
объему от w  есть вероятность достоверного события. 
                                                 1)(  dxdydzrw

V

 .                                                 (79) 

Формула (79) представляет собой условие нормировки волновой функции. 
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Если система в одном состоянии описывается функцией  1 , а в                       
другом состоянии волновой функцией 2 , то физической реальностью обла-
дает также состояние  2211  cc  . Это, как уже отмечалось выше, есть 
принцип суперпозиции. В классической и квантовой физике принцип суперпо-
зиции имеет одинаковую форму, однако по содержанию здесь имеются весьма 
существенные отличия, на что особенно обращал внимание П.Дирак (об этом 
подробнее см. литературу, приведенную в конце). 

Пусть система находится  в состоянии, описываемом волновой функцией 
)(x . В результате проведенного измерения механической величины F  было 

обнаружено значение nFF  . Какова вероятность (на единицу объема) )( nFw  
получить это значение? Используя принцип суперпозиции и  разлагая )(x  по 
ортогональным собственным функциям оператора F  
                                               

n
nn xcx )()(  ,                                                (80) 

получим 
                                                 2)( nn cFw  .                                                      (81) 
В случае непрерывного спектра собственных значений суммирование  в (80) 
заменяется интегрированием: 
                                             dFFxFcx ),()()(  ,                                          (82) 
но с тем же результатом 
                                                    2)()( FcFw  .                                                (83) 

Завершая тему о волновой функции как собственной функции линейного 
эрмитовского оператора (энергии, импульса, момента импульса, спина, проек-
ции момента импульса) следует отметить ее важную роль в определении сред-
них значений этих величин, которые (средние значения) измеряются экспери-
ментальными приборами. В классической механике при измерении какой-либо 
величины мы получаем определенное число,   характеризующее ее значение. 
Если состояние системы не меняется, мы при каждом измерении получаем од-
но и то же значение. «В квантовой механике, - пишет П.Дирак, - …Законом 
природы является то, что если опыт повторять большое число раз, каждый ре-
зультат будет получен  в определенной доле от общего числа случаев, так что 
имеется определенная вероятность получения данного результата. Эту вероят-
ность и будет вычислять теория». При этом предполагается, что система все  
это время  находится в заданном состоянии. «Из этого следует, что динамиче-
ской переменной в квантовой механике, вообще говоря, нельзя приписать оп-
ределенного значения, но всегда можно приписать определенную вероятность 
получения данного результата при измерении. А раз известна вероятность, то 
можно вычислить среднее значение конкретной физической величины».  Со-
ответствующие расчеты показывают, что если волновая функция нормирована 
к единице (см. условие (79)), то среднее значение F  любой физической вели-
чины, которой соответствует оператор F̂ , можно определить по формуле 
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                                         dXFF  ˆ ,                                                     (84) 
где X  - совокупность переменных. Доказательство этого выражения приведе-
но в цитируемой литературе. 

Говоря об операторах, представляющих измеряемые физические величи-
ны, необходимо упомянуть об условиях, когда несколько механических вели-
чин могут иметь (а могут и не иметь) одновременно определенные значения. 
Как показывает соответствующий анализ, если операторы F̂  и L̂  имеют общие 
собственные функции, то коммутатор K̂  таких операторов равен нулю. 

                                         0ˆˆˆˆˆ  FLLFK .                                                 (85) 
В этом случае соответствующие динамические переменные имеют одновре-
менно определенные значения. Максимальное число независимых одновре-
менно измеренных наблюдаемых образуют совокупность, называемую пол-
ным набором наблюдаемых. Если имеет место противоположная ситуация, то 
есть 0ˆ K , то динамические переменные, изображаемые операторами, не мо-
гут быть одновременно измерены. Так, например, операторы координаты 

)ˆ,ˆ(ˆ zyx   и  проекции  импульса )ˆ,ˆ(ˆ zyx ppp  не коммутируют между собой, и по-
этому либо одна из  них имеет определенное значение и тогда другая будет   
неопределенной,  либо  обе  одновременно имеют некоторую степень неопре-
деленности. Эту степень неопределенности можно оценить из так называемого 
соотношения неопределенностей, установленного В.Гейзенбергом: 

                                   
2

))(())(( 2/122/12 
 xpx ;                                         (86) 

                                   
2

))(())(( 2/122/12 
 ypy ;                                        (87) 

                                   
2

))(())(( 2/122/12 
 zpz .                                         (88) 

Черта означает усреднение по совокупности измерений. Соотношение неопре-
деленностей Гейзенберга определяет верхний предел точности, которого мож-
но достигнуть, одновременно измеряя, например, координату x  и импульс p . 
Этот принцип есть следствие использования в квантовой механике «старых» 
классических понятий. 

 
4. Физико-математический формализм квантовой механики 

 
В основе этого формализма лежит принцип суперпозиции, в рамках кото-

рого физическое состояние системы  описывается такими математическими 
объектами, которые складываясь  и умножаясь на комплексные числа, дают в 
итоге величины того же рода. С учетом всего вышерассмотренного материала 
этот принцип можно раскрыть в виде ряда фундаментальных положений, как 
формальную схему квантовой механики. 

1.Физическое состояние квантовой системы описывается векторами со-
стояний  ),( tr , заданными в пространстве Гильберта. 
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2.Для теоретической оценки значения физических величин в квантовой 
механике каждой динамической переменной ставится в соответствие линей-
ный эрмитов оператор F̂ , действующий в пространстве векторов состояний, и 
составляется уравнение на собственные функции и собственные значения это-
го оператора: 

                                             FF ˆ .                                                         (89) 
3.Совокупность собственных значений оператора ,...,,  :ˆ

321 FFFF , полу-
ченных при решении уравнения (89), тождественно  совокупности всех воз-
можных результатов измерений механической величины F , изображенной 
оператором F̂ . 

4. Среднее значение F  величины F , изображаемой оператором F̂ , опре-
деляется по формуле 

                                         dXFF  ˆ .                                                     (90) 
При этом вероятность получить при измерении определенное значение F  

квантовой системы, находящейся в состоянии  , оценивается как квадрат мо-
дуля соответствующей проекции вектора   на орт базиса собственных векто-
ров оператора F̂ . 

                                                    2
ncw  ;                                                   (91) 

                                               




 dXc nn  . 

5. Для оператора координаты x  и импульса p  существуют перестановоч-
ные соотношения: 

                                        Iixppx ijijji  ˆˆˆˆ ,                                           (92) 
где ji,  - означают компоненты операторов; I   -  единичный оператор. Из это-
го соотношения следует принцип неопределенности Гейзенберга. 

6. Динамика любой квантово-механической системы, находящейся в со-
стоянии, описываемом вектором ),( tr , определяется так называемым дина-
мическим постулатом квантовой механики: 

 

                                          FH
t
F

dt
Fd ˆ,ˆˆˆ





 ,                                               (93) 

где   FH ˆ,ˆ  - квантовые скобки Пуассона: 

                                                HFFHiFH ˆˆˆˆˆ,ˆ 


.                                             (94) 

Введение квантовых скобок  Пуассона позволяет описывать динамику кванто-
во-механической системы совершенно аналогично классической физике, толь-
ко для усредненных по большому числу измерений величин: 

                                             




 dxxFxF )(ˆ)(  .                                            (95) 
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Если 0
dt
Fd ,  то данная динамическая переменная является интегралом дви-

жения, то есть сохраняется во времени. 
В квантовой механике существует несколько способов введения зависи-

мости от времени. В подходе Шредингера, например, от времени зависят век-
торы состояний (или волновые функции), операторы при этом считаются ста-
ционарными. Динамика векторов состояний описывается уравнением Шре-
дингера. Можно построить теорию, в  которой со временем меняются опера-
торы, а векторы состояний постоянны. Этот подход предложил В.Гейзенберг. 
Существует также формализм, в рамках которого и операторы и векторы со-
стояния зависят от времени. Это так называемая картина взаимодействия, 
предложенная П.Дираком. 

Все три подхода физически эквивалентны и в зависимости от определен-
ных условий используются при решении различных задач квантовой физики, 
когда в качестве базиса выбираются собственные  векторы операторов либо 
координаты, либо импульса, либо полной энергии. 

 
5. Операторы квантовой механики 

 
Эволюция любой квантово-механической системы в пространстве и вре-

мени описывается координатой  x , импульсом p , моментом импульса L


 и 
полной энергией E . 

Если вектор состояния   - есть функция координаты, то оператор коор-
динаты x̂  есть сама переменная x : 

                                           )()(ˆ xxxx   .                                                  (96) 
Для такой же волновой функции оператор импульса может быть записан 

в следующей форме: 
                                                




 ip̂ ,                                                      (97) 

где 
z

e
y

e
x

e











 321


; ie  - орты системы координат. 

Пусть частица массой m  движется вдоль оси x . Тогда xpp 
  и уравне-

ние на  собственные функции и собственные значения оператора импульса 
(97) можно записать как 

                                          )()(ˆ xpxp xx   .                                              (98) 
Исходя  из явного вида оператора импульса, получим 

                                                   
xxpi

x 
 2/1)2(
1)(


  .                                        (99) 

Очевидно, что свободное движение частицы (99) описывается плоской волной 
де Бройля. 

Операторы момента импульса L̂  и его проекции определяются по форму-
лам: 
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                                                    prL ˆˆˆ 
 ;                                                (100) 

                                             















z

y
y

ziLx ˆ ;                                     (101) 

                                             















x

z
z

xiLy ˆ ;                                     (102) 

                                             















y

x
x

yiLz ˆ .                                     (103) 

Для операторов проекций момента импульса zyx LLL ˆ,ˆ,ˆ  имеют место так на-
зываемые перестановочные соотношения: 
                                                      zxyyx LiLLLL ˆˆˆˆˆ  ;                                    (104) 
                                                      yzxxz LiLLLL ˆˆˆˆˆ  ;                                    (105) 
                                                      xyzzy LiLLLL ˆˆˆˆˆ  .                                    (106) 
Из соотношений (104)-(106) следует, что операторы проекций момента им-
пульса некоммутативны между собой и поэтому не определяемы одновремен-
но в эксперименте. 

Оператор квадрата момента импульса выражается следующей  формулой:                                    



























































222

22222 ˆˆˆˆ
y

x
x

y
x

z
z

x
z

y
y

zLLLL zyx 


.(107) 

Многие объекты микромира имеют сферическую симметрию и их удобно опи-
сывать в сферической системе координат. 
                      ,cos;sinsin;cossin  rzryrx                          (108) 
где   - угол между осью oz  и радиусом-вектором r ;   - угол, отсчитывае-
мый  в плоскости  XY  от оси ox . 

В сферической  системе координат операторы проекций момента импуль-
са имеют следующий вид: 

                          

















 cossinˆ ctgiLx  ;                                 (109) 

                          

















 sincosˆ ctgiLy  ;                               (110) 

                            



 iLz
ˆ .                                                                   (111) 

Оператор квадрата момента импульса в этой системе запишется как 

                 




























 2

2

2
22

sin
1sin

sin
1ˆ





L  .                      (112) 

Запишем уравнение на собственные функции и собственные значения 
оператора 2L̂


: 

                                             22ˆ LL 


.                                                     (113) 
Используя явный вид оператора квадрата момента импульса (112), пере-

пишем (113): 
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                     0
sin

1sin
sin

1
2

2

2

2

2 




























L .                    (114) 

С учетом условий конечности, непрерывности и однозначности собственная 
функция оператора 2L̂


 имеет следующий вид: 

                  


 imm

mm P
m

mY 



 )(cos

4|)!|(
)12(|)!|(),(),( ||

2/1












 ,      (115) 

где ),( Y  - сферические функции;   ... ,2 ,1 ,0m ; ,...2,1,0 ;   - орби-
тальное квантовое число; m  - магнитное квантовое число (не путать с тради-
ционным обозначением массы m ; их легко различать по смыслу в формулах). 

                                   )()1()( ||

||
2

||
2|| 


  P

d
dP m

mm
m  , 

где )(P  - полином Лежандра. 

                                        




 
)1(

!2
1)( 2  




d
dPe .                                         (116) 

Сферические функции нормированы к единице на поверхности сферы. 

                                      mmmm ddYY 


   
 

 sin
0

2

0
,                                (117) 

где 
1   ,

  
0   .ij

i j
i j




  
 

Собственные значения оператора квадрата момента импульса при этом 
определяются из формулы 

                                             )1(22  L .                                              (118) 
Каждому собственному значению (118) принадлежит 12   собственных 
функций, которые различаются числом m . Это случай вырождения, о чем го-
ворилось выше. 

Представим собственную функцию оператора 2L̂


 в виде произведения 
двух функций )(  и )( : 

                                  )()(),(   mm 
.                                     (119) 

Так  как операторы  2L̂


 и zL̂  имеют общие собственные функции, то из уравне-
ния 
                                                       zz LL ˆ                                                     (120) 
можно получить 

                                                      


 
zL

i
ec1)(  ,                                           (121) 

где 1c  - некоторая постоянная. 
Очевидно, что поворот системы на угол 2  не должен приводить к изме-

нению ее физического состояния и поэтому 
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                                               )2()(   ,                                       (122) 
или 

                                                        
)2(  

 
zL

izL
i

ee .                                     (123) 
Из последнего уравнения следует, что  

                                                           1
2





zL

i
e  ,                                                 

откуда получим выражение для собственных значений оператора проекции  
момента импульса 
                                                          mLz  ,                                                    (124) 
где ...  ,2,1,0 m . 

Таким образом, проекция момента импульса на выбранное направление (в 
нашем случае на ось oz )  имеет строго  дискретные значения (имеет место 
пространственное квантование). 

В квантовой механике полная энергия принимается  как одно целое, не 
подразделяясь на кинетическую T  и потенциальную U , что имеет место в 
классической физике. Как уже  указывалось ранее, функция Гамильтона H  
(или полная энергия системы) имеет следующий вид: 

                                          UTH  .                                                        (125) 
Оператор Ĥ  строится по известной схеме 
                                            UTH ˆˆˆ  .                                                      (126) 
Так как потенциальная энергия ),( trU   есть функция координат, то дейст-

вие соответствующего ей оператора на волновую функцию сводится к про-
стому умножению: 

                                        ),(),(ˆ trUtrU 
  .                                            (127) 

Оператор кинетической энергии  T̂   может быть получен исходя из явно-
го вида оператора импульса  p̂  (97): 

                                        
mm

pT
22

ˆ
ˆ

22 


, 

где   - оператор Лапласа. 
 

Тогда оператор полной  энергии (гамильтониан) имеет следующий вид: 

                                         ),(
2

ˆ
2

trU
m

H 
 .                                         (128) 

Если силы, действующие на квантово-механическую систему зависят от 
скорости (а такие силы возникают в электромагнитном поле), то  оператор 
полной энергии выражается следующей формулой: 

                                 
21 ˆˆˆ

2
eH p A eV U

m c
     
 


,                                    (129) 

где A


 и V  - соответственно векторный и скалярный потенциалы электромаг-
нитного поля. 
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Рассмотрим теперь конкретные случаи решения  уравнения на собствен-
ные функции и собственные значения оператора полной энергии Ĥ с целью  
определения спектров энергии квантово-механических систем.  

 
6. Описание квантово-механических систем с помощью 

                     уравнения Шредингера 
 

6.1. Свободное движение частицы 
 

Пусть вдоль  оси x  движется микрочастица массой m . Оценим спектр ее 
энергии E , для чего запишем уравнение на собственные функции и собствен-
ные значения оператора полной энергии Ĥ . 

                                             )()(ˆ xExH   .                                            (130) 
Так как в этом случае потенциальная  энергия равна нулю, то 

                                            2

222

22
ˆˆ

dx
d

mm
TH 

 .                                   

Подставляя выражение для явного вида оператора  Ĥ   в уравнение (130), по-
лучим  линейное однородное дифференциальное уравнение второго порядка:  

                                               0)(2)(
22

2
 xmE

dt
xd 


.                                     (131) 

Его решение будет 
                                                xikxik eAeAx 0

2
0

1)(  ,                                   (132) 

где 21, AA  - в общем случае комплексные постоянные; 
2/1

20
2










mEk . 

Как следует из полученного решения (132), спектр энергии E  в случае сво-
бодного движения микрочастицы непрерывен. Само решение  )(x  представ-
лено как суперпозиция двух базовых состояний: состояния, в котором частица 
движется в положительном направлении оси x  и состояния, когда движение 
происходит  вдоль отрицательного направления. 
 
 
 

6.2. Движение частицы через потенциальный барьер 
 

Пусть на пути частицы массой 
m , имеющей энергию E  и движе-
ние которой описывается волновой 
функцией (132), расположен потен-
циальный барьер прямоугольной 
формы шириной L   и высотой  0U  
(рис.5). 



Em,

0UI II III

0 L x
Рис.5
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Запишем уравнение на собственные   функции   и   собственные  значения 
оператора полной энергии Ĥ : 

                                             )()(ˆ xExH   ,                                            (133) 
где  

                                        )(
2

ˆˆˆ
2

xU
m

UTH 
 .                                       (134) 

Путь движения частицы разобьем  на три области (см. рис.5). Для каждой  
из этих областей оператор  Ĥ  имеет следующий вид: 

                             (I)   0    ,
2

ˆˆ
2

22

 x
dx
d

m
TH  ;                                    (135) 

                           (II) LxU
dx
d

m
UTH  0    ,

2
ˆˆˆ

02

22 ;                 (136) 

                         (Ш)   0    ,
2

ˆˆ
2

22

 x
dx
d

m
TH  .                                     (137)     

С учетом явного вида оператора  Ĥ  перепишем уравнение (133): 

                                       0)()(2)(
22

2
 xxUEm

dt
xd 


.                                 (138) 

Решая уравнение (138) с учетом соотношений (135)-(137), получим выражения 
для волновых функций в каждой из областей: 
                                              xikxik

I eAeAx 0
2

0
1)(  ;                                    (139) 

                                               ikxikx
II eAeAx  43)( ;                                     (140) 

                                               xikxik
III eAeAx 0

6
0

5)(  ,                                (141) 
где 

                                                 
2/1

2
0 )(2






 




UEmk .                                        (142) 

«Сшивая» на границах  0x  и Lx   решения (139)-(141) и полагая 11 A , а 
06 A  (у волны III  нет физической причины для отражения), получим усло-

вие для оценки коэффициента прозрачности D : 

                                                      2
1

2
5

||

||

A
A

D  .                                                   (143) 

Коэффициент D  фактически представляет собой вероятность прохождения 
частицей с энергией E  потенциального барьера высотой 0U . Если  энергия 
частицы не превышает 0U , то по законам классической механики 0D  и час-
тица потенциальный барьер не проходит в принципе. В квантовой механике 
для этой ситуации величина D  имеет вполне определенное значение: 

                                                    
LEUm

eDD



)0(22

0
 .                                   (144) 
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Из выражения (144) следует, что при 0UE   частица имеет  вероятность про-
никнуть через потенциальный  барьер. Такое явление получило название тун-
нельного эффекта. 

Для потенциального барьера произ-
вольной формы (см. рис.6) можно полу-
чить следующее выражение  для коэф-
фициента прозрачности D :                                                  

 



2

1
])([22

0

x

x
dxExUm

eDD


,          (145) 
 
где 1x  - координата точки, где частица вступает в область действия потенци-
ального поля, а 2x  - координата точки, где частица  выходит из области дейст-
вия поля. 
 

6.3. Движение атомных частиц внутри потенциального ящика 
 
Пусть частица находится в об-

ласти,  ограниченной потенциальны-
ми стенками, сквозь которые она не 
может проникнуть (рис.7). Условия 
на границах при этом  можно запи-
сать в следующем виде: 

 







ика.стенках ящ на - 

 ящика,внутри - 0
)(rU   

Для нахождения спектра энергии частицы запишем традиционное уравнение 
на собственные функции и собственные значения оператора полной энергии 
Ĥ : 
                                              )()(ˆ rErH 

  ,                                                   (146) 
где 
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Решая это уравнение с учетом граничных условий, получим: 
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где ,...2,1,0,, 321 nnn  числа, обозначающие энергетическое состояние систе-
мы при движении вдоль осей  zyx ,,  соответственно. 
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Как следует из уравнения (148), у запертой в потенциальном ящике частицы 
энергия квантуется. При  0321  nnn   энергия частицы нулю не равна, а 
имеет значение 0E : 

                                       



  222

22

0
111

2 cbam
E  .                                         (149) 

Это энергия основного (наинизшего, «нулевого») энергетического состояния, 
которая определяется размерами cba ,,  потенциального ящика. 
 

6.4. Движение одномерного гармонического осциллятора 
 

Одномерный гармонический осциллятор можно представить как частицу, 
совершающую малые колебания вдоль оси x . Его полную энергию в этом 
случае можно представить следующим образом: 

                                         2
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2
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2
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pE  ,                                                 (150) 

где 
0
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xx

Uk ; U  - потенциальная энергия. 

Для гармонических колебаний 
                                              )cos()( 0   tAtx ,                                           (151) 

где 
m
k

0 ; A  - амплитуда колебаний;   - фаза. 

Как и в предыдущих задачах, энергии (150) ставим в соответствие оператор Ĥ : 

                                                20
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ˆ
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ˆˆ xm
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                                               (152) 

и записываем уравнение на собственные функции и собственные значения 
этого оператора: 
                                                      )()(ˆ xExH   .                                           (153) 
Учитывая явный вид оператора Ĥ  (152), получим 
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Решение этого уравнения имеет следующий вид: 
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где 
0x
x

 ; 
0

0 m
x 

 ;  )(kH  - полином Чебышева – Эрмита k -го порядка: 
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Собственные  значения оператора  Ĥ  в этом случае определяются следующей 
формулой: 

                                               02
1 





  kEn ,                                                (157) 

где ,...2,1,0k  - квантовое число, характеризующее состояние системы. При 
0k  

                                                  00 2
1 E ,                                                      (158) 

где 0E  - энергия основного (наинизшего,  «нулевого) энергетического состоя-
ния. 
 

6.5. Атом водорода 
 

Атом водорода представляет простейшую атомную систему и в истории 
физики ХХ века он играл важную роль  пробного  камня для  атомных теорий. 
Движение электрона в атоме водорода представляет собой движение  в поле 
центральной силы, которое характеризуется тем, что потенциальная энергия 

)(rU   частицы в таком  поле зависит лишь от ее расстояния r  до некоторого 
силового центра. 

В нашем случае движения электрона в окрестности атомного ядра га-
мильтониан системы будет содержать слагаемое с оператором момента коли-
чества движения L̂  (100). Так как атом водорода обладает  сферической сим-
метрией, то оказывается целесообразным перейти в сферическую систему ко-
ординат (108). В такой системе координат выражение для оператора  Ĥ  будет 
иметь следующий вид: 

                                    )(
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.                                          (159) 

Далее, как и в предыдущих примерах, напишем уравнение на собствен-
ные функции и собственные значения оператора (159): 

                                 ErU
mr
LTr  )(

2

ˆ
ˆ

2

2 


.                                    (160) 

Нам необходимо найти непрерывные, конечные и однозначные  решения   
уравнения (160) во всей области изменения переменных ,,r  

)20  ,0  ,0(   r . 
Анализ показывает, что операторы Ĥ  и 2L̂


 коммутируют между собой, то 

есть 0ˆˆˆˆ 22  HLLH


. Как отмечено в разделе 3.2, в таком случае Ĥ  и 2L̂


 имеют 
общие собственные  функции и поэтому можно записать 

                                           22ˆ LL 


.                                                       (161) 

Тогда уравнение (160) с учетом (118) перепишется в следующем виде: 
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                                      ErU
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Tr 


 )(
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)1(ˆ
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2  .                                 (162) 

Учитывая независимость движения «вдоль» переменных ,,r , волновую 
функцию   можно представить в виде  произведения радиальной и угловой  
частей: 
                                          ),()(),,(   YrRr .                                          (163) 

Тогда с учетом этого, уравнение (162) перепишется как  
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2  .                                  (164)  

Потенциальная энергия электрона  в кулоновском поле ядра равна 

                                               
r
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

 ,                                              (165) 

где z   - зарядовое число ядра  (для атома водорода  1z ). 
С учетом всех вышеперечисленных рассуждений и явного  вида операто-

ра rT̂ : 
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запишем  окончательно  уравнение для определения радиальной части  )(rR  
волновой функции R : 
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me
a 

  - боровский радиус для атома 

водорода; )(rV  - эффективный  потенци-
ал (рис.8).  Определение )(rR  для раз-
личных   ( ,...2,1,0 ) представляет со-
бой  весьма громоздкую задачу, имею-
щую  скорее математический интерес,  и  
мы его не приводим. 
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Существенным здесь является то, что непрерывные конечные и одно-
значные решения )(rR  существуют лишь при следующих собственных значе-
ниях оператора  H : 

                                     22
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emzEn 
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


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,                                         (168) 

где ,...3,2,11 rnn  - главное квантовое число; ,...2,1,0rn  - радиальное 
квантовое число. 

Анализ показывает, что главное n , орбитальное   и магнитное m  кванто-
вые числа электрона в атоме связаны между собой следующими соотноше-
ниями: 

                                         1,...,2,1,0  n ;                                                (169) 
                                          ,...,2,1,0m .                                              (170) 
В табл.2 приведены принятые в атомной физике обозначения. 
 

Таблица 2 
 

Значение n  1 2 3 4 5 
Буквенное обозначение K  L  M  N  O  
Значение   0 1 2 3 4 
Буквенное обозначение s  p  d  f  q  

 
При каждом   имеется  12   (см.(170)) волновых функций, различаю-

щихся числом m . Само  , как следует из (169), пробегает n  значений. В связи 
с этим общее число функций, принадлежащих квантовому уровню nE , будет 
равно 
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0

2)12(
n

n


 .                                            (171) 

Как уже отмечалось ранее, такая ситуация называется вырождением и соглас-
но (171) каждый энергетический уровень, характеризуемый главным кванто-
вым числом  n , в атоме водорода  2n  кратно вырожден  (с учетом спина s , о 
котором речь пойдет ниже, кратность вырождения равна  22n ). 
Магнитное квантовое число m ,  как  указывалось выше, определяет величину 
проекции момента импульса электрона на выделенном направлении. 

Совокупность электронов, имеющих одинаковое значение главного кван-
тового числа, образует слой. Слой состоит  из оболочек, каждая из которых 
характеризуется определенным значением  . 

Из закона сохранения энергии следует, что энергия кванта света h , из-
лученного атомом, равна разности энергий nn EE   электрона, находящегося 
в состояниях с главными квантовыми числами n  и n , соответственно )( nn  . 

                                              nn EEh  .                                              (172) 
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С учетом формулы (168) для nE  (при  1z  для атома водорода) получим 
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где 32
0

4

8 h
meR


  - постоянная Ридберга. Формула (173) есть не что иное, как  

комбинационный принцип  (24)  (в различных изданиях он еще называется  
комбинационным  принципом Ритца или формулой Бальмера – Ридберга). 

Таким образом, в рамках квантовой механики, решая уравнение Шредин-
гера, оказалось возможным теоретически определить постоянную Ридберга 
(Ридберга – Ритца) и строго описать без привлечения дополнительных условий 
линейчатые спектры атома  водорода.  

Переходы на уровень 1n  с уровней  ,...3,2n  образуют серию Лаймана 
(ультрафиолетовая часть спектра). Переходы на уровень 2n  с уровней  

,...4,3n  образуют серию Бальмера (см. табл.1). Переходы на уровень 3n   с 
уровней ,...5,4n  - образуют серию Ритца – Пашена. Аналогично образуются 
серии Брэккэта и Пфунда путем переходов с высших уровней на уровни 4n  
и 5n  соответственно. Три квантовых числа mn  , ,   полностью определяют 
волновую функцию mn  (и соответственно физическое состояние системы) и 
поэтому образуют полный набор величин, число которых равно числу степе-
ней свободы. 

Вероятность обнаружить электрон между r  и drr   равна drr 22 ||4  . 
Полная вероятность обнаружить  электрон в окрестности точки ,,r , оче-
видно, будет определяться формулой 

                     dddrrrrdW mnmn  sin|),,(|),,( 22
 .             (174) 

Вероятность ),( mdW  того, что  электрон находится в области телесного 
угла  d  в окрестности  луча  ),(   определяется аналогично: 

                                         dYdW mm
2|),(|),(   .                                 (175) 

Из анализа функции ),( mY  (115) следует, что вероятность mdW  не зави-
сит от угла   и, следовательно, распределение  по углам обладает симметрией 
тела вращения около той оси, на которой фиксирована проекция момента им-
пульса. Как  правило,  это ось z . 

Движение электрона в атоме водорода создает круговой электрический 
ток, плотность которого j   в соответствии с (39) можно определить как 

                            )(
2 mnmnmnmnm
iej 


   .                          (176) 

Такой круговой ток, в свою очередь, создает магнитный момент атома  . Со-
ответствующие расчеты показывают, что проекция этого момента на  выде-
ленное направление (ось oz ) будет определяться формулой 
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                                                   0 mz  ,                                                      (177) 
где 0  - магнетон Бора; m  - магнитное квантовое число; 

                                                    
cm

e
e20


 ,                                                      (178) 

em  - масса электрона. 
Для протона, например, в атомном ядре: 

                                             
cm

e

p20


 ,                                                    (179) 

здесь pm  - масса протона.  
Знак (-) в формуле (177) обусловлен отрицательным значением заряда 

электрона. Как следует из формулы (177), проекция магнитного момента на 
ось oz  так же, как и проекция момента импульса zL , квантуется. Для электро-
на в атоме 

                                              
cm

e
L ez

z
2


 .                                               (180) 

 
7. Собственный механический  и магнитный момент электрона 

 
В 1921 г. Штерн и Герлах наблюдали  экспериментально расщепление на-

двое пучка атомов водорода, заведомо находящихся в s -состоянии. В этом со-
стоянии механический, а вместе с ним и магнитный моменты, как известно, 
равны нулю ( ,0m  ,0  и как следствие: ,0L  0 ).  Между тем факт от-
клонения пучка атомов в магнитном поле показывает, что эти атомы  тем не 
менее обладают магнитным  моментом. Расщепление же на два пучка свиде-
тельствует  о  том,  что  проекция этого магнитного момента z  на направле-
ние   магнитного   поля может принимать только два значения. Из  экспери-
мента следует, что  0 z . Учитывая, что в s -состоянии 0 , следует 
предположить, что этим магнитным моментом обладает электрон. 

Так как в классической физике магнитный момент есть результат круго-
вого движения заряда (что связано с механическим моментом), то свойство, 
аналогичное собственному механическому моменту, было  приписано и элек-
трону и названо спином s . 

Если проекция s  на направление oz  определялась бы целым числом  по-
стоянных Планка   (как это имеет место для орбитального момента), то сле-
довало бы ожидать по крайней мере трех ориентаций спина. Факт же только 
двух ориентаций спина электрона привел Уленбека и Гаудсмита в 1926 г. к 
предположению, что проекция s  на направление z  измеряется полуцелым 
числом постоянных Планка и может принимать лишь два  значения: 

                                                 
2


zs .                                                    (181)            
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Так  как в квантовой физике для аналитического описания эволюции  микро-
систем каждой величине  ставится в соответствие линейный самосопряженный 
оператор, то необходимо ввести также и оператор спина электрона. Обозначим 
операторы проекций спина на оси  координат через zyx sss ˆ,ˆ,ˆ . Потребуем, чтобы 
операторы подчинялись тем же правилам перестановки, что и компоненты 
оператора орбитального момента zyx LLL ˆ,ˆ,ˆ : 

                                                   
.ˆˆˆˆˆ
;ˆˆˆˆˆ
;ˆˆˆˆˆ

xyzzy

yzxxz

zxyyx

sissss
sissss
sissss











                                        (182) 

В связи с тем, что проекция s  на любое направление может принимать два 

значения 
2


 , то операторы zyx sss ˆ,ˆ,ˆ  должны изображаться двухрядными мат-

рицами, так как двухрядная матрица, будучи приведена к диагональному виду, 
содержит два диагональных члена и, стало быть, имеет только два собствен-
ных значения: 

                                 xxs 
2

ˆ 
 ;   yys 

2
ˆ 
 ;   zzs 

2
ˆ 
 .                              (183) 

Из перестановочных соотношений (182) следует, что спиновые матрицы 
   имеют следующий вид: 

                     
01
10

x ,     
0

0
i

i
y


 ,        

10
01


z ,  

                                     
2
1    ,)1(ˆ 22  ssss   .                                  (184) 

Волновая функция, описывающая спиновые состояния, также выражается 
матрицей: 

                                                      
0
0

2

1



  ,                                                (185) 

где 

                                              
).  ,

2
   ,,,(

);  ,
2

   ,,,(

22

11

tszyx

tszyx

z

z












                           (186) 

 
Уравнение Паули 

При наличии электромагнитного поля оператор Гамильтона имеет вид 
(129). Исходя из выражений для векторного A


 и скалярного V  потенциалов, 

можно определить напряженность электрического   и магнитного mH  полей: 

                                      
t
A

c
V







 1
 ; ArotHm


 .                             (187) 
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Так как электрон обладает магнитным моментом  s
mc
e 

 , то в магнитном 

поле напряженности  mH  он приобретает дополнительную потенциальную 
энергию 
                                                  mHU  .                                                  (188) 
Оператор этой энергии   

        )(
2

)(
2

)ˆˆ( mzzmyymxxmm HHH
mc
eH

mc
eHs

mc
eU  

 .  (189) 

С учетом этого можно записать: 

              )(
2

ˆ
2
1ˆ

2

mH
mc
eUeVA

c
ep

m
H

t
i 
 






 


 .           (190) 

Это уравнение называется уравнением Паули. Из него следует, что при поме-
щении атома в магнитное поле его энергетические уровни будут расщеплять-
ся. Расщепление уровней в магнитном поле есть снятие вырождения. Волновая 
функция  выражается здесь формулой (185). 

 
8.Система из одинаковых частиц 

 
Одинаковыми называются такие частицы, которые имеют одинаковые 

массы, заряды, спины и т.д., так что в равных условиях они ведут  себя одина-
ковым образом. Пусть координаты, принадлежащие произвольной k -й части-
це, будут ),,( kkkkk zyxqq  . Тогда оператор Гамильтона системы N  таких 
частиц может быть записан следующим образом: 

      












N

jk
jk

N

k
kkNjk qqWtqU

m
tqqqqH

11

2
2

1 ),(),(
2

),,...,,...,,...,(ˆ  .   (191) 

Если  в Ĥ  переставить местами координаты k -й и j -й частиц, то очевидно, 
что гамильтониан не изменится. Это свойство называется инвариантностью 
относительно перестановки координат любой пары частиц. 

Введем оператор перестановки частиц kjp̂ . Под этим оператором будем 

подразумевать символ, указывающий на то, что координаты k -й и j -й частиц 
должны быть переставлены: 

                    ),...,,...,(...,),...,,...,(...,ˆ kj qqfjqkqfkjp  .                        (192) 

Этот оператор является линейным и, кроме того, 
                                               kjkj pHHp ˆˆˆˆ  .                                                     (193) 
Отсюда  следует, что волновая функция  kjp̂  также является решением 
уравнения Шредингера. Оно отличается тем, что k -я частица находится в со-
стоянии , ранее занимаемом j -й частицей, а j -е состояние занято частицей, 
находившейся в k -м состоянии. 

Тщательный анализ проблемы описания поведения одинаковых частиц 
показывает, что состояния системы одинаковых частиц всегда таковы, что 
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можно говорить лишь о состоянии всей совокупности в целом, а не о распре-
делении частиц по состояниям. Из этого вытекает так называемый принцип 
тождественности: в совокупности одинаковых частиц реализуются лишь такие 
состояния, которые не меняются  при обмене одинаковых частиц местами. 

Пусть ),,...,,...,...,( 1 tqqqq Njk  есть волновая функция, описывающая 
состояние системы из N  одинаковых частиц. Если поменять местами k -ю и 
j -ю частицы, то получим новое состояние, описываемое  функцией   . Прин-

цип тождественности частиц утверждает, что это  новое состояние не отличи-
мо от прежнего, т.е.   и    описывают одно и то же состояние системы.  
Волновые функции, описывающие одно и то же физическое состояние систе-
мы, могут отличаться друг от друга только постоянным множителем: 

                                    или   kjp̂ .                                      (194) 

Это есть уравнение на собственные функции и собственные значения операто-
ра  kjp̂ . Из его решения следует, что собственные функции оператора kjp̂  под-

разделяются на два класса: 
                                       1       ˆ  kjpI ;                                     (195) 

                                      1       ˆ  kjpII .                                     (196) 

Первые функции (195) называются симметричными s , а вторые (196) – анти-
симметричными a . 

Опытным путем установлено,  что весь  мир элементарных частиц делит-
ся в этом отношении на два класса. При этом наблюдается следующее прави-
ло: частицы, обладающие спином, равным целому числу постоянных Планка 

,...)2,,0( s , описываются симметричными функциями. Такие частицы на-
зываются частицами Бозе, а их совокупности – ансамблями Бозе – Эйнштейна. 
Частицы, имеющие спин, равный полуцелому числу постоянных Планка 

,...)
2
3,

2
1( s , описываются  антисимметричными функциями. Такие частицы 

называются частицами Ферми, а их совокупность – ансамблями Ферми – Ди-
рака. 

К ферми-частицам  относятся электроны, протоны, нейтроны, гипероны, 
  - мезоны, нейтрино и их античастицы. Спин 0  имеет  -мезоны и K -
мезоны. Спин   имеет фотон. 

Основной особенностью частиц типа Ферми является то, что они подчи-
няются принципу Паули. Этот принцип (в элементарной форме) утверждает, 
что в данной системе в одном и том же квантовом состоянии, характеризуе-
мом квантовыми числами smn ,,, , не может быть более одной частицы. 
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9.Атом гелия 
 
Рассмотрим атом гелия, имеющий 

два электрона 1e  и 2e , вращающиеся во-
круг ядра с зарядом  e2  (рис.9). Обозна-
чим координаты электронов через  

)(,, 1111 rzyx   и )(,, 2222 rzyx  , а их спины 
через  1s  и  2s . Оператор кулоновских 
взаимодействий будет равен 

 
12

2

2

2

1

2 22
r
e

r
e

r
eU  .             (197) 

Оператор магнитных взаимодействий, связанный со спинами положением и 
скоростями электронов, очень мал и учитывать его не будем. 

Тогда оператор Гамильтона для атома гелия можно записать в следующем 
виде: 

             
12

2

2

2

1

2
2
2

2
2
1

2

21
22

22
),(ˆ

r
e

r
e

r
e

mm
rrH 

 .                       (198) 

Полная волновая функция двух электронов должна содержать  коорди-
натную ),( 21 rr 

  и спиновую ),( 21 zz sss  части: 
                           ),(),(),,,( 21212121 zzzz sssrrssrr 

 .                          (199) 
Так как электроны подчиняются принципу Паули, то волновая функция долж-
на быть антисимметричной  (см. раздел 8). В этом случае из (199) следует, что 
возможны два вида антисимметричных волновых функций: 
                                       ),(),( 2121 zzasI sssrr 

 ;                                       (200) 
                                       ),(),( 2121 zzsaII sssrr 

 ,                                      (201) 
где значки s и a  обозначают симметричные и соответственно антисимметрич-
ные функции. 

В общем виде спиновую функцию s  двух электронов можно записать в 
виде 

                              )()(),( 221121 zzzz sssssss  ,                                   (202) 

где 1  и  2  указывают направление спина электрона по оси z  )
2
1,( 21  . 

Пусть спины электронов противоположны друг другу. Тогда волновая 
функция (202) имеет вид  

                              )()(),( 2
2
11

2
121 zzzz sssssss


 .                               (203) 

Возможна и обратная ориентация спинов: 
                              )()(),( 2

2
11

2
121 zzzz sssssss


 .                                (204) 

Оба эти состояния отвечают суммарному спину по оси  z , равному нулю, и 
оба принадлежат одной и той же энергии E . Поэтому этой же энергии может 




2r


1r


e2
12r

1e

2e
Рис.9


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принадлежать и любая суперпозиция этих состояний. Среди них единственная, 
описываемая антисимметричной функцией as , имеет вид 

                  
















)()()()(

2
1),( 2

2
11

2
12

2
11

2
121 zzzzzza sssssssssss .        (205) 

Множитель 
2

1  введен из условия нормировки as  к единице. 

 Для случая параллельных спинов антисимметричные состояния,  невоз-
можны, и в этом случае существуют следующие варианты: 

                           )()(),( 2
2
11

2
121 zzzzs sssssss


 ;                                  (206) 

                           )()(),( 2
2
11

2
121 zzzzs sssssss


 .                                   (207) 

По спину электронов эти состояния очевидно симметричны. Кроме того, из 
них можно образовать еще одну симметричную по спинам функцию: 
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)()()()(

2
1),( 2

2
11

2
12

2
11

2
121 zzzzzzs sssssssssss .           (208) 

Таким образом, построены   три симметричные по спину функции. В каждом 
из этих состояний суммарный спин равен единице, только в случае (206) он 
направлен в положительном направлении оси z , в случае (207) – в отрица-
тельном, а в случае (208) – перпендикулярно оси  z . 

Согласно  же (200) и (201), состояния, симметричные  в координатах цен-
тров   тяжести   электронов  s ,    есть  состояния  с  суммарным   спином  
электронов, равным нулю. Состояния, антисимметричные в координатах цен-
тров тяжести электронов a , есть состояния с параллельными спинами элек-
тронов, когда суммарный спин равен единице. Таким образом, существует два 
сорта гелия – с параллельными и антипараллельными спинами. Первый сорт 
гелия называют ортогелием, а второй – парагелием. Из условия минимума 
энергии  атома гелия следует, что гелий в нормальном  состоянии есть параге-
лий. Для этого состояния энергия атома гелия будет равна 

                                          AKEE  12 ,                                              (209) 
где  1E  - энергия первого уровня электрона;  

                                       21
12

21 )()(



dd

r
rr

K mmnn


,                                  (210) 

2
11 )()( rer nnn
    - плотность электрического заряда  (в точке 1r

 ), созда-

ваемого электроном, находящимся в состоянии )(rn
 . 2

22 )()( rer mmm
    

- плотность электрического заряда (в точке 2r
 ), создаваемого электроном, нахо-

дящимся в состоянии )( 2rm
 . Величина  K  есть не что иное, как кулоновская 

энергия двух зарядов, один из которых распределен в пространстве с плотностью 
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nn , а второй - с плотностью mm . Это энергия кулоновского взаимодействия 
двух электронов, заряды которых «размазаны» в пространстве. 

Величина A   имеет гораздо более сложный смысл: 

                             21
12

21 )()(


 dd
r

rrA mnmn





,                                     (211) 

где  )()()( 111 rrer nmmn
   ;   )()()( 222 rrer nmmn

    . Это плотности 
зарядов, обусловленные тем, что каждый из электронов может находиться ча-
стью в состоянии )(rn

 , частью в состоянии )(rm
 . Эти плотности называ-

ются обменными плотностями, а энергию называют обменной энергией. 
Если предположить, что между электронами имеет место не электрическое, а 
какое-либо другое взаимодействие, то  все  равно  имеет место энергетическая 
добавка  A   (см. формулу (209), связанная с одинаковостью взаимодействую-
щих частиц. 

 
 

СТАТИСТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА 
 
                                10. Общие положения теории 
 
Термодинамика – это макроскопическая феноменологическая теория теп-

ла. В ее основе лежит феноменологический или описательный метод. Физиче-
ская система в термодинамике изображается некоторой ограниченной сово-
купностью макроскопически измеряемых параметров. Связь между этими па-
раметрами и общие закономерности, которым они подчиняются, выводятся из  
аксиом,  рассматриваемых  как факты опыта.  Термодинамика фактически яв-
ляется теорией равновесных состояний и поэтому правильнее было бы ее на-
зывать термостатикой. 

В отличие от термодинамики статистическая физика является атомисти-
ческой или модельной теорией тепловой формы движения материи. В основу 
теории кладется определенная динамическая модель вещества и делаются не-
которые статистические предположения об априорных вероятностях тех или 
иных микроскопических состояний динамической системы. 

Далее теория строится как статистическая теория динамической микро-
системы, то есть ее объектом являются не сами динамические переменные и 
микроскопические состояния, а их вероятности и статистические средние. 

Статистическая физика делится на теорию равновесных состояний и тео-
рию неравновесных процессов. Соответственно в первом случае теория опе-
рирует с вероятностями и средними, не зависящими от времени, во втором же 
случае – с вероятностями и средними, зависящими от времени. Существует и 
другое деление статистической физики – на классическую и квантовую, в за-
висимости от характера выбираемой модели вещества. 

Все изложение современной  статистической физики строится на основе 
метода Гиббса, как единственно последовательного и всеобщего метода, осно-
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ванного на формализме статистических ансамблей и вероятностей их распре-
деления. 

Одной из задач статистической физики является вычисление на основе 
молекулярных представлений средних  значений макроскопических характе-
ристик системы: давления P , температуры T , теплоемкости C , энергии E , 
восприимчивости    и др. Для этого, в частности, используется  метод термо-
динамических потенциалов, который позволяет установить связь между тер-
модинамическими переменными системы с помощью введения ограниченного 
числа некоторых величин – термодинамических потенциалов и действий диф-
ференцирования над ними. Основными термодинамическими потенциалами 
являются: 

1. Внутренняя энергия  ),( VSE  как функция энтропии и объема: 
                                        PdVTdSdE  ;                                                (212) 
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S
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




 . 

2. Свободная энергия ),( VTF  как функция температуры и объема: 
                                       PdVSdTdF  ;                                             (213) 
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V
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
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


. 

3. Термодинамический  потенциал ),( PT  (потенциал Гиббса) как функ-
ция температуры и давления: 

                                        VdPSdTd  ;                                             (214) 
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
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P
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
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

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4. Энтальпия (тепловая функция)  ),( PSH  как функция энтропии и дав-
ления: 

                                        VdPTdSdH  ;                                                (215) 
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К правым частям уравнений (212) – (215) в общем случае необходимо до-
бавить слагаемое )( 

i
iidaF , где iF  - обобщенные силы, действующие  на 

систему, а  ia  - внешние параметры системы. Если, например, система нахо-
дится в каком-то поле, то a  - напряженность этого поля. 

В качестве примера рассмотрим алгоритм получения информации о тер-
модинамическом состоянии системы исходя из ее свободной энергии F  (не 
смешивать с обозначением операторов F̂  и их собственных значений F  в раз-
деле «Квантовая механика»). 

Среднюю энергию системы E  можно определить по формуле 

                                           
T
FTFE



 ,                                                 (216) 
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энтропия системы S   определяется как 

                                                     
T
FS



 ,                                                       (217) 

давление P  можно оценить  из соотношения 

                                                     
V
FP



 ,                                                      (218) 

теплоемкость VC  при постоянном объеме равна 

                                                      
T
ECV 


 .                                                     (219) 

Для магнитных систем намагниченность M  можно определить из выражения 

                                           
TmH

FM 










 ,                                                      (220) 

где mH  - напряженность магнитного поля. 
Восприимчивость m такой системы выражается формулой 
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m H
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
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 .                                                    (221) 

Химический потенциал s  определяется дифференцированием F  по чис-
лу частиц  N : 

                                       
VT

s N
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,










 .                                                    (222) 

Определение же  F  является прямой задачей статистической физики, ко-
торая  учитывает микроструктуру вещества. В основу статистической теории 
У.Гиббс положил метод  статистических ансамблей и каноническое распреде-
ление, которое определяло вероятность w  (а точнее плотность вероятности) 
состояния системы, обладающей  r  степенями свободы  ( Nr 3 ). Ансамбль 
определяется как совокупность тождественных (с одинаковым значением 
функции Гамильтона) систем. Исходя из плотности вероятности w  по извест-
ной процедуре, можно определить средние значения физических величин, ха-
рактеризующих систему. Сразу следует подчеркнуть аналогию с квантовой 
механикой, где  плотность вероятности  w  также играет фундаменталь-
ную роль. 

Для описания эволюции  статистических ансамблей вводится так назы-
ваемое фазовое пространство. Фазовое пространство (  - пространство) – это 
абстрактное пространство, по ортогональным осям которого отложено r  
обобщенных координат jq  и r   сопряженных этим координатам импульсов 

jp . Размерность фазового пространства, таким образом, равна r2 . Механиче-
ское состояние системы  изображается в фазовом пространстве точкой (так на-
зываемая изображающая или фазовая точка), а ее развитие описывается как 
движение изображающей точки в r2 -мерном пространстве по одномерной 
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кривой. Эта кривая представляет собой фазовую траекторию. Размерность   
пространства для системы с  r   степенями свободы равна  rpq )( (коорди-

ната   импульс) r = (действие) r .  Так как квант действия равен постоянной 
Планка 2h , то фазовое пространство является дискретным, состоящим из 

«клеток», число которых равно r)2( 


. Числу N  тождественных систем в фа-

зовом пространстве соответствует N  изображающих точек. В этой  связи 
можно ввести понятие о плотности распределения w : 

                                       




N

Ntqpw ),,( ,                                                 (223) 

где N  - число изображающих точек в элементе фазового пространства   .  
Функция ),,( tqpw  нормирована условием 
                                                 1),,( dtqpw .                                                 (224) 
Если между частицами системы взаимодействие практически отсутствует, то 
для описания такой системы оказывается  удобным ввести 6-мерное  -
пространство ),,,,,( zyx pppzyx , в котором система из N  частиц описывается 
движением  N  изображающих точек. 

На протяжении всего периода развития статистической теории, начиная 
от Гиббса, были получены конкретные выражения для w , описывающие со-
стояние различных физических систем. 

 
 

11. Функции распределения в статистической физике 
 

11.1. Микроканоническое распределение 
 

Для адиабатической системы, находящейся в состоянии термодинамиче-
ского равновесия, функция ),( qpw  вводится постулативно на основе  совпаде-
ния всех результатов вычислений с данными эксперимента: 

                                 ),(),( qpHEAqpw   ,                                        (225) 
где  A  - постоянная величина, определяемая из условия нормировки (224); 

)(x  - дельта-функция Дирака, обладающая следующими свойствами: 

                                       








      0.xпри               

0,xи    0xпри      
x

0
)(                              (226) 

                                                 




1)( dxx ;                                                     (227) 

                                          



 )0()()( fdxxfx ;                                              (228) 
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                                        



 )()()( afdxxfax ;                                          (229) 

                                              )(1)( x
a

ax   ,      0a ;                                   (230)  

                                                )(
)0(

1)( x
f

xf 


 ;                                          (231) 

E - энергия системы; ),( qpH  - функция Гамильтона. 
Формула (225) получила название микроканонического распределения, 

которое описывает системы с постоянным, строго фиксированным значением 
энергии E . Практическое использование этого распределения приводит к зна-
чительным трудностям, связанным при определении средних значений физи-
ческих величин  с необходимостью интегрирования по многомерной поверх-
ности EqpH ),( . 

 
11.2. Каноническое распределение 

 
Проблема с использованием распределения (225) снимается введением 

канонического распределения, когда энергия E  не имеет строго определенно-
го значения, как в предыдущем случае,  а постоянной является температура 
(изотермические системы). 

                                       Tok

qpHF

eqpw

),(

),(



 ,                                            (232) 
где F  - свободная энергия системы: 
                                                  ZTkF o ln ,                                                  (233) 
Z  - статистический интеграл или интеграл состояний, получающийся из усло-
вия нормировки для (232), 

                                                     


deZ Tok
qpH ),(

.                                           (234) 
Определив с помощью (234) свободную энергию (233), по формулам 

(216) – (222), можно оценить физические характеристики системы. 
 

11.3. Большое каноническое распределение 
 

Для систем с переменным числом частиц вводится так называемое боль-
шое каноническое распределение. Обозначим через kNw  вероятность того, что 
система из N  частиц находится в k -м энергетическом состоянии (то есть об-
ладает энергией kE ). При этом предполагается, что число частиц по k  уров-
ням может изменяться. Тогда статистическое распределение для этой системы 
будет иметь вид 
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                                       Tok
kNENs

ewkN







,                                           (235) 
где   -  термодинамический потенциал, зависящий от VT ,  и s . 
Из условия нормировки (224) для (235) получим 
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Выражение (235) описывает квантовую статистику. В классическом случае                     
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где 

                             















 



N
Tok

qpNE

N

Tok
Ns

o deeTk
),(

ln


.                              (239) 

Здесь учтено, что каждому N  сопоставляется свое фазовое пространство. 
Для определения средних значений физических величин, характеризую-

щих систему, принципиально применимы все три распределения, однако наи-
более удобным с математической точки зрения является большое канониче-
ское распределение Гиббса (235), (238). 

 
11.4. Статистические распределения Ферми и Бозе 

 
 При описании квантовых систем используется статистика, основанная на 

квантовой модели вещества. Так как  в замкнутых квантовых системах энерге-
тический спектр дискретен,  то статистический интеграл (234) заменяется ста-
тистической суммой. 

Квантовое каноническое распределение в этом случае может быть запи-
сано в следующем виде: 

                                        k
Tok

kEF

k gew


 ,                                                  (240) 
где  ZTkF o ln ,  Z  - статистическая сумма, 

                                                   







0k

Tok
kE

eZ ,                                                  (241) 

kg - кратность вырождения. Однако учет одной лишь дискретности энергети-
ческого спектра  недостаточен для объяснения специфики поведения кванто-
вых систем. Для систем тождественных частиц необходимо учитывать также 
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их принципиальную неразличимость. В этом случае статистика будет  различ-
ной в зависимости от того, какого рода волновыми функциями  описываются 
частицы рассматриваемой системы. 

Как известно (см. раздел 8) волновые функции должны быть либо сим-
метричными, либо антисимметричными по отношению к перестановке любой 
пары частиц. Симметричные волновые  функции имеют  место для частиц с 
целым, а антисимметричные – для частиц с полуцелым спином. Пусть kn  - 
число частиц, находящихся в k -м квантовом состоянии (энергия k -го уровня 
равна kkn  ). Величины kn  называются числами заполнения  k -х квантовых 
состояний. 

Из аддитивности потенциала   (236) ( 
k

k ) для k  можно запи-

сать 
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Для Ферми-частиц (спин ,...
2
3,

2
1

s ) согласно принципу Паули число 

заполнения kn  может принимать значения либо 0, либо 1. С учетом  этого 

                                             )1ln(
)(

Tok
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ok eTk
 

 .                                  (243) 
Среднее число частиц на k -м квантовом уровне можно определить из соотно-
шения (237) 
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k
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


 .                                                    (244) 

Подставляя (243) в (244), получим 
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Это, так называемое распределение Ферми, которое нормировано условием 
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e
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 .                                            (246) 

Для Бозе-частиц (спин ,...,0 s ) числа заполнения квантовых состояний ни-
чем не ограничены (  kn0 ). Тогда из выражения (242) и (244) получим 

                                                

1

1
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 
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n  .                                               (247) 

Формула (247) представляет статистику Бозе и называется распределением  
Бозе. Оно подчиняется тому же условию нормировки (246). 
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В общем случае величина kn  в формулах (245) и (247) есть не  что иное, 
как вероятности w  заполнения k -го  энергетического уровня для частиц, под-
чиняющихся  статистикам Ферми и Бозе соответственно. 

 
11.5. Распределение Максвелла – Больцмана 

 
Это распределение определяет вероятность wd  того, что импульсы и 

координаты всех N , не взаимодействующих между собой частиц системы 
(идеальный  газ), лежат внутри заданного элемента 6 N -мерного фазового про-
странства dpdqd   (где NNN dzdydxdzdydxdzdydxdq ...222111 ;  1xdpdp  

NzNyNxzyxzy dpdpdpdpdpdpdpdp ...22211
 ).  Функция Гамильтона ),( qpH  для 
такого идеального газа, состоящего из атомов одного сорта  массой m , может 
быть записана следующим образом: 
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1),( .                         (248) 

Подставляя это выражение в каноническое распределение Гиббса, полу-
чим следующую формулу: 

                Tok
zyxU

Tomk
zpypxp

o
ece

Tmk
rpf

),,(
2

222

2
3

2
1),(

















 .                    (249) 

Формула (249) представляет собой известное распределение Максвелла – 
Больцмана, которое можно представить  как произведение двух распределений 

pf   и rf  : 
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                                              Tok
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
 ,                                                (251) 

где pf   - распределение Максвелла (1860 г.); rf   - распределение Больцмана 
(1868 г.). 

Формула (250) позволяет оценить вероятность определенных значений 
импульса, а (251) – вероятность определенных значений координат. 

Чтобы узнать число атомов, у которых известны конкретные  значения 
импульсов и координат (в расчете на единичные интервалы), надо величину 
N  умножить соответственно на pf   или rf  . 

Из распределения Максвелла можно также определить вероятность зна-
чения данных конкретных величин  скорости   (так как  mp  ):  
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Число молекул dN  в системе, скорости которых лежат в интервале зна-
чений от   до  d , таким образом,  можно определить по формуле 
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Это распределение Максвелла для модуля скорости. Переход от (252) к (253) 
осуществляется заменой  элементарного объема  zyx ddd   в декартовой  

системе координат величиной   ddsin2  - в сферической системе. Мно-
житель  4  в (253) есть результат интегрирования по координатам    и  . 
 

12. Использование функций распределения для оценки физических 
             характеристик систем 
 

12.1. Средние значения некоторых характеристик движения 
                     молекул в идеальном газе 
 
 

На рис.10 приведена функция рас-

пределения Максвелла 
d

dN  (253). 

Несмотря  на то, что наиболее веро-
ятное значение некоторой декартовой 
компоненты скорости равно нулю, наи-
более вероятное значение абсолютной  
величины скорости m  равно  вполне 
определенной величине: 
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m
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m .                                               (254) 

Такой  парадокс является следствием различного выбора элемента объема: ку-
бик  zyx ddd   в декартовом пространстве или сферический слой   d24  в 
сферических координатах. Плотность числа молекул в декартовом  простран-
стве скоростей будет наибольшей в нуле и уменьшаться при удалении от нача-
ла координат. Объем же шарового слоя увеличивается пропорционально росту 
площади его поверхности, и число молекул в элементе объема,  которое равно 
плотности числа молекул, умноженное на элемент объема, будет иметь мак-
симум при  некотором значении m  . 

Формула (254) получена  из условия 0)(





d
dw , где  




d
dNw )( , а  dN  оп-

ределяется из формулы (253). Среднее значение скорости   можно опреде-
лить из соотношения 

d
dN

m

Рис.10


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Среднеквадратичное  значение скорости определяется аналогично: 
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12.2. Вычисление свободной энергии идеального газа 

 
Рассмотрим  идеальный  газ,  находящийся  в сосуде объемом V . Функция  

Гамильтона такой системы имеет вид (248). Если на  газ  действуют только 
внешние упругие силы стенок при столкновении с ними, то потенциальную 
энергию можно  положить равной нулю – внутри объема и бесконечности – на 
его стенках. Для удобства вычислений обозначим Tko   через  . Тогда стати-
стический интеграл Z  (234) для данного случая запишем следующим образом: 
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Так как 0U  внутри сосуда и равно бесконечности на его стенках, то каждый 
из интегралов по координатам  iii zyx ,,  будет равен объему сосуда V , а про-

изведение  всех таких интегралов будет NV . Интегралы по импульсам сводят-
ся к интегралам Пуассона: 

                                              

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 d
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,                                                   (258) 

и в связи с этим произведение интегралов по импульсам будет равно 
N

m 2
3

)2(  .  В итоге величина статистического интеграла для  идеального газа 
будет выражаться формулой 

                                               
NN mVZ 2

3

)2(   .                                            (259) 
Свободная энергия (233) в этом случае запишется в следующем  виде: 
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2
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2
3ln mNNVNF  .                             (260) 

Из выражения (260) определим некоторые характеристики  идеального газа: 
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Из термодинамики известно, что для одного моля идеального газа тепло-

емкость равна RCV 2
3

  (где R  - универсальная газовая постоянная). С учетом 

этого можно записать 
                                             Ao NkR  ,                                                     (262) 

где AN  - число Авогадро. 
 

12.3.Средняя энергия квантового осциллятора 
 

Как известно из квантовой механики, энергия квантового осциллятора 
выражается формулой  (157): 
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Для определения свободной энергии F  вычислим статистическую сумму 
Z  (241)  с энергией (263): 
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Свободная энергия F  в этом случае  будет определяться формулой 
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Для вычисления средней энергии E  воспользуемся уравнением Гиббса – 
Гельмгольца: 
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Подставляя в эту формулу выражение для  F , получим 
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При высоких температурах, когда Tko  
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Подставляя(268) в (267), получим 
                                                            TkE o ,                                                 (269) 
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то есть известное выражение для средней энергии классического осциллятора. 

При очень низких температурах Tko ;   1Toke


 и единицей в зна-
менателе второго слагаемого в (267) можно пренебречь. Тогда 
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В этом случае при 0T   
2


E , то есть в этой области температур «рабо-

тают» законы квантовой механики. 
 

12.4. Уравнение состояния для Ферми- и Бозе-газов 
 

Число частиц  dN  в элементе фазового пространства  
dxdydzdpdpdpd zyx  равно 

                                              gdndN ,                                                    (271) 
где n  - функция распределения  Ферми- и Бозе-частиц, 
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g  - кратность вырождения ( 12  Sg ,  S  - спин), знак (+) относится к Ферми-
частицам, а (–) – к Бозе-частицам. Здесь учитывается, что при данном  значе-
нии импульса состояние  частицы определяется также ее спином. Энергия   
частицы здесь квазиклассична и равна 
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Интегрируя (271) по zyx ,,  и переходя в сферическую систему координат в 
пространстве импульсов после интегрирования по углам    и  , в итоге по-
лучим 
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Так как 
m

p
2

2
 , то формулу (274) можно переписать следующим образом: 
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Полное число частиц  N  определится интегрированием этого выражения: 
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В формуле для потенциала   (236) от суммирования перейдем к интегрирова-
нию: 
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После интегрирования получим 
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Найдем полную энергию газа  E : 
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Сравнивая формулы (278) и (279) и имея в виду, что PV , получим 
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 .                                                 (280) 

Это, как известно, есть основное уравнение молекулярно-кинетической теории 
газов. 

13. Теплоемкость твердого тела 
 

Существенной особенностью твердого тела, в противоположность газу и 
жидкости, является то, что его атомы колеблются около некоторых фиксиро-
ванных в пространстве положений равновесия. Таким образом, при достаточ-
но малых амплитудах колебаний атомов твердое тело можно рассматривать 
как механическую систему с большим числом  степеней свободы. Из класси-
ческой механики известно, что для такой  системы из N  атомов можно ввести 
нормальные координаты iq , число которых равно числу степеней свободы 
системы 3 N . Функция Гамильтона такой системы в гармоническом прибли-
жении имеет вид 
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где ip  - обобщенные импульсы, сопряженные с нормальными координатами 
iq ;  im  - постоянные коэффициенты; i  - частоты нормальных колебаний. 

Можно сказать, что в гармоническом приближении тепловое движение N  
атомов твердого тела может быть представлено как совокупность  3 N  невзаи-
модействующих нормальных колебаний или мод. 
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Из теоремы о равнораспределении энергии по степеням свободы следует, 
что если функция Гамильтона имеет вид (281), то энергия твердого тела может 
быть записана как 
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Теплоемкость VC  одной грамм-молекулы твердого тела при постоянном объ-
еме равна 

                                мольккал/град  94,533
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Это так называемый закон Дюлонга – Пти. 
Однако  экспериментальные исследования показали, что теплоемкость 

при понижении температуры (в области криогенных температур) уменьшается 
в решительном противоречии с выводами классической статистики (283). 

Среднюю энергию грамм-молекулы твердого тела можно с учетом (267) 
записать 

                        



















 1

2
33~








e

NENE AA ,                                     (284) 

тогда формула для теплоемкости VC  будет иметь следующее выражение: 
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где 
o

E k
T 

  - характеристическая температура Эйнштейна. 

При высоких температурах, когда ETT  , получаем, что RCV 3 , а при 
низких температурах, когда ETT  , 
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Из (286) следует, что при 0T  теплоемкость VC  стремится к нулю по экс-
поненциальному закону, хотя на опыте убывание VC  твердых тел происходит 
не так быстро. 

Более строгая квантовая теория теплоемкости твердого тела требует учета 
всех возможных колебаний его атомов, то есть учета всего спектра нормаль-
ных колебаний. Так как твердое тело – система с огромным числом степеней 
свободы, то распределение частот нормальных колебаний носит квазинепре-
рывный  характер. Энергию твердого тела в этом случае можно представить 
следующим образом: 
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где max  - максимальная частота колебаний атомов твердого тела; )(q  - 
число колебаний на единичный интервал частот. Определение )(q  для кри-
сталла связано с большими трудностями. Экспериментально )(q  может быть 
получена методами нейтрографии. Для теоретического определения )(q  в 
случае одноатомного тела П.Дебай в 1912 г. воспользовался моделью одно-
родной изотропной непрерывной  упругой среды. Эта модель хороша для 
длинных упругих волн. Он нашел, что в этом случае 
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,  te  ,  -  скорость продольных и поперечных упру-

гих волн в твердом теле. Максимальную частоту  max  Дебай определил из 
того условия, что полное число нормальных колебаний равно числу степеней 
свободы твердого тела: 
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Подставляя (288) в (289), получим, что 
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где 
N
V

0  - объем, приходящийся на один атом. 

С учетом (288) оценим энергию твердого тела (287): 
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где 4
max3
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dxxtD
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1
)(  - функция Дебая; 

o
D k

T max
 ;  DT  - 

температура Дебая; D max  - частота Дебая. 
Если произвести оценку теплоемкости, то для высоких температур полу-

чим классическое выражение RCV 3 . Для низких температур                    
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3





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



DT
T ,                                             (292) 

что весьма удовлетворительно соответствует результатам эксперимента. 
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