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Изложено построение конечно-элементной математической модели многослойной кровельной панели с
использованием двумерного конечного элемента. Построенная модель позволяет оценить напряженно-
деформированное состояние кровельной панели под действием статической нагрузки, при уменьшении
размерности матрицы жесткости.

Введение

Трехслойные кровельные панели (рис. 1)
обладают высокими теплотехническими и зву-
коизоляционными свойствами, дешевы в произ-
водстве, просты в монтаже [1]. Минераловатный
утеплитель на основе базальтового волокна, при-
меняемый в качестве среднего слоя, обеспечива-
ет несгораемость панели и экологическую без-
опасность при пожаре.

Рис. 1 – Кровельная панель

Для обеспечения безопасной эксплуатации
кровельных панелей необходимо изучить их
напряженно-деформируемое состояние в услови-
ях действия статических (действие снега) и ди-
намических нагрузок (ветровые нагрузки).

Кровельные панели состоят из трех сло-
ев с различными прочностными характеристи-
ками. Первый (верхний) слой представляет со-
бой тонкую гофрированную стальную пласти-
ну, воспринимающую изгибные усилия. Второй
(средний) слой – минераловатный утеплитель,
имеющий значительную толщину, воспринима-
ющий поперечную силу и касательные напря-
жения, обеспечивает совместность работы обши-
вок. Третий (нижний) слой – тонкая слабопро-
филированная пластина, воспринимающая рас-
тяжения. Для математического моделирования
подобных конструкций в том числе используется
метод конечных элементов [2]. Обшивки модели-
руются пластинчатыми конечными элементами
прямоугольной формы [3]. Для моделирования
среднего слоя используются трехмерные конеч-
ные элементы с восемью узлами.

Такой подход приводит к получению мат-
риц жесткости больших размерностей, что уве-

личивает использование памяти вычислитель-
ных систем и времени расчета, особенно при рас-
чете воздействия динамической нагрузки.

I. Конечно-элементная модель

Для решения этой проблемы авторами в
данной работе предлагается использовать дву-
мерный конечный оболочечный элемент, исполь-
зующий соотношения для внутренней работы
каждого слоя в отдельности, что позволяет учи-
тывать геометрическую и физическую нелиней-
ности, а также неоднородность по слоям оболоч-
ки. В разработанной однослойной модели дву-
мерный элемент представляет все слои кровель-
ной панели.

Для описания обшивок кровельной панели
используется гипотеза тонких пластинок Кирх-
гофа [4], для описания среднего слоя заполните-
ля – гипотеза пластин средней толщины Рейссне-
ра [5].

Воспользуемся вариационным принципом
Лагранжа [6], согласно которому задача решает-
ся в перемещениях, с минимизацией полной по-
тенциальной энергии системы.

Потенциальная энергия деформации кро-
вельной панели:

Uplate = UKtop + UR + UKbottom,

гдe UR – потенциальная энергия среднего слоя
пластины, вычисленная в соответствии с гипо-
тезами Рейсснера, UK – потенциальная энергия
верхнего и нижнего слоев пластины, вычислен-
ная в соответствии с гипотезами Кирхгофа.

Потенциальная энергия деформации сред-
него слоя (1). Потенциальная энергия деформа-
ции верхнего слоя:
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Потенциальная энергия деформации ниж-
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Векторы напряжений:

{σb}T = {σx, σy, τxy} , {σs}T = {τyz, τzx} .

Векторы деформаций:

{εb}T = {εxx, εyy, γxy} , {εs}T = {γyz, γzx} .

Потенциал поверхностных сил, действую-
щих на кровельную панель:

Aplate = −
∫
Ae

{u}T {F}dA,

где {u}T – вектор перемещений; {F} – вектор
усилий, содержащий нагрузки, действующие на
верхний слой панели.

Согласно теореме Лагранжа состояние рав-
новесия консервативной механической системы
устойчиво тогда и только тогда, когда ее полная
потенциальная энергия минимальна. Необходи-
мое условие минимума полной энергии записы-
вается в виде вариационного уравнения Лагран-
жа:

δP = δUplate + δAplate = 0. (2)

Решая уравнение (2) относительно переме-
щений находим прогибы кровельной панели.

II. Результаты

При расчете использовалась однопролет-
ная схема с пролетом 3 м. Равномерно-
распределенная нагрузка, эквивалентная дей-
ствию снеговой, принималась в диапазоне от 0,5
кПа до 3,5 кПа. Утеплитель принимался изо-
тропным. Физико-механические характеристики
слоев кровельной панели соответствуют [1]. На-
грузка прикладывалась к первому слою кровель-
ной панели. В качестве граничных условий бы-
ли использованы полное защемление кровельной
панели по периметру (перемещения во всех на-
правлениях равны нулю). Конечно-элементная
сетка составила 20x20 элементов. Сопоставление
с результатами исследования [1] показало сходи-
мость, достаточную для практического примене-
ния.

Заключение

Предлагаемый конечный элемент имеет 12
степеней свободы. При моделировании панели в
программном комплексе ANSYS с использова-
нием элементов solid185 (трехмерный элемент с
восемью узлами) и shell181 (пластинки прямо-
угольной формы) количество степеней свободы
составляет 72 степени на один элемент панели.

Разработанный конечный элемент позволя-
ет уменьшить размерность матрицы жесткости и
систем разрешающих уравнений. Предлагаемую
модель можно использовать при расчете мно-
гослойных конструкций под действием статиче-
ских нагрузок, обеспечивая экономию вычисли-
тельных ресурсов и оперативной памяти вычис-
лительных систем.
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Рис. 2 – Зависимость перемещений в середине кровельной панели от нагрузки
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