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Рассматривается задача непараметрического прогнозирования временных рядов на основе дискретного
вейвлет-преобразования. Построены прогнозирующие статистики в виде разложения по вейвлет-базису.

Введение

Важной проблемой в теории временных ря-
дов является задача прогнозирования будущих
значений временного ряда по прошлым дан-
ным [1]. Пусть XT ={x(t)}, t=0, 1, . . ., T −1, – на-
блюдаемый временной ряд, математическая мо-
дель которого соответствует некоторой задан-
ной гипотетической модели. Требуется постро-
ить прогнозирующую статистику g(XT ) для оце-
нивания значения временного ряда в момент вре-
мени t = T − 1 + τ , τ – горизонт прогнози-
рования. В зависимости от типа прогноза рас-
сматривают точечный и интервальный прогноз.
В случае точечного прогноза необходимо по-
строить прогнозирующую статистику g(XT ), т.е.
x̂(T − 1 + τ) = g(XT ), а в случае интерваль-
ного прогноза – две прогнозирующих статисти-
ки g1(XT ) и g1(X) < g2(X), таких, что с ве-
роятностью γ ∈ (0, 1) значение xT−1+τ попа-
дает в интервал (g1(XT ), g2(XT )). В зависимо-
сти от сделанных предположений относительно
гипотетической модели различают праметриче-
ское и непараметрическое прогнозирование. В
случае параметрического моделирования посту-
лируется некоторая гипотетическая модель вре-
менного ряда (например, регрессионная модель,
модель авторегрессии, ARMA-модель, ARIMA-
модель, ARCH-модель и т.д.), которая определе-
на с точностью до параметров. По наблюдениям
XT строят оценки параметров модели. Постро-
енная оценка подставляется в уравнения, зада-
ющие гипотетическую модель временного ряда.
В случае непараметрического прогнозирования
предполагается, что модель временного ряда за-
дается в виде x(t) = f(t) + εt, где {εt} – последо-
вательность случайных величин, f(x) – неизвест-
ная функция. Проблема заключается в построе-
нии оценки этой функции. Обычно для построе-
ния оценки функции f(t) используются ядерные
оценки.

В данной работе рассматривается подход,
основанный на использовании вейвлетов для
оценки функции f(t).

I. Вейвлеты для временных рядов

Пусть f(t), t ∈ [0, T ], – некоторая функ-
ция, причем ее область определения может быть
и конечным множеством {0, 1, . . . , T − 1}. Под
вейвлет-анализом понимается разложение функ-
ции в следующей форме [2].

f(t) =
∑
j

∑
k

cjkψjk(t), (1)

где
ψjk(t) = 2j/2ψ

(
2jt− k

)
. (2)

Функция ψ(t) в (2) называется материнским
вейвлетом. Часто в приложениях в качестве ψ(t)
берут функцию Хаара:

ψ(t) =


1, 0 ≤ t < T

2
,

−1,
T

2
≤ t < T.

В случае непрерывного времени и ортого-
нальности свойства функций ψjk(t) коэффици-
енты разложения (1) вычисляются по формулам

cjk =

T∫
0

ψjk(t)f(t)dt

T∫
0

ψjk(t)2dt

. (3)

Формула (3) отражает процедуру анализа
функции, а формула (1) – процедуру синтеза
функции.

Для непараметрической модели временного
ряда

x(t) = f(t) + ε(t)

вейвлет-анализ заключается в построении оце-
нок коэффициентов ĉjk и в ограничении коли-
чества членов в разложении (1).

II. Статистические свойства конечного
вейвлет-преобразования временного ряда

Рассмотрим последовательность x(t), t =
0, 1, . . . , T − 1, где {x(t), t ∈ Z} является стаци-
онарным случайным процессом с нулевым мате-
матическим ожиданием ковариационной функ-
ции γ(t), и T = 2M . Для j = 1, 2, . . . ,M
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и k = 0, 1, . . . ,
(
2(M−J) − 1

)
, определим конеч-

ное вейвлет-преобразование заданной последова-
тельности наблюдений

djk =
T−1∑
t=0

x(t)ψjk(t).

Непосредственными вычислениями можно
убедиться в том, что

E{djk} = 0,

Var{cjk} =
T−1∑

l=−(T−1)

γ(u)

T−1−|l|∑
t=0

ψjkψjk(t+ |l|).

Вейвлеты Хаара являются наиболее широ-
ко используемыми вейвлетами из-за простоты
их компьютерной реализации. По сути приме-
няются две операции: взятие среднегоарифме-
тического значения и взятие полуразности меж-
ду двумясоседними значениями функции. Про-
иллюстрируем это на примере. Пусть задана дис-
кретная функция f(x) = {7 5 1 9}.

На уровне разрешения j = 4 имеем все зна-
чения дискретной функции. На уровне j = 2 зна-
чения 6 и 5 получаются как средние значений 7 и
5, 1 и 9; детализирующие коэффициенты -1 4 по-
лучаются следующим образом: (5−7)/2, (9−1)/2.
Этот процесс продолжается до тех пор, пока
не будет достигнут уровень разрешения j = 1.
Вейвлет-проеобразование Хаара функции имеет
вид H{f(t)} = {5.5 − 0.5 − 1 4}, т.е.получается
комбинациейобщего среднегозначения и детали-
зирующих коэффициентов.

В случае вейвлета Хаара коэффициенты djk
принимают вид

djk = 2−j/2

2j(k+0.5)∑
t=k2j

x(t)−
2j(k+1)∑

t=2j(k+0.5)

x(t)

 .

В качестве порогового значения будем ис-
пользовать универсальное пороговое значение
для всех уровней разложения j, предложенное
в работе [3],

λ = σ ·
√

2log2T ,

где σ – среднеквадратическое отклонение после-
довательности x(t). Таким образом, коэффици-
енты разложения (1) будут определяться по фор-
мулам

d∗jk =

{
djk, если |djk| > λ,

0, иначе.

III. Компьютерные эксперименты

В качестве временного ряда использовались
данные статистики торгов иностранными валю-
тами за T = 27 = 128 торговых дней в пери-
од с 01.09.26 по 01.03.17. Получились следующие
результаты: 1) доллар США – реальное значе-
ние 1.9002 на 01.03.17; спрогнозированное 1.9007;
2) евро – реальное значение 2.0003; спрогнозиро-
ванное 1.9995. Результаты компьютерного моде-
лирования показывают достаточно высокую эф-
фективность использования вейвлетов в стати-
стическом прогнозировании.
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