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Аннотация—Представлен модифицированный 
4D CORDIC алгоритм для умножения кватернионов с 
прореженными итерациями, которые представляют 
собой умножение на вырожденные кватернионы 
состоящие только из одной ненулевой мнимой части. По 
сравнению с известным CORDIC алгоритмом 
умножения кватернионов, предложенным Hisiao и 
Delosme, данный подход приводит к менее затратной 
схеме, которая состоит из мультиплексора и четырёх 
двухвходовых сумматоров-сдвигателей вместо 4-
входовых сумматоров в прототипе. Модернизированный 
4D CORDIC алгоритм имеет лучшую сходимость и 
меньший диапазон масштабирующего коэффициента. В 
докладе исследуется особенности FPGA реализации 
умножителя кватернионов. 

Ключевые слова: умножитель кватернионов, 
CORDIC алгоритм, FPGA реализация. 

I.  ВВЕДЕНИЕ 

В настоящие время кватернионы рассматриваются 
как новая парадигма в цифровой обработке сигналов – 
непосредственная обработка в многомерной области. 
Благодаря этому, многомерный сигнал может 
представляться как одиночная переменная, что 
обеспечивает обобщение и гибкость в моделировании 
трёх- и четырёхмерных сигналов. Кватернионы 
находят широкое применение в таких прикладных 
областях, как 3D графика, навигация, робототехника, 
обработка изображений, банки фильтров, 
многополосные вейвлет преобразования и т.д [1-3]. Не 
так много работ выполнено по поиску эффективных 
аппаратных решений операции умножения 
кватернионов [4-6]. 

II. УМНОЖЕНИЕ КВАТЕРНИОНОВ 

Кватернион – гиперкомплексное число 
размерности 4, которое описывается выражением: 
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где соответствующие мнимые единицы связаны 
следующим образом: 
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Известно [3], что операция умножения 
кватернионов является некоммутативной. Поэтому для 
выполнения умножения формируются специальные 
матрицы левого и правого операндов: 
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Непосредственное вычисление произведения 
кватернионов по (3) и (4) требует 12 сложений и 16 
умножений действительных чисел. 

III. 4D CORDIC АЛГОРИТМ УМНОЖЕНИЯ КВАТЕРНИОНОВ 

A. Постановка задачи 

Положим, кватернион множитель – константа. 
Вариант умножения кватернионов на основе 
алгоритма 4D CORDIC предложен в работе [4], где 
используется следующая аппроксимация матрицы 
умножения кватернионов: 
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Умножение на гиперкомплексное число 
представляет n-ую итерацию 4D CORDIC алгоритма: 
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При этом, 
( )n  – величина сдвига, 

( )
1 3

n   – знак, n  

– номер итерации. Учитывая (5), возможна следующая 
факторизация матрицы умножения: 
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Операция масштабирования может выполняется 
отдельно от итерации микрооборотов, и 
аппроксимируется последовательностью сдвигов и 
сложений: 


( )

1 1
( )

2
0 0

1
1 2 .

1 3 2
n

N N
s m

tot
n n

S


 



 

  
 

   



B. FPGA реализация умножителя кватернионов 

Известная схема [4] (рис.2.а) содержит четыре 4-
входовых сумматора, существенно увеличивающих 
аппаратные затраты, к тому же данный сумматор не 
используется полностью для операции 
масштабирования. Предложенная схема (рис.2.б), 
согласно (5-8) состоит из 4-х 2-входовых сумматоров и 
схемы мультиплексирования (рис. 1). Комбинацию 

управляющих сигналов (
( ) ( ) ( )

1 2, , , ,n n ns    ) для 

входных данных n -ной итерации можно представить в 
виде микроинструкций управляющей микро-
программы. 

Данная реализация алгоритма и его HDL описание 
имеет ряд преимуществ: позволяет задавать 
произвольное число итераций для заданной точности, 
а так же увеличивать количество исполнительных 
CORDIC модулей за счёт конвейеризации, разделяя 
микропрограмму на кратное число частей. 
Аппаратные затраты приводятся в таблице 1. 

 

Табл. 1.  ИСПОЛЬЗОВАНЫЕ РЕСУРСЫ FPGA VIRTEX-4 

XC4VSX35 

Тип оборудования Количество Использовано 

Flip Flops 201 1% 

4 LUT 554 1% 

 

Рис. 1.  Схема мультиплексирования «Interconnection network» 

C. Заключение 

Представленный умножитель кватернионов 
существенно уменьшает затраты оборудования по 
сравнению с прототипом [4], а также позволяет 
организовывать конвейерные схемы вычислений. 
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а)  б)  

Рис. 2.  а) функциональная схема 4D CORDIC; б) функциональная схема оптимизированного 4D CORDIC модуля 
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