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В статье приведены результаты исследования свойств рациональных точек вблизи гипербо-
лического параболоида. При доказательстве теоремы получены не только нижняя и верхняя 
оценки их числа, но и показано, что эти точки распределены равномерно, а значит, это дает 
возможность получить точную нижнюю оценку размерности Хаусдорфа совместно аппрок-
симируемых точек параболоида. 
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Введение 

В последнее время из-за многочисленных приложений все больший интерес вызывают 
задачи, связанные с изучением свойств чисел. Многие классические результаты теории чисел 
нашли применение в теории кодирования, в оценках сложности алгоритмов, в вычислительной 
математике. Использования всевозможных математических подходов требуют и такие важные 
прикладные задачи, как сжатие данных, изображений с помощью фрактальных преобразований 
(кодирования) [1], как определение атомной структуры макромолекул и их комплексов по дан-
ным рассеяния рентгеновских лучей кристаллами этих молекул. "Желание увидеть атомные 
детали требует разработки "теоретического" микроскопа" [2, с 149], т.е. разработки соответст-
вующих математических методов. 

Важную роль в кристаллографии играют, например, трехмерные параллелоэдры. Это 
частный случай n-мерных выпуклых тел, для которых выполняется известное неравенство 
Минковского. Напомним его смысл. Пусть в n-мерном числовом пространстве задана целочис-
ленная решетка, т.е. множество всех точек рассматриваемого пространства с целыми координа-
тами. Тогда n-мерный объем выпуклого тела, которое симметрично относительно одной точки 
этой решетки, но не содержит внутри себя других ее точек, не превосходит n2 . 

Геометрические методы приобрели существенное значение в теории чисел. Теоремы 
о распределении рациональных точек вблизи кривых играют важную роль в получении оценок 
размерности Хаусдорфа множеств, определяемых диофантовыми неравенствами при совмест-
ных приближениях [3, 4]. К настоящему времени получены оценки сверху [5] и снизу [6] числа 
рациональных точек вблизи плоских кривых достаточно общего вида. В данной работе рас-
смотрена аналогичная задача в трехмерном евклидовом пространстве и получены как верхняя, 
так и нижняя оценки числа рациональных точек вблизи гиперболического параболоида. 
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Результаты и их обсуждение 
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По теореме Минковского о линейных формах (1) имеет решение ( )qppp ,,, 321  в целых 
числах, зависящее от x  и y , такое, что Qq ≤<0 . 
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Значит, 
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при подходящем выборе 2с . 
С другой стороны, 

q
pp

p
q
p

q
p

q
q
p

p
q
p

pp
q
p

q
p

F 21
3

212
1

1
23

21 ; −=+−−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

или 

.
2

1

2

3

pq
p

p
p λ

<−  (2) 

Используя технику, описанную в работе [3, с. 30-31], оценим число );( 2 qpN  пар целых 
чисел 31, pp , для которых при фиксированных 2p  и q  выполняется условие ( 2 ), из которого 

следует qppqp λ≤− 213 . 
Допустим, что при каком-либо 0≠s  верно 
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Значит, число возможных ,1p  удовлетворяющих (3) при данном значении s, не больше, 
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Зафиксируем δ=δ0 таким образом, чтобы мера множества ),,( 0 IQB δ  удовлетворяла со-
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принадлежат. Тогда, взяв решение ( )qppp ;;; 321  системы (1) относительно этих точек, получим 
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Обозначим все полученные таким образом точки через ),,( 0 IQA δ . Тогда, учитывая, 
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Заключение 

Таким образом, при доказательстве теоремы получены не только оценки числа рацио-
нальных точек вблизи гиперболического параболоида, но и показано, что эти точки распреде-
лены равномерно. Полезным следствием данного результата является и то, что можно получить 
нижнюю оценку размерности Хаусдорфа совместно аппроксимируемых точек параболоида. 
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ОN THE DISTRIBUTION OF RATIONAL POINTS IN CERTAIN DOMAINS OF 
3-DIMENSIONAL EUCLIDEAN SPACE 

M. KALUGUINA 

Abstract 

The researches of properties of rational points near a hyperbolic paraboloid are given. The 
lower and upper bounds of their number are obtained. It follows to possibility to obtain lower bounds 
for the Hausdorff dimension of a set of points approximated by rational points. 
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