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Рассматривается интегральное преобразование, содержащее в ядре расширенную функцию 
Миттаг-Леффлера в весовом пространстве суммируемых на действительной полуоси функ-
ций со степенным весом. Для этого преобразования получены условия действия оператора 
преобразования из одного пространства в другое, доказаны формула преобразования Мел-
лина и аналог формулы интегрирования по частям, получены различные представления, да-
но описание образа оператора и доказаны формулы обращения. 

Ключевые слова: интегральное преобразование, функция типа Миттаг–Леффлера, интеграл 
Меллина–Барнса, весовые пространство измеримых по Лебегу функций. 

Рассмотрим интегральное преобразование 

( )fE βα, (x)= ∫
∞

βα −
0

, )()( dttfxtЕ  (x>0), (1) 

содержащее в ядре специальную функцию ( )zE βα, , определенную для вещественного α∈R и 
комплексных β∈С и z≠0 интегралом Меллина-Барнса 

( )zE βα, = ∫ α−βΓ
−ΓΓ

π L s
ss

i )(
)1()(

2
1

(–z)–5ds (z∈C; α≠0, z≠0) (2) 

Здесь (–z)–s=exp[–s[ln (z)+i arg(–z)]], –π≤arg(–z)<π (z≠0) — произвольная однозначная 
ветвь многозначной функции (–z)–s, L — специально выбранный замкнутый контур, оставляю-
щий все полюсы гамма-функции Г(s) слева, а все полюсы гамма-функции Г(1–s) справа. 
В качестве L можно выбрать один из следующих контуров: L=L–∞ (L=L+∞) — левая (правая) 
петля, которая расположена в некоторой горизонтальной полосе, начинается в точке 1ϕ+∞− i  
( 1ϕ+∞+ i ) и заканчивается в точке 2ϕ+∞− i  ( 2ϕ+∞+ i ), ∞<ϕ<ϕ<∞− 21 . 

Функция ( )zE βα,  введена в работе авторов [2], где доказано ее существование в сле-
дующих случаях [2, Теорема 3–4]: 
L=L–∞, Re(α)>0;  (3) 

L=L+∞, Re(α)<0.  (4) 
Кроме того, в [2, Теорема 5–6] установлены формулы разложения (2) в следующие сте-

пенные ряды: 
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( )zE βα, =∑
∞

= β+αΓ0 )(
1

k k
zk (L=L–∞; Re(α)>0),  (5) 

( )zE βα, =∑
∞

=
+α−β+α−Γ0
1

1
)(

1
k

kzk
 (L=L+∞; Re(α)<0),  (6) 

Правая часть (5) известна, как классическая функция Миттаг-Леффлера; см. основные 
свойства и приложения в [3, § 18], [4, гл. 3].В частности, в терминах этой функции выражаются 
решения краевых задач для дифференциальных уравнений дробного порядка, возникающих 
в задачах диффузии [5, § 42.1]. 

Интегральное преобразование вида (1) с функцией Миттаг-Леффлера в ядре изучалось 
при α>0 в работе [6] в весовых пространствах измеримых по Лебегу функций f∈Lv, r 
(1≤r<∞, v∈R), таких, что 

∞<∫
∞

ν

0

|)(|
t
dttft  (1≤r<∞, v∈R). (7) 

В [6] была построена Lv, r-теория преобразования (1), а именно: получены условия дей-
ствия оператора βα,E  этого преобразования из одного пространства Lv, r в другое L1–v, s, доказа-
ны формула преобразования Меллина и формула интегрирования по частям, получены различ-
ные представления, дано описание образа оператора и доказаны формулы обращения. 

Настоящая работа посвящена построению Lv, r-теории интегрального преобразования (1) 
в случае α<0. 

Имеют место следующие утверждения, которые характеризуют свойства оператора 
βα,E  в Lv, r, различные в случаях: α=–2, α=–1, –2<α<–1, –1<α<0. Далее [X, Y] означает множе-

ство ограниченных линейных операторов, действующих из одного банахова пространства X 
в другое Y. 

Теорема 1. Пусть α=–2, ∆<0, 0<v<1, 1<r<∞ и 2v–2≤γ(r)+Re(β), где ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=γ

'
11max)(
rr

r , 

1
'

11
=+

rr
. 

а) Преобразование βα,E , определенное на Lv, 2 может быть распространено на Lv, r 

как элемент [Lv, r, L1–v, s] для всех s, таких что r≤s<∞, 1
'

11
=+

ss
, где s'≥[2v–2≤γ(r)+Re(β)]–1. 

в) Если 1<r≤2, то преобразование βα,E  взаимно однозначно на Lv, r и выполняется ра-
венство 

(М βα,E  f)(z)=
)(
)1()(

s
ss

α−βΓ
−ΓΓ

(Мf)(1–s) при Re(s)=1–v (8) 

c) Если 
α
+β

≠
ks  ( 0Nк∈ , }0{0 ∪NN = ), то βα,E  взаимно однозначно на Lv, r. Если 

β+=η
2
1

 и 1)Re(
2
1)Re( −>β+=η , 

2
3)Re( −>β , то 

β− ,2E  (Lv, r)=(
22

1 β
+−

M
β+−
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H )(
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L
,

2
)Re(

4
1 β
−−ν

). (9) 

Если ∃∈N0, такое, что 
α
+β

=
ks , то β− ,2E  (Lv, r) — подмножество правой части (9). 
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d) Если f∈Lv, r, g∈ Lv, s, 1<s<∞, 111
=+

rs
 и 2v–2≤–max [γ(r), γ(s)]+Re(β), то 

∫
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βα
0

, ))()(( dxxgЕxf = ∫
∞

βα
0

, ))()(( dxxfЕxg . (10) 

е) Если f∈Lv, r, λ∈C, h>0, 2v–2–γ(r)+Re(β), то 
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для Re(λ)≥(1–v)h–1 и Re(λ)(1–v)h–1 соответственно. 

Если 2v–Re(β)<
2
3

, то 

( β− ,2E f)(x)= dttfxtH )(
)1,0(

)2,()1,0(

0

1,1
1,2∫

∞
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⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ β
. (13) 

Теорема 2. Пусть 0>α>–2, 0<v<1, 1≤r≤s<∞. 
а) Преобразование ( )zE βα, , определенное на Lv, 2 может быть распространено на Lv, r 

как элемент [Lv, r, L1–v, s] для всех s, таких что 1
'

11
=+

ss
, где s'≥[2v–2≤γ(r)+Re(β)]–1. 

Если 1<r≤2, то преобразование 
βα,E  взаимно однозначно из Lv, r на L1–v, s. 

b) Если f∈Lv, r, g∈ Lv, s, 1<s<∞, 111
=+

rs
, то 

∫
∞

βα
0

, ))()(( dxxgЕxf = ∫
∞

βα
0

, ))()(( dxxfЕxg . 

Теорема 3. Пусть 0>α>–1, 0<v<1, 1<r<∞. 

а) Если Re(β)≤
2
1

 и 
α
+β

≠
ks  ( 0Nк∈ ), то 

βα,E (Lv, r)=(
0,1 α+

L
β−

2
1,1

L )(Lv, r).  (14) 

Если ∃ 0Nк∈ , такое, что 
α
+β

=
ks , то 

βα,E  (Lv, r) — подмножество правой части 

(14). 

b) Если Re(β)>
2
1

 и 
α
+β

≠
ks  ( 0Nк∈ ), то 

βα,E (Lv, r)=( 2
1

0,
1

1;

−β

α+
−−

I  
0,1 α+

L  
0,1

L )(Lv, r).  (15) 

Если ∃ 0Nк∈ , такое, что 
α
+β

=
ks , то 

βα,E  (Lv, r) — подмножество правой части 

(15). 
Теорема 4. Пусть α=–1, 0<v<1 и 1<r<∞. 
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а) Если Re(β)≤0 и ks −β−≠  ( 0Nк∈ ), то 

β− ,1E (Lv, r)=(L–1, 1–β)(L1–v, r).  (16) 

Если ∃ 0Nк∈ , такое, что ks −β−≠ , то 
βα,E  (Lv, r) — подмножество правой части 

(16). 
b) Если Re(β)>0 и ks −β−≠  ( 0Nк∈ ), то 

β− ,1E (Lv, r)=( β
0,1;0I  L–1, 1)(Lv, r).  (17) 

Если ∃ 0Nк∈ , такое, что ks −β−≠ , то 
βα,E  (Lv, r) — подмножество правой части 

(17). 
Теорема 5. Пусть –2<α<–1, 0<v<1 и 1<r<∞. Пусть ∈ηςω ,, С такие числа, что 

β+−η+−ηα=ω 12)1( , )Re(
2
1)1(2)()Re()2( β−+α+να+−γ≥ηα+ r , ν−>η)Re( , ν<ς)Re( . 

Если 
α
+β

≠
ks  ( 0Nк∈ ), то 

βα,E (Lv, r)=(
)1(22

1
α+

ω
−−

M  
1)1(2,22 +ω+ςα+α+

H  
)1(22

1,2
α+

ω
+η−α+

L )(
r

L
)1(2
)Re(

2
1

α+
ω

−ν−

.).  (18) 

Если ∃ 0Nк∈ , такое, что 
α
+β

=
ks , то 

βα,E (Lv, r) — подмножество правой части 

(18). 
Приведем формулу обращения преобразования (1) при α=–2. 
Теорема 6. Пусть 1<r<∞ и α=–2, v∈R такие числа, что 

0<v<1, 2v–2≤γ(r)+Re(β) и 
2

)Re(1]
2
1

2
)Re(,max[ β

+<ν<+
β

−∞ . Если f∈Lv, r, то 

)(xf = hx h
11 +

−
λ

dttfE
h

h
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dx
d h ))((
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)1,0()2,1(),(
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0
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1
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∞+λ
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⎥
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⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
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,  (19) 

(f)(x)=–hx h
11 +

−
λ

dttfE
h

h
xtHx

dx
d h ))((

)1,0(),1(
),()1,0()2,1(
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1
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∞+λ

∫
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−λ−

λ−β−−
  (20) 

для Re(λ)>v h–1 и Re(λ)<v h–1 соответственно. 
Доказательство теорем 1–6 основано на представлении интегрального преобразования 

(1) в виде более общего так называемого Н-преобразования и использовании соответствующих 
результатов для этого преобразования [7]. 

EXTENDED GENERALIZED MITTAG-LEFFLER TRANSFORM 

A.A. KOROLEVA 

Abstract 

The integral transform with the extended Mittag-Leffler function in the kernel is considered in 
the space of summable functions on the real half-axis with the power weight. The conditions for the 
boundedness of the operator of this transform from one space to the another are proved, the formula of 
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the Mellin transform and an analogue of integration by parts are established, various representations 
are obtained, the characterization of the image is given and the inversion relations are constructed 
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