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Рассматривается недоопределённая система, возникающая в задаче об оптимальном расположении сенсо-
ров в узлах графа с целью оценки потоков на ненаблюдаемой части графа. Для двух типов разреженности
недоопределённых систем приводятся общие решения. Представлены технологические аспекты построе-
ния численных решений разреженных систем указанных типов.

I. Постановка задачи

Основой для моделирования процессов
оценки потоков на ненаблюдаемой части гра-
фа [1] является недоопределенная система ли-
нейных алгебраических уравнений вида:

∑
j∈I+i (U)

xij −
∑

j∈I−i (U)

xji =

{
xi, i ∈ I∗,
0, i ∈ I \ I∗, (1)

где G = (I, U) – связный ориентированный дву-
направленный граф с множеством узлов I и мно-
жеством дуг U , определенных на прямом про-
изведении I × I, |I| < ∞, |U | < ∞, I+

i (U) =
{j : (i, j) ∈ U}, I−i (U) = {j : (j, i) ∈ U}. I∗ -
множество узлов с переменной интенсивностью
xi, I∗ ⊆ I. Двунаправленный граф G облада-
ет следующим свойством: если существует дуга
(i, j) ∈ U с дуговым потоком xij , то существует
и дуга (j, i) ∈ U с дуговым потоком xji, который
в общем случае может не совпадать с xij . Для
наблюдения за потоками в узлах графа устанав-
ливаются сенсоры. На основе учёта полученной
априорной информации от сенсоров система (1)
может быть преобразована к следующему виду:

∑
j∈I+i (U)

xij −
∑

j∈I−i (U)

xji =

{
xi + bi, i ∈ I

∗
,

bi, i ∈ I \ I
∗
,

(2)

∑
(i,j)∈U

λtijxij = 0, t ∈ T = {1, .., q}, (3)

где bi, λtij - параметры системы, q - число до-
полнительных уравнений (3), I

∗
- множество уз-

лов с переменной интенсивностью, I
∗ ⊆ I. За-

метим, что множество T может быть пустым.
Граф G = (I, U) с множеством узлов I и мно-
жеством дуг U может быть несвязным и/или
не двунаправленным.Граф G состоит из m связ-
ных компонент Gn = (In, Un), n = 1,m, I

∗
n -

множество узлов с переменной интенсивностью,
I
∗
n ⊆ I

∗
. Определим множества I+

i (Un), I−i (Un)
как I+

i (Un) = {j : (i, j) ∈ Un}, I−i (Un) =

{j : (j, i) ∈ Un}. Отметим, что некоторые ком-
поненты связности Gn могут не содержать уз-
лов из множества I

∗
, т.е. I

∗
n = ∅. Неизвестны-

ми системы (2)–(3) являются дуговые потоки xij ,
(i, j) ∈ U , и переменные интенсивности узлов xi,
i ∈ I∗, I∗ ⊆ I. Для решения системы (2)-(3) при-
меняютя методы декомпозиции разреженной ча-
сти системы уравнений и её дополнительной ча-
сти[2]. Матрица разреженной системы (2) имеет
блочно-диагональную структуру с различными
типами разреженности блоков. Рассмотрим ти-
пы разреженности и структуру опоры графа для
системы (2) [2,3].

II. Общие решения двух типов
разреженных недоопределённых

линейных систем

Тип 1. Если I
∗
n = ∅, то система (2) для ком-

поненты связности Gn имеет вид:∑
j∈I+i (Un)

xij −
∑

j∈I−i (Un)

xji = bi, i ∈ In. (4)

Опорой Rn = U
n

R графа Gn = (In, Un) для си-
стемы (4) является покрывающее дерево [2,3].
Общее решение разреженной системы (4) имеет
следующий вид [4]:

xij =
∑

(τ,ρ)∈Un\U
n
R

xτρδ
τρ
ij + x̃ij , (i, j) ∈ U

n

R, (5)

где x̃ = (x̃ij , (i, j) ∈ Un) – некоторое частное ре-
шение системы (4), построенное по правилам [5],
δ(τ, ρ) = (δτρij , (i, j) ∈ Un) – характеристический
вектор, порожденный дугой (τ, ρ) ∈ Un \ U

n

R, от-
носительно покрывающего дерева [5].

Тип 2. Если I
∗
n 6= ∅, то система (2) для ком-

поненты связности Gn имеет вид:

∑
j∈I+i (Un)

xij −
∑

j∈I−i (Un)

xji =

{
xi + bi, i ∈ I

∗
n,

bi, i ∈ In \ I
∗
n.

(6)
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Заметим, что в этом случае опорой графа G для

системы (2) является лес деревьев, где
m⋃
n=1

In =

I. Каждое дерево леса содержит ровно один узел
из множества опорных узлов I

∗
R 6= ∅, I

∗
R ⊆ I

∗

[2]. Следовательно, опорой графа Gn для систе-
мы (6) является покрывающее дерево, которое
содержит единственный опорный узел с пере-
менной интенсивностью, |I∗nR | = 1. Общее реше-
ние разреженной системы (6) имеет следующий
вид [4]:

xij =
∑

(τ,ρ)∈Un\U
n
R

xτρδ
τρ
ij +

∑
γ∈I∗n\I

∗n
R

xγδ
γ
ij+

+x̃ij , (i, j) ∈ U
n

R, (7)

xi =
∑

(τ,ρ)∈Un\U
n
R

xτρδ
τρ
i +

∑
γ∈I∗n\I

∗n
R

xγδ
γ
i +

+x̃i, i ∈ I
∗n
R , (8)

где вектор δ(τ, ρ) =
(
δτρij , (i, j) ∈ Un; δτρi , i ∈ I∗n

)
,

(τ, ρ) ∈ Un \ U
n

R – характеристический вектор,
порождённый дугой (τ, ρ) ∈ Un \ U

n

R, относи-
тельно покрывающего дерева графа Gn; вектор
δ(γ) =

(
δγij , (i, j) ∈ Un; δγi , i ∈ I

∗
n

)
, γ ∈ I∗n \ I

∗n
R –

характеристический вектор, порождённый уз-
лом γ, относительно покрывающего дерева гра-
фа Gn [5].

III. ТЕХНОЛОГИЧЕСКИЕ АСПЕКТЫ
ПОСТРОЕНИЯ ЧИСЛЕННЫХ

РЕШЕНИЙ РАЗРЕЖЕННЫХ СИСТЕМ

Технологии и алгоритмы построения чис-
ленных решений системы с типом разреженно-
сти 1 (с матрицей инцидентности графа) при-
ведены в [6]. Вычисление компонент характе-
ристических векторов, соответствующих дугам
покрывающего дерева, основаны на применении
биективного отображения меду множеством уз-
лов графа (за исключением одного узла) и мно-
жеством дуг покрывающего дерева. В результа-
те применения биекции получено корневое дере-
во, для хранения которого применяются следую-
щие списковые структуры: список предков узлов
(pred), список направлений дуг в соответствии
с биективным отображением (dir), список дина-
стического обхода корневого дерева (d), которое
соответствует покрывающему дереву графа, спи-
сок уровней узлов (depth). Корень дерева выби-
рается произвольным образом.

Технологии и алгоритмы построения чис-
ленных решений системы с типом разреженно-
сти 2 (система полного ранга) основаны на би-
екции узлов и дуг дерева, поскольку в этом
случае число опорных элементов (дуг и узлов)
|UnR| + |I

∗n
R | = |UnR| + 1 совпадает с числом уз-

лов |In| соответствующего дерева леса для ком-
поненты связности Gn. Корнем дерева является
единственный узел, входящий в множество I

∗n
R ,

|I∗nR | = 1.

Приведём пример базисного графа (рис.1)
для системы (2) с двумя компонентами связно-
сти G1 = (I1, U1) и G2 = (I2, U2) и типом разре-
женности 2, I

∗
1 = {2, 4, 5}, I∗2 = {6}. В результате

биективного отображения получен лес корневых
деревьев, изображённых на рисунке 2. Списко-
вые структуры хранения леса корневых деревьев
приведены в таблице 1.
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Рис. 1 – Базисный граф для системы (2) с двумя
компонентами связности G1 и G2 и типом

разреженности 2, I∗R = {2, 6}
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Рис. 2 – Лес корневых деревьев, I∗1R = {2}, I∗2R = {6}

Таблица 1 – Списковые структуры представления
леса корневых деревьев для базисного графа
системы (2) в случае разреженности типа 2

i 1 2 3 4 5 6 7
pred[i] 2 0 6 2 2 0 6
depth[i] 1 0 1 1 1 0 1
dir[i] 1 0 1 -1 -1 0 -1
d[i] 4 1 7 5 2 3 6
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