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Рассматривается NP-полная задача покрытия графа вершинно-

непересекающимися цепями порядка k, 3k . Установлена NP-полнота 

задачи в специальных классах графов. Найдены классы графов, для кото-

рых задача решается за полиномиальное время. Полученные результаты 

уточняют границу между NP-полными и полиномиально разрешимыми 

случаями задачи. 

 

Введение 

 

Задача H-РАЗБИЕНИЕ, в которой требуется определить существует 

ли в заданном графе G набор несмежных (т.е. вершинно-

непересекающихся) подграфов, изоморфных фиксированному графу H и 

покрывающих все вершины графа G, широко изучается в области теории 

графов [1 – 5], начиная с 80-х годов XX века [4]. Хорошо известно, что 

задача является NP-полной для любого связного графа H, порядок кото-

рого не меньше 3 [4].  

В работе рассматриваются вопросы вычислительной сложности для 

частного случая указанной задачи, в котором предполагается, что фик-

сированный граф H изоморфен простой цепи Pk порядка k (задача PK-

РАЗБИЕНИЕ). Если k = 2, то задача PK-РАЗБИЕНИЕ представляет собой 

классическую задачу распознавания наличия в заданном графе совер-

шенного паросочетания. Задача PK-РАЗБИЕНИЕ для случая k = 3, с точки 

зрения вычислительной сложности, хорошо изучена [6 – 10]. В отличии 

от случая 4k , который остаѐтся малоизученным и является основным 

объектом исследований в данной работе. 

 

Постановка задачи и обзор известных результатов 

 

Рассматриваются неориентированные конечные графы G = (V, E) 

без кратных рѐбер и петель с множеством вершин V = V(G) и множест-

вом рѐбер E = E(G). Стандартные понятия теории графов, не определяе-

мые в работе, можно найти в [14, 15]. 

Пусть k – произвольное натуральное число, 3k  и G = (V, E) – 

граф с числом вершин, кратным k. Тогда Pk-разбиением графа G называ-



ется такое разбиение множества вершин 1 2 |V|/ kV V V ... V  графа, 

что для каждого {1,2,...,| | / }i V k  выполняются следующие два условия: 

(a) |Vi| = k; 

(b) подграф графа G, порождѐнный множеством вершин Vi, содер-

жит подграф, изоморфный простой цепи Pk. 

Будем говорить, что Pk-разбиение графа является порождѐнным, если 

для каждого множества Vi ( {1,2,...,| | / }i V k ) подграф графа G, порож-

дѐнный множеством Vi, изоморфен простой цепи Pk.  

На рис. 1 приведен пример графа, для которого существует P4-

разбиение (подмножества вершин, образующие соответствующее раз-

биение множества вершин графа, выделены серым цветом) и пример 

графа, для которого не существует P4-разбиения вершин. Нетрудно ука-

зать бесконечное семейство графов, для которых существует Pk-

разбиение (например, гамильтоновы графы с числом вершин, кратным 

k); бесконечное семейство графов, для которых существует порождѐнное 

Pk-разбиение (например, простые цепи и простые циклы, порядки кото-

рых кратны k) и, наконец, бесконечное семейство графов, для которых 

нет ни Pk-разбиения, ни порождѐнного Pk-разбиения (например, звѐзды 

1, 1t kK ). 

 
Рис. 1. Примеры графов: а) граф, для которого существует P4-разбиение; б) граф, для 

которого нет P4-разбиения  

 

Рассматривается задача PK-РАЗБИЕНИЕ и еѐ «порождѐнный» вариант: 

(ПОРОЖДЕННОЕ) PK-РАЗБИЕНИЕ 

Условие: задан граф G = (V, E) с числом вершин, кратным k; 

Вопрос: существует ли (порождѐнное) Pk-разбиение графа G? 

Обе задачи изучаются в литературе и находят практическое применение 

в области телекоммуникационных технологий [8].  

Отметим, что задача ПОРОЖДЁННОЕ PK-РАЗБИЕНИЕ представляет со-

бой частный случай известной задачи РАЗБИЕНИЕ НА ИЗОМОРФНЫЕ 

а) б) 



ГРАФЫ [11] и является NP-полной в классе двудольных планарных гра-

фов [12]. Более того задача остаѐтся NP-полной даже в классе двудоль-

ных графов с максимальной степенью вершин 3 (для любого фиксиро-

ванного 3k ) [8] и в классе двудольных планарных графов с макси-

мальной степенью вершин 3 (для k = 3) [8]. В таблице 1 приведѐн слож-

ностной статус задачи PK-РАЗБИЕНИЕ в различных классах графов.  

Таблица 1 

Сложностной статус задачи PK-РАЗБИЕНИЕ в различных классах 

графов (знаком вопроса отмечены ситуации, в которых сложность 

решения задачи неизвестна) 

 

Класс графов k = 3 4k  

Класс всех графов NP-полная [4] NP-полная [4] 

Двудольные планарные графы NP-полная [12] NP-полная [12] 

Хордальные графы NP-полная [10] ? 

Расщепляемые графы 
Полиномиально раз-

решима [10] 
? 

Двудольные графы с макси-

мальной степенью вершин 3 
NP-полная [8] NP-полная [8] 

Двудольные планарные графы 

с максимальной степенью 

вершин 3 

NP-полная [8] ? 

Графы решѐтки с максималь-

ной степенью вершин 3 
NP-полная [10] ? 

Интервальные графы 
Полиномиально раз-

решима [10] 
? 

Связные графы решѐтки, в ко-

торых каждое ребро содержит-

ся в некотором цикле C4 

Полиномиально раз-

решима [13] 
? 

Кографы 
Полиномиально раз-

решима [10] 
? 

Деревья 
Полиномиально раз-

решима [6] 

Полиномиально раз-

решима [8] 

 

Полученные результаты 
 

В работе [8] Монно и Тулуз установили NP-полноту задачи PK-

РАЗБИЕНИЕ для k = 3 в классе двудольных планарных графов с макси-

мальной степенью вершин 3 и поставили следующий вопрос: какова 

сложность решения задачи в этом классе графов для фиксированного 

4k ? Мы даѐм ответ на этот вопрос. 

Теорема 1. Для любых фиксированных натуральных чисел 3k , 

1 и 3g  задача PK-РАЗБИЕНИЕ в классе двудольных планарных 

1 2( , ,..., )H H H -свободных графов с максимальной степенью вершин 3 и 



обхватом не меньше g является NP-полной, где Hi – это граф, который 

получается из двух копий простой цепи P3 путѐм соединения централь-

ных вершин простой цепью длины i (рис. 2). 

 

Рис. 2. Граф Hi 

Аналогичное утверждение справедливо для задачи ПОРОЖДЁННОЕ PK-

РАЗБИЕНИЕ. Доказательство теоремы основывается на применении тех-

ники локальных преобразований графа, уменьшающих степени вершин 

[16]. Сведение строится от задачи PK-РАЗБИЕНИЕ, ограниченной классом 

двудольных планарных графов (рис. 3). 

 

Рис. 3. Фрагмент сведения (здесь ( )N v A B ) 

Теорема 2. Для любого фиксированного натурального числа 4k  

задача PK-РАЗБИЕНИЕ в классе расщепляемых графов является NP-

полной. 

Сведение строится от NP-полной задачи ТРЁХМЕРНОЕ СОЧЕТАНИЕ 

[11].  

Следствие 1. Для любого фиксированного натурального числа 4k  

задача PK-РАЗБИЕНИЕ в классе хордальных графов является NP-полной. 

Теорема 3. Для любого фиксированного натурального числа 3k  

задача PK-РАЗБИЕНИЕ в классе графов с диаметром не более 2 является 

NP-полной. 

Теорема 4. Для любого фиксированного натурального числа 3k  

задача ПОРОЖДЁННОЕ PK-РАЗБИЕНИЕ в классе графов с диаметром не бо-

лее 2 является NP-полной. 

Доказательство этой теоремы основывается на свойствах порож-

дѐнного Pk-разбиения графа, имеющего точку сочленения. 



Теорема 5. Для любого фиксированного натурального числа 3k  

задача PK-РАЗБИЕНИЕ в классе графов пересечений единичных интерва-

лов решается за полиномиальное время. 
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