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Исследованы аналитические свойства решений 4-х семейств трехмерных автономных консерватив-
ных систем с одной или тремя квадратичными нелинейностями. Консервативные системы первого
семейства имеют одну квадратичную нелинейность и три линейные компоненты. Системы второго
семейства – консервативные системы, имеющие одну квадратичную нелинейность, две линейные
компоненты и одну константу. Консервативные системы третьего семейства содержат три квадра-
тичные нелинейности и одну линейную компоненту. К системам четвертого семейства относятся
консервативные системы с тремя квадратичными нелинейностями и одним постоянным членом.
Общим (с качественной точки зрения) для данных систем является отсутствие в них хаоса. Для ана-
лиза решений рассматриваемых систем использован тест Пенлеве, а также сведение систем к экви-
валентным им уравнениям второго или третьего порядков и сравнение последних с известными не-
линейными уравнениями Р-типа. Выделены системы, общие решения которых обладают свой-
ством Пенлеве. Решения таких систем выражаются через эллиптические функции, либо через
функции-решения первого уравнения Пенлеве. Показано, что среди систем, общие решения кото-
рых содержат подвижные критические точки, есть такие, у которых одна из компонент решения во-
обще не имеет подвижных особых точек. Рассмотренные в работе системы принадлежат к классу из
7 семейств консервативных систем (с общим числом членов в правых частях, равным 4). Исследо-
ванию аналитических свойств решений систем остальных трех семейств будет посвящена отдельная
статья.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Построение как можно более простой хаоти-

ческой системы является интересной и значимой
темой в изучении динамических систем, а также
практических применений в безопасной связи и
широкополосной генерации сигналов. Основы-
ваясь на классических работах [1, 2], Спротт [3, 4]
построил ряд простых автономных обыкновен-
ных дифференциальных уравнений третьего
порядка с несколькими квадратичными нелиней-
ностями и показал с помощью численного моде-
лирования, что они обладают хаотическим пове-
дением. Работы Спротта ставят вопрос, насколь-
ко простой может быть трехмерная автономная
система непрерывного времени, если она хаотич-
на. Ответ на данный вопрос был частично дан в
работах [5, 6]. В [5] было показано, что все дисси-

пативные трехмерные автономные квадратичные
системы с общим числом членов в правых частях,
равным 4, нехаотичны. Аналогичный результат
для консервативных систем (за исключением од-
ной) был получен в [6].

Представляет интерес исследование аналити-
ческих свойств (в частности, характера подвиж-
ных особых точек решений) в предположении,
что неизвестные функции и независимая пере-
менная являются комплекснозначными.

Для диссипативных систем [5] указанная зада-
ча решена в [7], где, в частности, было показано,
что все трехмерные диссипативные квадратичные
системы с общим числом членов в правых частях,
равным 4 (за исключением одной), не являются
системами Пенлеве-типа.
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Заметим, что система дифференциальных
уравнений (или уравнение) является системой
(уравнением) Пенлеве-типа, если подвижными
(зависящими от начальных условий) ее (его) об-
щего решения могут быть только полюсы [8]. В
данном случае говорят, что система (уравнение)
является системой (уравнением) Р-типа или об-
ладает Р-свойством решений.

В данной работе аналогичная задача решается
для трехмерных автономных консервативных си-
стем (с общим числом членов в правых частях
равным 4) с одной или тремя квадратичными не-
линейностями [6] без хаоса.

2. КОНСЕРВАТИВНЫЕ СИСТЕМЫ С ОДНОЙ 
КВАДРАТИЧНОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ 

И ТРЕМЯ ЛИНЕЙНЫМИ КОМПОНЕНТАМИ

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)
В системах (1)–(11) x, y, z – неизвестные функ-

ции независимой переменной t; k – параметр.
Всюду ниже будем считать переменную t ком-
плексной.

Теорема 1. Ни одна из систем (1)–(3), (6), (7),
(9), (11) не является системой Р-типа.

Действительно, системы (1)–(3), (6), (7) экви-
валентны уравнениям третьего порядка соответ-
ственно

(12)
(13)

(14)
(15)

(16)
Система (11) также эквивалентна уравнению (14).

Уравнения (12)–(16) не принадлежат к классу
уравнений , где Р – полином отно-
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сительно  с аналитическими по t коэффици-
ентами, общие решения которых не имеют по-
движных критических особых точек [9]. На осно-
вании этого ни одна из систем (1)–(3), (6), (7), (9),
(11) не является системой Р-типа. Для исследова-
ния характера подвижных особых точек решений
системы (9) применим к ней тест Пенлеве [10, 11].
Первые два шага теста Пенлеве система (9)
успешно проходит, однако третий шаг, связан-
ный с определением коэффициентов рядов Лора-
на, представляющих формальные решения систе-
мы (9), не удается реализовать. Таким образом,
система (9) не является системой Пенлеве-типа.

Теорема 2. Система (4) является системой Р-
типа. Ее общее решение не имеет подвижных
особых точек.

Действительно, из второго уравнения системы
, где – произвольная постоянная. В ре-

зультате для определения  получаем ли-
нейную систему , общее ре-
шение которой не имеет подвижных особых то-
чек.

Теорема 3. Общие решения систем (5), (8), (10)
не имеют многозначных подвижных особых то-
чек.

Легко проверить, что система (5) имеет первый

интеграл , где  – произвольная

постоянная. Тогда , где z – общее решение
уравнения

(17)

интегрируемого в эллиптических функциях.
Система (10) имеет первый интеграл

. Тогда , где z – общее решение

уравнения (17).
Система (8) эквивалентна уравнению

, представимому в виде

(18)

Общее решение второго уравнения системы
(18) (интегрируемого в эллиптических функциях)
есть функция мероморфная с вычетом равным
нулю. Значит, z – функция однозначная. А тогда

 – однозначные функции.
Теорема доказана.

3. КОНСЕРВАТИВНЫЕ СИСТЕМЫ С ОДНОЙ 
КВАДРАТИЧНОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ 

И ДВУМЯ ЛИНЕЙНЫМИ КОМПОНЕНТАМИ

(19)
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(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

где .
Теорема 4. Каждая из систем (19), (21) редуци-

руется к первому уравнению Пенлеве и является
системой Р-типа.

Доказательство. Система (19) имеет первый

интеграл  где  – произвольная по-

стоянная. Тогда из второго и третьего уравнений
системы (19) находим, что

(27)

Полагая , от-
носительно  получим первое уравнение Пенлеве

(28)

Легко показать (принимая во внимание
), что система (21) эквивалентна уравне-

нию , которое может быть приведе-
но, к каноническому виду (28). Теорема доказана.

Теорема 5. Система (22) является системой Пе-
нлеве-типа. Ее общее решение имеет вид:

 (  – произвольная постоян-
ная), а y – общее решение уравнения ,
интегрируемого в эллиптических функциях.

Доказательство. Из третьего уравнения систе-
мы (22) имеем . А из первого и второго
уравнений этой системы получаем . Что
и следовало показать. Теорема доказана.

Теорема 6. Ни одна из систем (20), (23)–(26) не
является системой Р-типа.

Доказательство. Несложно убедиться, что си-
стема (20) эквивалентна уравнению 
общее решение которого согласно [9] не свобод-
но от подвижных критических точек. Аналогич-
ное заключение получается и относительно си-
стемы (23).

Из второго и третьего уравнений системы (24)
следует, что , где  – произвольная
постоянная. Тогда из третьего и первого уравне-
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ний системы получаем уравнение относительно
 . Данное уравнение не входит в

список уравнений Пенлеве–Гамбье [12].

Система (25) эквивалентна уравнению ,
которое согласно [9] не является уравнением Р-
типа.

Система (26) не проходит третий шаг теста Пен-
леве. А именно, одна из систем для определения
коэффициентов рядов Лорана, представляющих
формальные решения системы (26), не является
совместной.

4. КОНСЕРВАТИВНЫЕ СИСТЕМЫ С ТРЕМЯ 
КВАДРАТИЧНЫМИ НЕЛИНЕЙНОСТЯМИ 
И ОДНОЙ ЛИНЕЙНОЙ КОМПОНЕНТОЙ
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. (51)

. (52)

. (53)

. (54)

. (55)

. (56)

Теорема 7. Ни одна из систем (29)–(32), (34),
(36), (37), (39)–(56) не является системой Пенле-
ве-типа.

Доказательство. Для системы (29) не выпол-
няется одно из условий первого шага теста Пенлеве.
Она эквивалентна уравнению  = 0,
которое имеет один доминантный член и соглас-
но [13] не имеет целых трансцендентных реше-
ний. Данное уравнение не имеет полиномиаль-
ных решений, отличных от постоянной. Заметим,
что система (29) имеет однопараметрическое се-
мейство решений

 – произвольная постоянная.
Система (30) имеет общее решение

где  – произвольные постоянные. Как вид-
но, две компоненты общего решения не имеют
подвижных критических особых точек.

Система (31) редуцируется к неавтономному
уравнению второго порядка , кото-

рое преобразованием  сводится

к уравнению Бесселя , об-
щее решение которого содержит логарифм.

Система (32) сводится к уравнению

, не входящему в список [12]

уравнений Р-типа. Система (34) не проходит тест
Пенлеве. Кроме того, она эквивалентна уравне-
нию третьего порядка с одним доминантным чис-
лом и, следовательно, не имеет полиномиальных
и целых трансцендентных решений. Это же спра-
ведливо и для систем (36), (37). Система (39) не про-
ходит первый шаг теста Пенлеве, не имеет поли-
номиальных и целых трансцендентных решений,
так как эквивалентна уравнению 
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с одним доминантным членом. Системы (40), (41)
не являются системами Р-типа по той же причи-
не, что и система (39).

Система (42) имеет первый интеграл
, где  – произвольная постоянная.

Она редуцируется к уравнению ,
которое согласно [12] не является уравнением
Р-типа. Если  то система (42) имеет двухпа-
раметрическое семейство мероморфных реше-
ний, порождаемых общим решением уравнения

Риккати , где  – произвольная по-

стоянная. Отметим также, что система (42) имеет
точное решение  Для си-
стемы (43) не выполняется условие третьего шага
теста Пенлеве: 2 корня резонансного уравнения
являются комплексно-сопряженными с положи-
тельной действительной частью.

Система (44) эквивалентна уравнению
 которое не принадлежит к классу

уравнений [9] без подвижных критических осо-
бых точек.

Система (45) по переменной z редуцируется к
уравнению , которое (как в случае
системы (31)) сводится к уравнению Бесселя, об-
щее решение которого содержит логарифм.

Система (46) редуцируется к уравнению второ-
го порядка, которое не является уравнением Р-
типа. Система (47) не является системой Р-типа,
так как 2 корня резонансного уравнения являют-
ся комплексно-сопряженными с положительной
действительной частью. Сказанное справедливо
относительно систем (49), (50), (53), (55).

Для системы (48) не выполняется условие тре-
тьего шага теста Пенлеве: одна из систем для
определения коэффициентов рядов Лорана,
представляющих формальные решения системы,
несовместна. Сказанное справедливо и по отно-
шению к системам (51), (52), (54).

Что касается системы (56), то корни резонанс-
ного уравнения являются целыми, причем один
корень имеет кратность 2. Но ряды Лорана, пред-
ставляющие формальные разложения решений
системы, содержат только 2 произвольные кон-
станты.

Каждая из систем (33), (35), (38) не проходит
первый шаг теста Пенлеве. Они эквивалентны
уравнениям

, (57)

(58)

(59)
cоответственно, которые имеют более одного до-
минантного члена.
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5. КОНСЕРВАТИВНЫЕ СИСТЕМЫ С ТРЕМЯ 
КВАДРАТИЧНЫМИ НЕЛИНЕЙНОСТЯМИ 

И ОДНИМ ПОСТОЯННЫМ ЧЛЕНОМ

. (60)

. (61)

. (62)

. (63)

. (64)

. (65)

. (66)

. (67)

. (68)

. (69)

. (70)

. (71)

. (72)
Теорема 8. Ни одна из систем (60)–(72) не яв-

ляется системой Пенлеве-типа.
Доказательство. Система (60) с учетом ,

где  – произвольная постоянная, эквивалентна
системе

. (73)
Для данной системы первые 2 шага теста Пен-

леве выполняются. Но на третьем шаге произ-
вольная константа  отсутствует. Значит, систе-
ма (73), а следовательно, и система (60) не являет-
ся системой Р-типа, хотя компонента z вообще не
имеет подвижных особых точек.

Система (61) с учетом  сводится к
уравнению

которое не содержится в списке Пенлеве–Гамбье
[12]. Таким образом, система (61) не является си-
стемой Пенлеве-типа, хотя компонента z не име-
ет подвижных особых точек.

Система (62) сводится к системе уравнений

, (74)
которая не проходит тест Пенлеве (3-й шаг), а по-
этому не является системой Р-типа.

Система (63), аналогично, как и система (61),
эквивалентна уравнению второго порядка, кото-
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рое не содержится в списке уравнений Пенлеве–
Гамбье [12].

Для системы (64) не выполняется первый шаг
теста Пенлеве. Она эквивалентна уравнению

(75)

которое не имеет полиномиальных и целых
трансцендентных решений согласно [13]. На ос-
новании этого система (64) не является системой
Пенлеве-типа. Для системы (65) не выполняются
условия 2-го шага теста Пенлеве: 2 корня резо-
нансного уравнения являются комплексно-со-
пряженными с положительной действительной
частью. Значит, система (65) не является систе-
мой Р-типа.

Для системы (66) (как и в случае системы (65))
не выполняются условия 2-го шага теста Пенлеве.
Поэтому она не является системой Пенлеве-типа.
Система (67) проходит 2 первых шага теста Пен-
леве. При этом среди корней резонансного урав-
нения, которые являются целыми, один имеет
кратность, равную 2. Но на 3-м шаге теста Пенле-
ве одна из систем для определения коэффициен-
тов рядов Лорана, представляющих формальные
решения системы (67), оказывается несовмест-
ной. Поэтому системы (67) не является системой
Р-типа.

Система (68) проходит 2 первых шага теста Пе-
нлеве. Заметим, что корни резонансного уравне-
ния у нее такие же, как в системе (67). Однако
формальные ряды Лорана, определяющие реше-
ния системы (68) содержат только 2 произволь-
ные константы (вместо 3-х). Таким образом, си-
стема (68) не является системой Пенлеве-типа.
Доказательство отсутствия свойства Пенлеве у
общего решения системы (69) проводится точно
так же, как и в случае системы (68).

Система (70) имеет неавтономный первый ин-
теграл , который позволяет свести
ее к системе второго порядка

(76)

которая не проходит тест Пенлеве (3-й шаг). Сле-
довательно, система (70) не является системой
Пенлеве-типа.

Из третьего уравнения системы (71) находим
. В результате получаем неавтономную

систему

(77)

Система (77) эквивалентна по y нелинейному
уравнению второго порядка, не содержащемуся в
списке Пенлеве–Гамбье [12]. Таким образом, си-
стема (71) не является системой Пенлеве-типа,
хотя компонента  не имеет подвижных особых
точек.
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Система (72) с учетом  сводится к не-
автономной системе

(78)
которая не проходит тест Пенлеве (3-й шаг). Та-
ким образом, система (72) также не является си-
стемой Р-типа, хотя компонента  не имеет по-
движных особых точек. Теорема полностью дока-
зана.

Замечание. Отсутствие у систем (74), (78) реше-
ний со свойством Пенлеве следует также из ре-
зультатов работы [14].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе исследованы аналитические свойства

решений четырех семейств трехмерных автоном-
ных консервативных систем с одной или тремя
квадратичными нелинейностями без хаотическо-
го поведения. Общее число членов в правых ча-
стях каждой из указанных систем равно 4. Для
анализа решений использован тест Пенлеве, а
также замена систем эквивалентными им уравне-
ниями второго или третьего порядков и сравне-
ние последних с известными нелинейными урав-
нениями Пенлеве-типа. Выделены системы, об-
щие решения которых обладают свойством
Пенлеве. Решения таких систем выражаются ли-
бо через эллиптические функции, либо через
функции-решения первого уравнения Пенлеве.
Показано, что среди систем, не являющихся си-
стемами Пенлеве-типа имеются такие, одна из
компонент которых вообще не имеет подвижных
особых точек.
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Abstract—Analytical properties of solutions of four families of three-dimensional autonomous conservative
systems with one or three quadratic nonlinearities are investigated. Conservative systems of the first family
have one quadratic nonlinearity and three linear components. Systems of the second family are conservative
systems that have one quadratic nonlinearity, two linear components, and one constant. Conservative sys-
tems of the third family contain three quadratic nonlinearities and one linear component. Systems of the
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fourth family include conservative systems with three quadratic nonlinearities and one constant term. The ab-
sence of chaos in these systems is their common qualitative property. To analyze the solutions of the consid-
ered systems, Painlevé test, as well as the reduction of the systems to their equivalent equations of the second
or third order and the comparison of the latter with the known nonlinear P-type equations, has been used.
The systems whose general solutions have the Painlevé properties are highlighted. The solutions of such sys-
tems are expressed in terms of elliptic functions or solutions of the first Painlevé equation. It is shown that the
systems whose general solutions contain moving critical points include those in which one of the component
has no moving singular points at all. The systems considered in this work belong to a class of seven families of
conservative systems (with the total number of members in the right parts equal to 4). The analytical proper-
ties of solutions of the systems of the other three families will be studied elsewhere.

Keywords: conservative system, non-chaotic behavior, Painlevé test, Painlevé equations
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