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Очевидно, что  𝑆𝑆𝑆 = 𝑆𝑆𝑆(0) = 
< 𝑆2. 

𝑆<0 𝑆𝑆𝑆(𝑆)  и что  𝑆𝑆𝑆(𝑆1) ⊂ 𝑆𝑆𝑆(𝑆2), если  𝑆1 < 
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Для натурального  ≥ 2 через  обозначим класс -мерных линейных диффе- 
ренциальных систем 

˙  = 𝑆(),  ∈ R,  ∈ R+ ≡ [0, +∞), (1) 

матрицы  коэффициентов   𝑆( ) :  R+       R×   которых  кусочно-непрерывны  на  вре- 
менно́й  полуоси  R+  и  ограничены.  Будем  отождествлять  систему  (1)  и  ее  матрицу 
коэффициентов и вследствие этого писать 𝑆 . 

Наряду с системой (1) рассмотрим порожденное ею однопараметрическое семей- 
ство линейных дифференциальных систем 

˙  = 𝑆𝑆(),  ∈ R,  ∈ R+, (2) 

со скалярным параметром-множителем 𝑆 R. 
Следующие два определения даны в работах [1] и [2] соответственно. 
Определение 1. Множеством 𝑆𝑆𝑆 экспоненциальной устойчивости системы 

𝑆  называется множество всех тех значений параметра 𝑆 R, при которых 
система (2) экспоненциально устойчива. 

Определение  2.  Для системы  𝑆         и числа  𝑆    R  через  𝑆𝑆𝑆(𝑆)  обозначим 
множество всех тех значений параметра 𝑆 R, при которых старший показатель 

Ляпунова системы (2) меньше  𝑆. Если  𝑆 < 0, то множество  𝑆𝑆𝑆(𝑆)  назовем множе- 

ством  𝑆-экспоненциальной устойч⋃︀ивости  системы  𝑆 ∈ ℳ. 

 

Как устроены множества -экспоненциальной устойчивости систем из ? Ча- 
стичный ответ на них содержится в приводимых ниже теоремах 1 и 2. Для их фор- 

мулировок  обозначим  через  (𝑆)   и  (𝑆)   соответственно  нижнее  и  верхнее  средние 

значения [3, с. 534] следа матрицы 𝑆(·), т.е.        

(𝑆) =   lim 
→+∞ 

𝑆() и (𝑆) =   lim 
→+∞ 

𝑆(), 

где   () 
d
=
ef  −1 

∫︀  
Sp 𝑆(𝑆 ) 𝑆𝑆,   ≥ 0. 
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Теорема 1. Для системы 𝑆  при любом 𝑆 < 0 его множество -экспо- 
ненциальной устойчивости  𝑆𝑆𝑆(𝑆)  является  𝑆𝑆-множеством. 

При  этом,   𝑆𝑆𝑆(𝑆)  =  ∅,  если   (𝑆)(𝑆)  ≤  0,  а   𝑆𝑆𝑆(𝑆)        (𝑆−1(𝑆), +    )   при 
(𝑆) < 0  и  𝑆𝑆𝑆(𝑆)      (        , 𝑆−1(𝑆))  при  (𝑆) > 0. 

Утверждение  о  том,  что  множество  𝑆𝑆𝑆(𝑆)  при  любом  𝑆    R  является  𝑆-мно- 
жеством вещественной прямой, доказано в работе [2]. 

Оценки нижней при  (𝑆) < 0  и верхней при  (𝑆) > 0  границ множества  -экспо- 
ненциальной устойчивости  𝑆𝑆𝑆(𝑆), даваемые теоремой 1, являются неулучшаемыми 
в  классе        ,  что  показывает  пример  системы  (1)  с  постоянной  матрицей   𝑆()  = 
= diag [𝑆, . . . , 𝑆], где  𝑆 = 0. Тогда  (𝑆) = (𝑆) = 𝑆 и для любого  𝑆 < 0, как легко 

видеть,   𝑆𝑆𝑆(𝑆)  =  (𝑆𝑆−1, +    ),  если   𝑆 < 0,  и   𝑆𝑆𝑆(𝑆)  =  (        , 𝑆𝑆−1),  если   𝑆 > 0. 

Что же касается борелевского типа множества  𝑆𝑆𝑆(𝑆), то в докладе устанавливается 
только заметно более слабый по сравнению с утверждением теоремы 1 факт: мно - 

жество  𝑆𝑆𝑆(𝑆)  может  быть  любым  открытым  множеством,  дополнение  которого  до 
содержащей его полуоси, ограничено. Отсюда, в частности, следует существование 
таких систем 𝑆 , для которых указанные в теореме 1 оценки границ множе- ства  

𝑆𝑆𝑆(𝑆)   не  только  точны,  но  и  для  которых,  в  отличие  от  приведенного  выше 
примера постоянной диагональной матрицы, не обязательно выполняется равенство 

(𝑆) = (𝑆)  и множество  𝑆𝑆𝑆(𝑆)  является полубесконечным интервалом. Поскольку, 
как несложно видеть, случаи  (𝑆) > 0  и  (𝑆) < 0  сводятся один к другому заменой 
матрицы 𝑆( ) на противоположную ей матрицу 𝑆( ), то теорему 2 мы формулируем 
только для случая  (𝑆) < 0. 

Теорема 2. Для каждого натурального  ≥ 2, какие бы числа 𝑆 < 0,  ≤  < 
< 0   и  открытое  множество   𝑆 (𝑆−1, + ),  дополнение  которого  до   [0, + ) 
ограничено, ни зафиксировать, существует такая система 𝑆 , для которой 

𝑆𝑆𝑆(𝑆) = 𝑆  и имеют место равенства  (𝑆) =   и  (𝑆) = . 
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