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Выражение (6) определяет все коэффициенты уравнений (1), т.е. те квантовые си-
стемы, динамику которых описывает построенное решение. Это двухпараметрическое
семейство (𝑎, 𝑏) моделей частиц с разнообразными дипольными моментами перехо-
дов, с различным расположением энергетических уровней, в том числе с неэквиди-
стантным расположением, что характерно для молекул. Эти системы возбуждаются
излучением, обладающим разными наборами параметров – несущей частотой и ам-
плитудой.

Отметим, что простая функция 𝜎(𝑥; 𝑎, 𝑏) (2) дискретного аргумента 𝑥 определяет
все остальные структуры, связанные с уравнениями типа (1). Она «порождает» соот-
ветствующую систему ортогональных полиномов, построенных в Фурье пространстве
функций 𝑎𝑛(𝑡).

Аналогичным образом можно строить решение уравнений типа (1) для систем с
большим числом 𝑁 > 2 последовательных переходов, взаимодействующих с излуче-
нием.

Работа выполнена при финансовой поддержке Белорусского государственного тех-
нологического университета, Минск, Беларусь и Международной школы SABIS, Эр-
биль, Ирак.
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Рассматривается система дифференциальных уравнений

𝑝1−𝑏 = −𝑝𝑏 +
(𝑝′𝑏 − 𝑏)2

2𝑝2𝑏
+ 𝑡, (1)

𝑝𝑏 = −𝑝1−𝑏 +
(𝑝′1−𝑏 + 𝑏− 1)2

2𝑝21−𝑏

+ 𝑡 (2)

с квадратичной нелинейностью производной неизвестных функций 𝑝𝑏, 𝑝1−𝑏 незави-
симой переменной 𝑡 и произвольным параметром 𝑏.

Пусть 𝑝𝑏 = 𝑝(𝑡, 𝑏), 𝑝1−𝑏 = 𝑝(𝑡, 1 − 𝑏) – две произвольные функции, удовлетворя-
ющие системе (1), (2) при значении параметра 𝑏. Исключая из (1), (2) независимую
переменную 𝑡, получим условие

𝑝1−𝑏(𝑝
′
𝑏 − 𝑏) − 𝜀𝑝𝑏(𝑝

′
1−𝑏 + 𝑏− 1) = 0, 𝜀2 = 1.

1. При 𝜀 = 1 имеем условие

𝑝1−𝑏(𝑝
′
𝑏 − 𝑏) − 𝑝𝑏(𝑝

′
1−𝑏 + 𝑏− 1) = 0. (3)
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Исключая в (3) с помощью (1) функцию 𝑝1−𝑏 и полагая 𝑝′𝑏 − 𝑏 ̸= 0, относительно 𝑝𝑏
получим уравнение

2𝑝𝑏𝑝
′′
𝑏 = 𝑝′2𝑏 + 4𝑝3𝑏 − 2𝑡𝑝2𝑏 − 𝑏2. (4)

Если в (3) с помощью (2) исключить 𝑝𝑏, то относительно 𝑝1−𝑏 (при условии 𝑝′1−𝑏 +
+ 𝑏− 1 ̸= 0) получим уравнение

2𝑝1−𝑏𝑝
′′
1−𝑏 = 𝑝′

2
1−𝑏 + 4𝑝31−𝑏 − 2𝑡𝑝21−𝑏 − (1 − 𝑏)2, (5)

т.е. уравнение (4), в котором 𝑏→ 1 − 𝑏.
Отметим следующее свойство решений уравнения (4): если 𝑝𝑏 = 𝑝(𝑡, 𝑏) – решение

(4), то 𝑝−𝑏 = 𝑝(𝑡,−𝑏) также является его решением.
Теорема 1. Пусть 𝑝𝑏 (𝑝′𝑏−𝑏 ̸= 0), 𝑝1−𝑏 (𝑝′1−𝑏+𝑏−1 ̸= 0) – произвольные функции,

удовлетворяющие системе (1), (2). Тогда при выполнении условия (3) они являются
решениями уравнений (4), (5) соответственно.

Уравнение (4) с точностью до преобразования 𝑝𝑏 = 2𝛼𝑤, 𝑏 = 2𝛼, 𝛼 ̸= 0 совпадает
с уравнением XXXIV из списка [1].

2. В случае 𝜀 = −1 имеем условие

𝑝1−𝑏(𝑝
′
𝑏 − 𝑏) + 𝑝𝑏(𝑝

′
1−𝑏 + 𝑏− 1) = 0. (6)

Исключая в (6) с помощью (1) функцию 𝑝1−𝑏 относительно 𝑝𝑏 (𝑝′𝑏 − 𝑏 ̸= 0) получим
уравнение

2𝑝𝑏𝑝
′′
𝑏 = 3𝑝′

2
𝑏 − 4𝑏𝑝′𝑏 + 2𝑡𝑝2𝑏 + 𝑏2. (7)

Исключая в (6) с помощью (2) функцию 𝑝𝑏 приходим к уравнению 𝑝1−𝑏 (𝑝′1−𝑏 + 𝑏 −
− 1 ̸= 0):

2𝑝1−𝑏𝑝
′′
1−𝑏 = 3𝑝′

2
1−𝑏 − 4(1 − 𝑏)𝑝′1−𝑏 + 2𝑡𝑝21−𝑏 + (1 − 𝑏)2, (8)

т.е. к уравнению (7), в котором 𝑏→ 1 − 𝑏.
Отметим, что если 𝑝(𝑡, 𝑏) – решение уравнения (7), то −𝑝(𝑡,−𝑏) также решение

этого уравнения.
Теорема 2. Пусть 𝑝𝑏 (𝑝′𝑏−𝑏 ̸= 0), 𝑝1−𝑏 (𝑝′1−𝑏+𝑏−1 ̸= 0) – произвольные функции,

удовлетворяющие системе (1), (2). Тогда при выполнении условия (6) они являются
решениями уравнений (7), (8) соответственно.

Таким образом, формулы (1), (2) определяют прямое и обратное преобразование
Беклунда как уравнения (4), так и уравнения (7).

Уравнение (7) в случае 𝑏 = 0 подстановкой 𝑝𝑏 = 𝑢−2 приводится к уравнению
Эйри 𝑢′′ = −𝑡𝑢/2.

Подстановка 𝑝𝑏 = 𝑏 · 𝑣−1 (𝑏 ̸= 0) преобразует (7) в уравнение

2𝑣𝑣′′ = 𝑣′2 − 4𝑣2𝑣′ − 2𝑡𝑣2 − 𝑣4. (9)

Полагая в (9)
𝑣 = 𝑇 ′𝑇−1 (10)

относительно функции 𝑇 получим уравнение

2𝑇 ′𝑇 ′′′ = 𝑇 ′′2 − 2𝑡𝑇 ′2. (11)

После дифференцирования (11) получаем линейное уравнение

𝑇 𝐼𝑉 = −2𝑡𝑇 ′′ − 𝑇 ′.
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Теорема 3. Уравнение (7) является уравнением Пенлеве-типа. Его общее реше-
ние есть рациональная функция постоянных интегрирования.

Рассмотрим уравнение

2𝑣𝑣′′ = 𝑣′2 − 4𝑣2𝑣′ − 𝑣4 + 2𝐹 (𝑡)𝑣2 − 𝛾, (12)

где 𝐹 (𝑡) – произвольная аналитическая функция; 𝛾 – произвольный параметр.
Введением в (12) замены (10), а также дифференцированием полученного уравне-

ния приходим к уравнению

𝑇 𝐼𝑉 = 2𝐹𝑇 ′′ + 𝐹 ′𝑇 ′ − 𝛾𝑇. (13)

Следовательно, общее решение уравнения (12) на основании (10), (13) есть рациональ-
ная функция постоянных интегрирования.

Уравнение (9) совпадает с (12) при 𝐹 (𝑡) = −𝑡, 𝛾 = 0. В случае 𝛾 = 1 уравнение
(12) есть XXVII каноническое уравнение в случае 𝑚 = 2 из списка [1].

Преобразование Беклунда для уравнения (12) в случае 𝐹 (𝑡) = 2(𝑡2 + 𝛼), 𝛾 = −2𝛽
(𝛼 – произвольный параметр) получено в [2].
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Пусть 𝐿 – простой гладкий замкнутый контур, который делит расширенную ком-
плексную плоскость на две области: внутреннюю 𝐷+ и внешнюю 𝐷−. Не ограничи-
вая общности, будем считать, что 𝑧 = 0 ∈ 𝐷+, 𝑧 = ∞ ∈ 𝐷−. Пусть на 𝐿 заданы
функции 𝐺(𝑡), 𝑔(𝑡) ∈ 𝐻𝜇(𝐿), причем 𝐺(𝑡) ̸= 0, 𝑡 ∈ 𝐿. Необходимо найти все функ-
ции Φ±(𝑧), отличные от тождественного нуля, однозначные и аналитические в 𝐷±

соответственно, непрерывные предельные значения которых Φ±(𝑡) ̸= 0 на контуре 𝐿
удовлетворяют краевому условию

[Φ+(𝑡)]𝛼 = 𝐺(𝑡)[Φ−(𝑡)]𝛽 + 𝑔(𝑡), (1)

где 𝛼 ∈ Q+ – произвольное рациональное положительное число, 𝛽 ∈ N – произвольное
натуральное число.

Решения будем искать в классах функций A𝑘,𝑙,𝑟, где 𝑘 – количество нулей в об-
ласти 𝐷+, 𝑙 – количество нулей в области 𝐷−, 𝑟 – количество нулей на контуре 𝐿.
При этом параметры 𝑘, 𝑙, 𝑟 ∈ N0 таковы, что

κ0 = κ − 𝛼𝑘 − 𝛽𝑙 > 0,

где κ = ind𝐿𝐺(𝑡).


