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Аннотация. Объект данного исследования — структуры на однородных пространствах.

Одной из важных проблем геометрии является задача об установлении связей между

кривизной и структурой многообразия. В общем случае задача исследования многообразий

различных типов является достаточно сложной. Поэтому естественно рассматривать

данную задачу в более узком классе нередуктивных однородных пространств. Если

однородное пространство является редуктивным, то оно всегда допускает инвариантную

связность; если же существует хотя бы одна инвариантная связность, то пространство

является изотропно-точным. В работе изучаются трехмерные нередуктивные однородные

пространства, допускающие инвариантные аффинные связности только ненулевой кривизны.

Определены основные понятия: изотропно-точная пара, (инвариантная) аффинная связность,

тензор кручения, тензор кривизны, тензор Риччи, эквиаффинная (локально эквиаффинная)

связность, редуктивное пространство. Целью данной работы является описание эквиаф-

финных (локально эквиаффинных) связностей на однородных пространствах указанного

вида. В основной части работы для трехмерных нередуктивных однородных пространств

(допускающих инвариантные связности только ненулевой кривизны) найдены и выписаны

в явном виде эквиаффинные (локально эквиаффинные) связности. Особенностью методов,

представленных в работе, является применение чисто алгебраического подхода к описанию

многообразий и структур на них. В заключении статьи изложены полученные в работе

результаты, которые могут быть применены в работах по дифференциальной геометрии,

дифференциальным уравнениям, топологии, а также в других разделах математики и

физики, а алгоритмы нахождения связностей могут быть компьютеризованы и использованы

для решения аналогичных задач в больших размерностях.
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Abstract. The introduction of this article states the object of our investigation which is struc-

tures on homogeneous spaces. The problem of establishing links between the curvature and the

structure of a manifold is one of the important problems of geometry. In general, the research of

manifolds of various types is rather complicated. Therefore, it is natural to consider this problem

in a narrower class of non-reductive homogeneous spaces. If a homogeneous space is reductive,

then the space admits an invariant connection. If there exists at least one invariant connection,

then the space is isotropy-faithful. This work studies three-dimensional non-reductive homo-

geneous spaces that admit invariant affine connections of nonzero curvature only. The basic

notions, such as an isotropically-faithful pair, an (invariant) affine connection, curvature and tor-

sion tensors, Ricci tensor, an equiaffine (locally equiaffine) connection, and a reductive space are

defined. The purpose of this work is the description of equiaffine (locally equiaffine) connections

on such spaces. In the main part of this paper, for three-dimensional non-reductive homogeneous

spaces (that admit invariant connections of nonzero curvature only) equiaffine (locally equiaffine)

connections are found and written out in explicit form. The features of the methods presented

in the work is the application of a purely algebraic approach to the description of manifolds

and structures on them. In the conclusion, the results obtained in the work are indicated. The

results can be used in works on differential geometry, differential equations, topology, as well

as in other areas of mathematics and physics. The algorithms for finding connections can be

computerized and used for the solution of similar problems in large dimensions.
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Введение

Интерес к трехмерным геометриям после Г. Римана, Ф. Клейна и Н. И. Лоба-
чевского возобновился в связи с развитием других областей науки, например общей
теории относительности и трехмерной топологии. У. Терстон разработал метод ис-
следования трехмерных многообразий; широко известны гипотеза Пуанкаре и более
общая гипотеза Терстона о геометризации трехмерных многообразий [1], доказа-
тельство которых предложено Г. Перельманом. После работ Э. Картана (например,
[2]) фундаментом и основной составляющей дифференциальной геометрии являются
понятие многообразия, а также теория групп и алгебр Ли. Важный подкласс сре-
ди всех многообразий формируют изотропно-точные однородные пространства. В
частности, этот подкласс содержит все однородные пространства, допускающие
инвариантную аффинную связность. «Необходимость сравнивать те или иные
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геометрические величины в разных точках “кривого” пространства делает понятие
связности одним из важнейших в геометрии и физике» [3, с. 41]. Также связности —
важнейший объект, к которому приводит геометрическая формулировка теории поля.
Целью данной работы является описание инвариантных эквиаффинных (локально
эквиаффинных) связностей на трехмерных нередуктивных пространствах, допускаю-
щих связности только ненулевой кривизны (с описанием таких пространств можно
ознакомиться в работе [4], в которой приведен более подробный тематический обзор,
а также обоснование применяемых методов; при изложении сохранены обозначения,
введенные ранее).

1. Основные определения

Пусть (G,M) — трехмерное однородное пространство, где G — группа Ли на
многообразии M . Зафиксируем произвольную точку o ∈ M и обозначим через
G = Go стабилизатор точки o. Известно, что проблема классификации однородных
пространств (G,M) эквивалентна классификации пар групп Ли (G,G) таких, что
G ⊂ G (см., например, [5]). Поставим в соответствие (G,M) пару (ḡ, g) алгебр Ли,
где ḡ — алгебра Ли группы G, а g — подалгебра ḡ, соответствующая подгруппе G.

Изотропный g-модуль m — это g-модуль ḡ/g такой, что x.(y + g) = [x, y] + g.
Соответствующее представление λ : g → gl(m) является изотропным представ-
лением пары (ḡ, g). Пара (ḡ, g) называется изотропно-точной, если ее изотропное
представление — инъекция.

Между инвариантными аффинными связностями на (G,M) и линейными отоб-
ражениями Λ: ḡ → gl(m) такими, что Λ|g = λ и отображение Λ является g-инва-
риантным, существует взаимно-однозначное соответствие (см. [6]). Будем называть
такие отображения (инвариантными) аффинными связностями на паре (ḡ, g). Если
возможна хотя бы одна связность на паре (ḡ, g), то такая пара является изотропно-
точной (см. [7]). Поскольку тензоры кривизны и кручения инвариантны относитель-
но действия группы Ли G, то они однозначно определяются тензорами на касатель-
ном пространстве к многообразию, причем эти тензоры инвариантны относительно
изотропного действия.

Тензоры кручения T ∈ Inv T2
1(m) и кривизны R ∈ Inv T3

1(m) для всех x, y ∈ ḡ

имеют соответственно вид

T (xm, ym) = Λ(x)ym − Λ(y)xm − [x, y]m,

R(xm, ym) = [Λ(x),Λ(y)]− Λ([x, y]).

Будем говорить, что Λ имеет нулевое кручение или является связностью без круче-
ния, если T = 0. В этом случае имеет место первое тождество Бьянки: R(x, y)z +
+R(y, z)x+R(z, x)y = 0 для всех x, y, z ∈ m.

Определим тензор Риччи Ric(y, z) = tr{x 7→ R(x, y)z}. Будем говорить,
что аффинная связность Λ является локально эквиаффинной, если trΛ([x, y]) =
= 0 для всех x, y ∈ ḡ (т. е. Λ([ḡ, ḡ]) ⊂ sl(m)). Аффинная связность с ну-
левым кручением имеет симметрический тензор Риччи тогда и только тогда, ког-
да она локально эквиаффинна [8]. Действительно, Ric(y, z) − Ric(z, y) = tr{x 7→
7→ R(x, y)z − R(x, z)y}. С учетом первого тождества Бьянки получаем Ric(y, z) −
− Ric(z, y) = tr{x 7→ −R(y, z)x} = trR(y, z). Поскольку Ric(y, z) − Ric(z, y) =
= −tr(Λ(y)Λ(z)−Λ(z)Λ(y))+trΛ([y, z]) = trΛ([y, z]), тензор Ric симметрический тогда
и только тогда, когда trΛ([y, z]) = 0 для всех y, z ∈ ḡ. Под эквиаффинной связнос-
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тью будем понимать аффинную связность Λ (без кручения), для которой trΛ(x) = 0
для всех x ∈ ḡ. В этом случае очевидно, что λ(g) ⊂ sl(m).

Того, что пара является изотропно-точной, недостаточно для существования
инвариантных связностей (см., например, [9]). Однородное пространство Ḡ/G ре-
дуктивно, если алгебра Ли ḡ для Ḡ может быть разложена в прямую сумму век-
торных пространств — алгебры Ли g для G и ad(G)-инвариантного подпространства
m, т. е. если ḡ = g + m, g

⋂
m = 0; ad(G)m ⊂ m. Второе условие влечет [g,m] ⊂ m и

наоборот, если G связна. Этот класс однородных пространств ввел в рассмотрение
П. К. Рашевский [10], у редуктивных пространств при параллельном переносе
сохраняются тензор кривизны и тензор кручения. Если Ḡ/G редуктивно, то оно всег-
да допускает инвариантную связность [7]. Все нередуктивные пространства G/G, до-
пускающие инвариантные аффинные связности, кривизна которых не может быть ну-
левой, приведены в [4]. Найдем эквиаффинные (локально эквиаффинные) связности
на таких пространствах.

Будем определять пару (ḡ, g) таблицей умножения алгебры Ли ḡ. Через
{e1, . . . , en} будем обозначать базис ḡ (n = dim ḡ). Полагаем, что алгебра Ли g

порождается e1, . . . , en−3. Пусть {u1 = en−2, u2 = en−1, u3 = en} – базис m. Бу-
дем описывать аффинную (эквиаффинную) связность через Λ(u1), Λ(u2), Λ(u3) (по-
скольку Λ|g = λ), запишем тензор кручения его значениями T (u1, u2), T (u1, u3),
T (u2, u3). Для ссылки на пару будем использовать обозначение d.n.m, где d —
размерность подалгебры, n — номер подалгебры в gl(3,R), а m — номер пары (ḡ, g),
соответствующий приведенному в [4].

2. Описание эквиаффинных связностей на нередуктивных пространствах

В работе [4] получен следующий результат:

Теорема 1. I. Если нередуктивная пара (ḡ, g), codimḡg = 3, допускает
инвариантные аффинные связности только ненулевой кривизны, то g ⊂ gl(3,R)
эквивалентна одной из следующих подалгебр:

4.21.

x y u

x z ; 3.25.

x z

y ; 3.20.

x y z

λx

µx

,
(λ, µ) = (0, 1/2);

(λ, µ) = (1/5, 2/5);

2.13.

y x

y ; 2.20.

y x

; 1.5.

x

.

Здесь предполагается, что переменные обозначены латинскими буквами и
принимают все значения из R, а параметры обозначаются греческими буквами,
подалгебры с различными значениями параметров не сопряжены друг другу.
Базис подалгебры будем выбирать, придав одной из латинских переменных
значение 1, а остальным 0, нумерация базисных векторов соответствует ал-
фавиту.

II. Любая нередуктивная пара (ḡ, g) типа 4.21, допускающая инвариантные
аффинные связности только ненулевой кривизны, эквивалентна одной и только
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одной из пар 4.21.24, 4.21.25 (δ = 0, 1 соответственно):

4.21.24(25). e1 e2 e3 e4 u1 u2 u3
e1 0 0 e3 e4 u1 u2 0

e2 0 0 e4 0 0 u1 e2
e3 −e3 −e4 0 0 0 0 u2
e4 −e4 0 0 0 0 0 e4 + u1
u1 −u1 0 0 0 0 0 αe4
u2 −u2 −u1 0 0 0 0 αe3 + δe4 − u2
u3 0 −e2 −u2 −e4 − u1 −αe4 −αe3 − δe4 + u2 0

, α < −1/4.

Любая нередуктивная пара (ḡ, g) типа 3.20, допускающая инвариантные аф-
финные связности только ненулевой кривизны, эквивалентна одной и только
одной из пар 3.20.22, 3.20.27:

3.20.22. e1 e2 e3 u1 u2 u3
e1 0 e2 (1/2)e3 u1 0 (1/2)u3
e2 −e2 0 0 0 u1 0

e3 −(1/2)e3 0 0 0 e3 u1
u1 −u1 0 0 0 2u1 0

u2 0 −u1 −e3 −2u1 0 e3 − u3
u3 −(1/2)u3 0 −u1 0 −e3 + u3 0

,

3.20.27. e1 e2 e3 u1 u2 u3
e1 0 (4/5)e2 (3/5)e3 u1 (1/5)u2 (2/5)u3
e2 −(4/5)e2 0 0 0 u1 0

e3 −(3/5)e3 0 0 0 e2 u1
u1 −u1 0 0 0 0 0

u2 −(1/5)u2 −u1 −e2 0 0 e3
u3 −(2/5)u3 0 −u1 0 −e3 0

.

Любая нередуктивная пара (ḡ, g) типа 3.25, допускающая инвариантные аф-
финные связности только ненулевой кривизны, эквивалентна одной и только
одной из пар 3.25.25, 3.25.26 (при δ = 0, 1 соответственно):

3.25.25(26). e1 e2 e3 u1 u2 u3
e1 0 0 e2 0 u1 e1
e2 0 0 0 0 0 u1
e3 e2 0 0 0 0 −e3 + u2
u1 0 0 0 0 0 αe2 + (1 + β)u1
u2 −u1 0 0 0 0 δe2 + αe3 + βu2
u3 −e1 −u1 e3 − u2 −αe2 − (1 + β)u1 −δe2 − αe3 − βu2 0

,

α < −(β + 1)2/4.

Любая нередуктивная пара (ḡ, g) типа 2.13, допускающая инвариантные аф-
финные связности только ненулевой кривизны, эквивалентна одной и только
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одной из пар 2.13.7, 2.13.8, где

2.13.8. e1 e2 u1 u2 u3
e1 0 0 0 u1 u2
e2 0 0 0 0 e2 + u1
u1 0 0 0 0 αu1
u2 −u1 0 0 0 βe1 + αu2
u3 −u2 −e2 − u1 −αu1 −βe1 − αu2 0

, β 6= 1/4− α/2,

а 2.13.7 совпадает с 2.13.8 кроме [u2, u3] = (1− α)e1 + e2 + αu2, α 6= 3/2.

Любая нередуктивная пара (ḡ, g) типа 2.20, допускающая инвариантные аф-
финные связности только ненулевой кривизны, эквивалентна одной и только
одной из пар 2.20.3, 2.20.6, 2.20.8, 2.20.9, 2.20.12, 2.20.14, 2.20.22:

2.20.3, 2.20.8. e1 e2 u1 u2 u3
e1 0 0 0 e1 + u1 0

e2 0 0 0 δe1 + e2 u1
u1 0 0 0 2u1 0

u2 −e1 − u1 −δe1 − e2 −2u1 0 e2 − u3
u3 0 −u1 0 −e2 + u3 0

, δ = 0, 1,

2.20.6. e1 e2 u1 u2 u3
e1 0 0 0 u1 0

e2 0 0 0 e1 u1
u1 0 0 0 0 0

u2 −u1 −e1 0 0 e2
u3 0 −u1 0 −e2 0

,

2.20.12, 2.20.14. e1 e2 u1 u2 u3
e1 0 0 0 u1 −2e1
e2 0 0 0 δe1 −e2 + u1
u1 0 0 0 0 −3u1
u2 −u1 −δe1 0 0 e2 − u2
u3 2e1 e2 − u1 3u1 u2 − e2 0

,

δ = ±1,
2.20.9. e1 e2 u1 u2 u3
e1 0 0 0 u1 αe1
e2 0 0 0 0 u1 + (α + 1)e2
u1 0 0 0 0 2αu1
u2 −u1 0 0 0 e1 + αu2
u3 −αe1 −u1 − (α + 1)e2 −2αu1 −e1 − αu2 0

,

2.20.22. e1 e2 u1 u2 u3
e1 0 0 0 u1 αe1
e2 0 0 0 e1 u1 + (α + 1)e2
u1 0 0 0 0 (α− 1)u1
u2 −u1 −e1 0 0 −u2
u3 −αe1 −u1 − (α + 1)e2 (1− α)u1 u2 0

.

Любая нередуктивная пара (ḡ, g) типа 1.5, допускающая инвариантные аф-

310 Научный отдел



Н. П. Можей. Нередуктивные пространства с эквиаффинными связностями

финные связности только ненулевой кривизны, эквивалентна 1.5.21, где

1.5.21. e1 u1 u2 u3
e1 0 0 e1 u1
u1 0 0 u1 −e1
u2 −e1 −u1 0 0

u3 −u1 e1 0 0

.

Доказательство теоремы приведено в [4].
Используя приведенную классификацию трехмерных нередуктивных однородных

пространств, не допускающих связностей нулевой кривизны, найдем эквиаффинные
(локально эквиаффинные) связности на пространствах указанного вида.

Теорема 2. Пусть (ḡ, g) — трехмерное нередуктивное однородное простран-
ство, допускающее инвариантные связности только ненулевой кривизны (приве-
денное в теореме 1). Локально эквиаффинные связности (без кручения) на (ḡ, g)
имеют вид, приведенный в табл. 1 (здесь и далее pij, qij, rij ∈ R (i, j = 1, 3)).

Таблица 1 / Table 1

Локально эквиаффинная связность / Locally equiaffine connection

Пара Локально эквиаффинная связность

Pair Locally equiaffine connection

4.21.24, 4.21.25






0 0 p1,3
0 0 0

0 0 0




,






0 0 0

0 0 p1,3
0 0 0




,






p1,3 0 0

0 p1,3 + 1 0

0 0 2p1,3 + 1






3.20.27






0 0 0

0 0 0

0 0 0




,






0 0 0

0 0 0

0 1 0




,






0 0 0

0 0 0

0 0 0






3.20.22






0 p1,2 0

0 0 0

0 0 0




,






p1,2 − 2 0 0

0 2p1,2 − 2 0

0 0 p1,2 − 1




,






0 0 r1,3
0 0 0

0 p1,2 0






3.25.25, 3.25.26






0 0 p1,3
0 0 0

0 0 0




,






0 0 0

0 0 p1,3
0 0 0




,






p1,3−β−1 0 r1,3
0 p1,3−β 0

0 0 2p1,3−β−1






2.13.7, 2.13.8






0 0 p1,3
0 0 p1,2
0 0 0




,






0 1/2 q1,3
0 0 1/2+p1,3
0 0 0




,






p1,3−α q1,3 r1,3
0 p1,3−α+1/2 2q1,3
0 0 2p1,3−α+1






2.20.3(δ = 0)

2.20.8(δ = 1)






0 p1,2 0

0 0 0

0 0 0




,






p1,2 − 2 q1,2 q1,3
0 2p1,2 − 1 0

0 δ p1,2 − 1




,






0 q1,3 r1,3
0 0 0

0 p1,2 0






2.20.6






0 p1,2 p1,3
0 0 0

0 0 0




,






p1,2 q1,2 q1,3
0 2p1,2 p1,3
0 1 p1,2




,






p1,3 q1,3 r1,3
0 p1,3 0

0 p1,2 2p1,3






2.20.9






0 p1,2 p1,3
0 0 0

0 0 0




,






p1,2 q1,2 q1,3
0 2p1,2 p1,3
0 0 p1,2




,






p1,3−2α q1,3 r1,3
0 p1,3−α 0

0 p1,2 2p1,3−α+1




,

при α6=0
p1,2 = 0
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Окончание табл. 1 / Table 1 (continued)

Пара Локально эквиаффинная связность

Pair Locally equiaffine connection

2.20.22






0 0 p1,3
0 0 0

0 0 0




,






0 q1,2 q1,3
0 0 p1,3
0 1 0




,






p1,3 − α+ 1 q1,3 r1,3
0 p1,3 + 1 0

0 0 2p1,3 + 2






2.20.12(δ = 1)

2.20.14(δ=−1)






0 0 p1,3
0 0 0

0 0 0




,






0 q1,2 q1,3
0 0 p1,3
0 δ 0




,






p1,3 + 3 r1,2 r1,3
0 p1,3 + 1 0

0 0 2p1,3 + 2






1.5.21






0 p1,2 p1,3
0 0 0

0 0 0




,






p1,2 − 1 q1,2 q1,3
0 q2,2 q2,3
0 0 p1,2−2




,






p1,3 q1,3 r1,3
0 q2,3 r2,3
0 p1,2 2p1,3






Эквиаффинные связности имеют вид, приведенный в табл. 2.

Таблица 2 / Table 2

Эквиаффинная связность / Equiaffine connection

Пара Эквиаффинная связность

Pair Equiaffine connection

3.25.25

3.25.26






0 0 3β/4+1/2

0 0 0

0 0 0




,






0 0 0

0 0 3β/4+1/2

0 0 0




,






−β/4−1/2 0 r1,3
0 −β/4+1/2 0

0 0 β/2






2.13.7

2.13.8






0 0 3α/4−3/8
0 0 p1,2
0 0 0




,






0 1/2 q1,3
0 0 3α/4+1/8

0 0 0




,






−α/4−3/8 q1,3 r1,3
0 −α/4+1/8 2q1,3
0 0 α/2+1/4






2.20.3 (δ=0)

2.20.8 (δ=1)






0 1 0

0 0 0

0 0 0




,






−1 q1,2 q1,3
0 1 0

0 δ 0




,






0 q1,3 r1,3
0 0 0

0 1 0






2.20.6






0 0 0

0 0 0

0 0 0




,






0 q1,2 q1,3
0 0 0

0 1 0




,






0 q1,3 r1,3
0 0 0

0 0 0






2.20.9






0 0 α− 1/4

0 0 0

0 0 0




,






0 q1,2 q1,3
0 0 α− 1/4

0 0 0




,






−α− 1/4 q1,3 r1,3
0 −1/4 0

0 0 α+ 1/2






2.20.22






0 0 1/4α− 1

0 0 0

0 0 0




,






0 q1,2 q1,3
0 0 1/4α− 1

0 1 0




,






−3/4α q1,3 r1,3
0 1/4α 0

0 0 1/2α






2.20.12 (δ=1)

2.20.14 (δ=−1)






0 0 −3/2
0 0 0

0 0 0




,






0 q1,2 q1,3
0 0 −3/2
0 δ 0




,






3/2 r1,2 r1,3
0 −1/2 0

0 0 −1






1.5.21






0 p1,2 p1,3
0 0 0

0 0 0




,






p1,2−1 q1,2 q1,3
0 −2p1,2+3 −3p1,3
0 0 p1,2−2




,






p1,3 q1,3 r1,3
0 −3p1,3 r2,3
0 p1,2 2p1,3






В случаях 4.21.24, 4.21.25, 3.20.27, 3.20.22 (ḡ, g) не допускает эквиаффинных
связностей.
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Доказательство. Для каждой пары, приведенной в теореме 1, найдем эквиаф-
финные (локально эквиаффинные) связности. Например, в случаях 4.21.24 и 4.21.25
аффинная связность имеет вид





0 0 p1,3
0 0 0

0 0 0



 ,





0 0 q1,3
0 0 p1,3
0 0 0



 ,





r1,1 −q1,3 0

0 r1,1 + 1 0

0 0 r1,1 + p1,3 + 1



 .

Тензор кручения в случаях 4.21.24, 4.21.25 принимает вид (0, 0, 0), (p1,3−r1,1, 0, 0),
(2q1,3, p1,3 − r1,1, 0). Соответственно, T = 0 при r1,1 = p1,3, q1,3 = 0. В этих случаях
связность является локально эквиаффинной, поскольку trΛ([y, z]) = 0 для всех
y, z ∈ ḡ. Связность не является эквиаффинной при любых значениях параметров,
так как даже λ(g) не принадлежит sl(m).

Аналогично в случае 3.20.27 аффинная связность имеет вид





0 0 0

0 0 0

0 0 0



 ,





0 0 0

0 0 0

0 1 0



 ,





0 0 0

0 0 0

0 0 0



 ,

тензор кручения нулевой; связность является локально эквиаффинной, поскольку
trΛ([y, z]) = 0 для всех y, z ∈ ḡ; связность не является эквиаффинной, так как даже
λ(g) не принадлежит sl(m).

В случае 3.20.22 аффинная связность имеет вид





0 p1,2 0

0 0 0

0 0 0



 ,





q1,1 0 0

0 q1,1 + p1,2 0

0 0 q1,1 + 1



 ,





0 0 r1,3
0 0 0

0 p1,2 0



 ,

тензор кручения — (p1,2 − q1,1 − 2, 0, 0), (0, 0, 0), (0, 0, q1,1 + 2− p1,2), T = 0 при
q1,1 = p1,2 − 2, тогда связность является локально эквиаффинной, поскольку
trΛ([y, z]) = 0 для всех y, z ∈ ḡ; связность не является эквиаффинной, так как
даже λ(g) не принадлежит sl(m).

Аффинная связность в случаях 3.25.25, 3.25.26 имеет вид





0 0 p1,3
0 0 0

0 0 0



 ,





0 0 q1,3
0 0 p1,3
0 0 0



 ,





r1,1 −q1,3 r1,3
0 r1,1 + 1 0

0 0 r1,1 + p1,3



 ,

тензор кручения — (0, 0, 0), (p1,3 − r1,1 − 1 − β, 0, 0), (2q1,3, p1,3 − r1,1 − 1 − β, 0).
Соответственно, T = 0 при r1,1 = p1,3 − β − 1, q1,3 = 0, связность является локально
эквиаффинной, поскольку trΛ([y, z]) = 0 для всех y, z ∈ ḡ. Связность является эк-
виаффинной при trΛ(x) = 0 для всех x ∈ ḡ, т.е. при 3r1,1+p1,3+1 = 0, следовательно,
4p1,3 − 3β − 2 = 0.

Аффинная связность в случаях 2.13.7, 2.13.8 имеет вид





0 0 p1,3
0 0 p1,2
0 0 0



,





0 1/2 q1,3
0 0 1/2 + p1,3
0 0 0



,





r1,1 r1,2 r1,3
0 r1,1 + 1/2 r1,2 + q1,3
0 0 r1,1+p1,3 + 1



 ,

Математика 313



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2021. Т. 21, вып. 3

тензор кручения — (0, 0, 0), (p1,3 − r1,1 − α, 0, 0), (q1,3 − r1,2, p1,3 − r1,1 − α, 0). Соот-
ветственно, T = 0 при r1,1 = p1,3 − α, r1,2 = q1,3, связность является локально эк-
виаффинной, поскольку trΛ([y, z]) = 0 для всех y, z ∈ ḡ. Связность является эквиаф-
финной при trΛ(x) = 0 для всех x ∈ ḡ, т.е. при 3r1,1 + p1,3 + 3/2 = 0, следовательно,
4p1,3 − 3α + 3/2 = 0.

Аффинные связности для пар типа 2.20 имеют следующий вид:
2.20.3 (δ = 0), 2.20.8 (δ = 1)





0 p1,2 p1,3
0 0 0

0 0 0



 ,





q1,1 q1,2 q1,3
0 q1,1+p1,2 + 1 p1,3
0 δ q1,1+1



 ,





r1,1 r1,2 r1,3
0 r1,1 0

0 p1,2 r1,1 + p1,3



 , δ = 0, 1,

2.20.6





0 p1,2 p1,3
0 0 0

0 0 0



,





q1,1 q1,2 q1,3
0 q1,1+p1,2 p1,3

0 1 q1,1



,





r1,1 r1,2 r1,3
0 r1,1 0

0 p1,2 r1,1 + p1,3



 ,

2.20.9 (δ = 0), 2.20.22 (δ = 1)





0 p1,2 p1,3
0 0 0

0 0 0



 ,





q1,1 q1,2 q1,3
0 q1,1 + p1,2 p1,3

0 δ q1,1



 ,





r1,1 r1,2 r1,3
0 r1,1 + α 0

0 p1,2 r1,1 + p1,3 + α + 1



 , δ = 0, 1,

2.20.12 (δ = 1), 2.20.14 (δ = −1)




0 p1,2 p1,3
0 0 0

0 0 0



,





q1,1 q1,2 q1,3
0 q1,1 + p1,2 p1,3

0 δ q1,1



,





r1,1 r1,2 r1,3
0 r1,1 − 2 0

0 p1,2 r1,1 + p1,3 − 1



, δ = ±1.

Тензор кручения в случаях 2.20.3, 2.20.8 имеет вид (p1,2 − q1,1 − 2, 0, 0),
(p1,3 − r1,1, 0, 0), (q1,3 − r1,2, p1,3 − r1,1, q1,1 + 2− p1,2), аналогично вышеизложенному
T = 0 при q1,1 = p1,2 − 2, r1,1 = p1,3, r1,2 = q1,3, связность является локально эк-
виаффинной, если, кроме того, 3r1,1 + p1,3 = 0, поскольку [u2, u3] = e2 − u3, тогда
trΛ(e2−u3) = 0, т.е. p1,3 = 0; связность является эквиаффинной при 3q1,1+p1,2+2 = 0,
3r1,1 + p1,3 = 0, т.е. при p1,3 = 0, p1,2 = 1.

В случае 2.20.6 тензор кручения — (p1,2 − q1,1, 0, 0), (p1,3 − r1,1, 0, 0), (q1,3 − r1,2,
p1,3 − r1,1, q1,1 − p1,2), T = 0 при q1,1 = p1,2, r1,1 = p1,3, r1,2 = q1,3, тогда
связность является локально эквиаффинной; связность является эквиаффинной при
3q1,1 + p1,2 = 0, 3r1,1 + p1,3 = 0, т.е. при p1,3 = 0, p1,2 = 0.

В случае 2.20.9 — (p1,2 − q1,1, 0, 0), (p1,3 − r1,1 − 2α, 0, 0), (q1,3 − r1,2, p1,3 − r1,1 −
− 2α, q1,1 − p1,2), T = 0 при q1,1 = p1,2, r1,1 = p1,3 − 2α, r1,2 = q1,3, тогда при
α = 0 связность является локально эквиаффинной, а при α 6= 0 — только если
3q1,1+p1,2 = 0, т.е. при p1,2 = 0; связность является эквиаффинной при 3q1,1+p1,2 = 0,
3r1,1 + p1,3 + 2α + 1 = 0, т.е. p1,3 = α− 1/4, p1,2 = 0.

В случях 2.20.12, 2.20.14 — (p1,2 − q1,1, 0, 0), (p1,3 − r1,1 + 3, 0, 0), (q1,3 − r1,2,
p1,3 − r1,1 + 3, q1,1 − p1,2), T = 0 при q1,1 = p1,2, r1,1 = p1,3 + 3, r1,2 = q1,3, связность
является локально эквиаффинной, если, кроме того, 3q1,1 + p1,2 = 0, т. е. p1,2 = 0;
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связность является эквиаффинной при 3q1,1 + p1,2 = 0, 3r1,1 + p1,3 − 3 = 0, т. е. при
p1,3 = −3/2, p1,2 = 0.

В случае 2.20.22 — (p1,2− q1,1, 0, 0), (p1,3− r1,1−α+1, 1, 0), (q1,3− r1,2, p1,3− r1,1−
− α + 1, q1,1 − p1,2), T = 0 при q1,1 = p1,2, r1,1 = p1,3 − α + 1, r1,2 = q1,3, связность
является локально эквиаффинной, если, кроме того, 3q1,1 + p1,2 = 0, т. е. p1,2 = 0;
связность является эквиаффинной при 3q1,1 + p1,2 = 0, 3r1,1 + p1,3 + 2α + 1 = 0, т. е.
p1,3 = α/4− 1, p1,2 = 0.

Аффинная связность в случае 1.5.21 имеет вид





0 p1,2 p1,3
0 0 p2,3
0 0 0



 ,





q1,1 q1,2 q1,3
0 q2,2 q2,3
0 0 q1,1 − 1



 ,





r1,1 r1,2 r1,3
−p2,3 r2,2 r2,3

0 p1,2 r1,1 + p1,3



 ,

а тензор кручения — (p1,2 − q1,1 − 1, 0, 0), (p1,3 − r1,1, 2p2,3, 0), (q1,3 − r1,2, q2,3 − r2,2,
q1,1+1− p1,2), T = 0 при q1,1 = p1,2− 1, r1,1 = p1,3, p2,3 = 0, r1,2 = q1,3, r2,2 = q2,3, тогда
связность является локально эквиаффинной; связность является эквиаффинной при
2q1,1 + q2,2− 1 = 0, 2r1,1 + r2,2 + p1,3 = 0, т. е. при q2,2 = −2p1,2 +3, q2,3 = −3p1,3, таким
образом, связности имеют вид, приведенный в теореме. �

Заключение

В работе для всех трехмерных нередуктивных однородных пространств (допус-
кающих инвариантные связности только ненулевой кривизны) найдены и выписаны
в явном виде эквиаффинные (локально эквиаффинные) связности. Полученные ре-
зультаты могут быть применены в работах по дифференциальной геометрии, диф-
ференциальным уравнениям, топологии, в теории представлений, а также в других
разделах современной математики и в теоретической физике, методы, изложенные
в работе, могут быть применены для анализа физических моделей, а алгоритмы
нахождения связностей могут быть компьютеризованы и использованы для решения
аналогичных задач в больших размерностях.
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