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Ïðîðàøíåâ ➶✳ ❐✳
Ôàêóëüòåò èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è óïðàâëåíèÿ

➪åëîðóññêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èíôîðìàòèêè è ðàäèîýëåêñòðîíèêè

❒èíñê✱ Ðåñïóáëèêà ➪åëàðóñü

❊✲♠❛✐❧✿ ♣r♦r❛s❤♥❡✈✳✈s❡✈♦❧♦❞❅♠❛✐❧✳r✉

➶ ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ îïòèìèçàöèè àëãîðèòìà òðèàíãóëÿöèè äëÿ ïàêåòîâ ✸ä✲ìîäåëèðîâàíèÿ✳

Ðàññìîòðåíèå âàðèàíòîâ îïòèìèçàöèè
àëãîðèòìà òðèàíãóëÿöèè

Ïðîöåäóðà òðèàíãóëÿöèè â âû÷èñëèòåëü✲
íîé ãåîìåòðèè ✲ ýòî ðàçëîæåíèå ìíîãîóãîëüíîé
ôèãóðû P íà íåêîòîðîå ìíîæåñòâî òðåóãîëüíè✲
êîâ✱ ò✳å✳ íàõîæäåíèå ìíîæåñòâà òðåóãîëüíèêîâ ñ
ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèìèñÿ âíóòðåííèìè îáëà✲
ñòÿìè✱ îáúåäèíåíèåì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ P✳ Òðè✲
àíãóëèðîâàòü ëþáîé âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê
çà ëèíåéíîå âðåìÿ â âååðíóþ òðèàíãóëÿöèþ òðè✲
âèàëüíî✱ äîáàâëÿÿ äèàãîíàëè îò îäíîé âåðøè✲
íû êî âñåì îñòàëüíûì âåðøèíàì✳ ❰áùåå êîëè✲
÷åñòâî ñïîñîáîâ òðèàíãóëèðîâàòü âûïóêëûé ♥✲
óãîëüíèê íåïåðåñåêàþùèìèñÿ äèàãîíàëÿìè ✲ ýòî
✭♥✲✷✮✲å ÷èñëî ✃àòàëàíà✱ êîòîðîå ìîæíî âû÷èñ✲
ëèòü ïî ôîðìóëå ✭✶✮✱ îòêðûòîé ❐åîíàðäîì Ýé✲
ëåðîì✳

Cn−2 =
n(n+ 1) . . . (2n− 4)

(n− 2)!
. (1)

Ñîãëàñíî äàííîé ôîðìóëå íà ïðèìåðå âûïóêëî✲
ãî ñåìèóãîëüíèêà ✭✼✲ñòîðîííåãî âûïóêëîãî ìíî✲
ãîóãîëüíèêà✮ èìååì ✹✷ âîçìîæíûõ òðèàíãóëÿöèè
✭ðèñóíîê ✶✮✳ Ýòî êîëè÷åñòâî çàäàåòñÿ ✺✲ì êàòà✲
ëàíñêèì ÷èñëîì✳

Ðèñ✳ ✶ ✕ ✹✷ âàðèàíòà òðèàíãóëÿöèè ñåìèóãîëüíèêà

❰äíàêî✱ âååðíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ ïåðåñòàåò
áûòü àêòóàëüíîé ïðè ðàññìîòðåíèè áîëåå ñëîæ✲

íûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ✱ íå óäîâëåòâîðÿþùèõ òðå✲
áîâàíèþ âûïóêëîñòè✳ ➘ëÿ òàêîãî ñëó÷àÿ ñóùå✲
ñòâóþò ìåòîäû ➽îáðåçàíèÿ óøåé➾ è ➽ìîíîòîííîé
òðèàíãóëÿöèè➾✳ ❬✶❪

❒åòîä îáðåçàíèÿ óøåé îñíîâûâàåòñÿ íà
òîì✱ ÷òî ëþáîé ïðîñòîé ìíîãîóãîëüíèê ñ ìèíè✲
ìóì ✹ âåðøèíàìè áåç îòâåðñòèé èìååò êàê ìèíè✲
ìóì äâà ➽óõà➾ ✕ òðåóãîëüíèêè✱ äâå ñòîðîíû êî✲
òîðûõ ÿâëÿþòñÿ êðàÿìè ìíîãîóãîëüíèêà✱ à òðå✲
òüÿ ñòîðîíà íàõîäèòñÿ ïîëíîñòüþ âíóòðè íåãî✳
➚ëãîðèòì ñîñòîèò â òîì✱ ÷òîáû íàéòè òàêîå óõî✱
óäàëèòü åãî èç ìíîãîóãîëüíèêà ✭â ðåçóëüòàòå ÷å✲
ãî ïîëó÷àåòñÿ íîâûé ìíîãîóãîëüíèê✱ êîòîðûé
âñå åùå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì✮ è ïîâòîðÿòü✱
ïîêà íå îñòàíåòñÿ òîëüêî îäèí òðåóãîëüíèê✳ Ýòîò
àëãîðèòì ïðîñò â ðåàëèçàöèè✱ íî ðàáîòàåò ìåä✲
ëåííåå✱ ÷åì íåêîòîðûå äðóãèå àëãîðèòìû✱ è îí
ðàáîòàåò òîëüêî íà ìíîãîóãîëüíèêàõ áåç îòâåð✲
ñòèé✳ Ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì îáðåçàíèÿ óøåé
áûë íàéäåí Õîññàìîì Ýëü ➹èíäè✱ Õåéçåë Ýâå✲
ðåòò è ➹îäôðèäîì Òóññåíîì✳

❒îíîòîííàÿ òðèàíãóëÿöèÿ ìíîãîóãîëüíè✲
êîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçáèåíèè ìíîãîóãîëüíèêà
íà ìîíîòîííûå ìíîãîóãîëüíèêè✳ Ïðîñòîé ìíî✲
ãîóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì îòíîñèòåëüíî
ïðÿìîé ▲✱ åñëè ëþáàÿ ïðÿìàÿ✱ îðòîãîíàëüíàÿ ê
▲✱ ïåðåñåêàåò ìíîãîóãîëüíèê íå áîëåå äâóõ ðàç✳
❒îíîòîííûé ìíîãîóãîëüíèê ìîæåò áûòü ðàç✲
áèò íà äâå ìîíîòîííûå öåïè✳ ❒íîãîóãîëüíèê✱
ìîíîòîííûé îòíîñèòåëüíî îñè ②✱ íàçûâàåòñÿ ②✲
ìîíîòîííûì✳ Ïðåäïîëàãàÿ✱ ÷òî äàííûé ìíîãî✲
óãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ ②✲ìîíîòîííûì✱ àëãîðèòì íà✲
÷èíàåò ñ ïðîõîæäåíèÿ ïî îäíîé öåïè ìíîãîóãîëü✲
íèêà ñâåðõó âíèç✱ äîáàâëÿÿ äèàãîíàëè ïðè êàæ✲
äîé âîçìîæíîñòè✳ ➘àííûé àëãîðèòì ìîæåò áûòü
ýôôåêòèâíî ïðèìåíåí ê ëþáîìó ìîíîòîííîìó
ìíîãîóãîëüíèêó✳ ➴ñëè ìíîãîóãîëüíèê íå ÿâëÿåò✲
ñÿ ìîíîòîííûì✱ åãî ìîæíî ðàçáèòü íà ìîíîòîí✲
íûå ïîäïîëèãîíû✱ èñïîëüçóÿ ïîäõîä ñ èñïîëüçî✲
âàíèåì ëèíèé ðàçâåðòêè✳ ➚ëãîðèòì íå òðåáóåò✱
÷òîáû ìíîãîóãîëüíèê áûë ïðîñòûì✱ ïîýòîìó åãî
ìîæíî ïðèìåíÿòü ê ìíîãîóãîëüíèêàì ñ îòâåð✲
ñòèÿìè✳

➶ ðàìêàõ êîìïüþòåðíîé ãðàôèêè òðèàíãó✲
ëÿöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåîòúåìëåìûì ýòàïîì ïîäãîòîâ✲
êè ïîëèãîíàëüíûõ îáúåêòîâ ê ðàáîòå✱ ïîñêîëü✲
êó ✸ä ïàêåòû✱ èñïîëüçóþùèå ïîëèãîíàëüíûå ìî✲
äåëè✱â êîíå÷íîì èòîãå ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ðà✲
áîòû ñ òðåóãîëüíèêàìè✳ Ïðè ïîïûòêå èñïîëüçî✲

✶✻✷



âàíèÿ â ðàáîòå ìíîãîóãîëüíèêîâ ñ áîëüøèì êî✲
ëè÷åñòâîì âåðøèí âåëèêà âåðîÿòíîñòü íåâåðíî✲
ãî îòîáðàæåíèÿ âèçóàëèçàöèè îáúåêòà✳ ➮ñêëþ✲
÷åíèåì äëÿ ýòîé ïðîöåäóðû ìîãóò ÿâëÿòüñÿ ÷å✲
òûðåõóãîëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè çà ñ÷åò ìåíüøåé
ñêëîííîñòè ê ñîçäàíèþ îøèáîê îòîáðàæåíèÿ â
ñâÿçè ñ ìàëûì êîëè÷åñòâîì âåðøèí è âàðèàíòîâ
òðèàíãóëÿöèè✳ ❰äíàêî✱ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàí✲
ñòâå òðèàíãóëÿöèÿ ìíîãîóãîëüíèêà íå äàåò ãà✲
ðàíòèé ïðàâèëüíîãî åãî îòîáðàæåíèÿ✳ ❮àèáîëåå
àêòóàëüíà äàííàÿ ïðîáëåìàòèêà äëÿ ñôåðû àíè✲
ìàöèè✱ êîãäà ïðè äåôîðìàöèè òðèàíãóëèðîâàí✲
íîãî ìíîãîóãîëüíèêà åãî âåðøèíû ïåðåìåùàþò✲
ñÿ íåðàâíîìåðíî✱ òåì ñàìûì ñîçäàâàÿ íîâûå✱ áî✲
ëåå ñëîæíûå ôîðìû èç îáðàçîâàííûõ âî âðåìÿ
òðèàíãóëÿöèè äèàãîíàëåé✳ ➚íàëèçèðóÿ óñëîâèÿ
âîçíèêíîâåíèÿ íåêîððåêòíîãî îòîáðàæåíèÿ îáú✲
åêòà ïðè äåôîðìàöèè òðèàíãóëèðîâàííîãî ìíî✲
ãîóãîëüíèêà✱ ìîæíî ïðèéòè ê âûâîäó✱ îäíîé
èç îñíîâíûõ ïðè÷èí ÿâëÿåòñÿ ñîíàïðàâëåííîñòü
ðåáåð íà âíóòðåííåé ïëîùàäè ìíîãîóãîëüíèêà✱
÷òî îáóñëîâëåííî íåäîïóñòèìîñòüþ ïåðåñå÷åíèÿ
âíóòðåííèõ ãðàíåé ïî îïðåäåëåíèþ òðèàíãóëÿ✲
öèè✳ Òàêèì îáðàçîì✱ äëÿ ñíèæåíèÿ âåðîÿòíîñòè
îøèáîê âèçóàëèçàöèè òðèàíãóëèðîâàííûõ ìíî✲
ãîóãîëüíèêîâ òðåáóåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèò✲
ìà òðèàíãóëÿöèè✱ íå îãðàíè÷åííàÿ òðåáîâàíèÿ✲
ìè î íåïåðåñå÷åíèè âíóòðåííèõ ãðàíåé✳ ❐îãè÷✲
íûì øàãîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ äàííîé ìîäèôèêà✲
öèè áóäåò äîáàâëåíèå äîïîëíèòåëüíûõ âåðøèí
â öåíòð ïåðèìåòðà ìíîãîóãîëüíèêà✳ Ïîñêîëüêó
â îáùåì ñëó÷àå íåèçâåñòíî✱ äîñòàòî÷íî ëè áó✲
äåò äàííîé îïåðàöèè äëÿ èçáåæàíèÿ îøèáîê âè✲
çóàëèçàöèè✱ ñëåäóåò äîáàâèòü èòåðàòèâíîñòü â
ýòàï äîáàâëåíèÿ âåðøèí✳ ❮à ïåðâîé èòåðàöèè îä✲
íà äîïîëíèòåëüíàÿ âåðøèíà ïîìåùàåòñÿ â öåíòð
ìàññû ìíîãîóãîëüíèêà✳ ➚ëãîðèòì äëÿ íàõîæäå✲
íèÿ öåíòðà ìàññû îáúåêòà â äâóõ è òðåõ èçìåðå✲
íèÿõ óæå ðåàëèçîâàí äëÿ âñåõ ïàêåòîâ òð➻õìåð✲
íîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ✱ ðàáîòàþùèõ ñ ïîëèãîíàëü✲
íûìè îáúåêòàìè✱ è ïîäõîäèò äëÿ ïðèìåíåíèÿ â
ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäèôêàöèè àëãîðèò✲
ìà òðèàíãóëÿöèè✳ ❮à âòîðîé èòåðàöèè ðàññìàò✲
ðèâàþòñÿ îòñåêàåìûå ïðèëåãàþùèìè ê äîïîëíè✲
òåëüíîé âåðøèíå ðåáðàìè ó÷àñòêè ìíîãîóãîëü✲
íèêà è äëÿ ó÷àñòêà ñ íàèáîëüøåé ïëîùàäüþ íà✲
õîäèòñÿ öåíòð ìàññû è ñîçäàåòñÿ íîâàÿ äîïîëíè✲
òåëüíàÿ âåðøèíà✳ Ïîñëåäóþùèå èòåðàöèè ïîâòî✲
ðÿþò ïðîöåäóðó✱ ðàññìàòðèâàÿ îòñåêàåìûå íàáî✲
ðîì ðåáåð✱ ïðèëåãàþùèõ ê äîïîëíèòåëüíûì âåð✲
øèíàì✱ ó÷àñòêè ìíîãîóãîëüíèêà✳ ❮à ðèñóíêàõ ✷✲
✸ ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòà òðèàíãóëÿ✲
öèè ñ ðåçóëüòàòîì äâóõ èòåðàöèé ìîäèôèöèðî✲
âàííîãî àëãîðèòìà íà ïðèìåðå ñëó÷àéíî ñãåíå✲
ðèðîâàííîãî ♥✲óãîëüíèêà✱ ãäå ♥ ðàâíî ✸✷✳

Ðèñ✳ ✷ ✕ Ïðèìåð îïòèìèçàöèè àëãîðèòìà
òðèàíãóëÿöèè

Ðèñ✳ ✸ ✕ Ïðèìåð âèçóàëèçàöèè ìíîãîóãîëüíèêà äî
ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà òðèàíãóëÿöèè è ïîñëå

➶ ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå äâà îäèíàêî✲
âûõ ìíîãîóãîëüíèêà ïîäâåðãàëèñü îäèíàêîâîé
äåôîðìàöèè✱ ✲ ñãèá ïî îñè ②✳ ➘îáàâëåíèå âñå✲
ãî äâóõ íîâûõ âåðøèí ïîìîãëî èçáåæàòü ïîòåðè
ôîðìû è✱ êàê ñëåäñòâèå✱ îøèáîê âèçóàëèçàöèè
ïîñëå òðèàíãóëÿöèè✳ ❰äíàêî✱ â ïðèìåðå ðàññìàò✲
ðèâàëàñü äåôîðìàöèÿ äâóõìåðíîé ôèãóðû✱ ïî✲
ñêîëüêó âñå âåðøèíû èñõîäíîãî ìíîãîãðàííèêà
íàõîäèëèñü â îäíîé ïëîñêîñòè✳ Ðàññìîòðèì ïðè✲
ìåð ñ òðåõìåðíîé ôèãóðîé✱ ÷àñòü êîòîðîé çàìå✲
íèì ñëîæíûì ♥✲óãîëüíèêîì✳

Ðèñ✳ ✹ ✕ Ïðèìåð âèçóàëèçàöèè ìíîãîóãîëüíèêà äî
ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà òðèàíãóëÿöèè è ïîñëå
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