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Относительно решений системы уравнений

q′ =
1

p
− q2 − t

2
, p′ = −2pq − bp2 (1)

с неизвестными функциями p, q независимой переменной t и параметром b справедлива
Теорема 1. Пусть (q, p) — решение системы (1). Тогда

(q1, p1) =

(
−q,

(
−1

p
+ 2q2 + t

)−1
)

(2)

есть решение системы

q′1 =
1

p1
− q2

1 −
t

2
, p′1 = −2p1q1 + (b− 1)p2

1. (3)

Для доказательства теоремы достаточно пару (q1, p1), определяемую (2), подставить в
(3) с учетом (1). Справедлива также

Теорема 2. Пусть (q1, p1) — решение системы (3). Тогда

(q, p) =

(
−q1,

(
− 1

p1
+ 2q2

1 + t

)−1
)

(4)

— решение системы (1).
Система (1) по q эквивалентна второму уравнению Пенлеве [1]

q′′ = 2q3 + tq + b− 1

2
, (5)

а по p — уравнению
2pp′′ = 3p′2 − 4p+ 2tp2 + b2p4. (6)

Из второго уравнения системы (1) (в силу (2)) следует, что общее решение уравнения (6)
не имеет подвижных критических особых точек. Следовательно оно является уравнением
Пенлеве–типа.

Система (3) по p1 эквивалентна уравнению

2p1p
′′
1 = 3p′

2
1 − 4p1 + 2tp2

1 + (1− b)2p4. (7)
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Уравнение (7) получается из (6) преобразованием p→ p1, b→ 1− b.
Поскольку вторые компоненты пар (q1, p1) и (q, p) из (2), (4) можно представить в виде

p1 =

(
−1

p
+

(p′ + bp2)2

2p2
+ t

)−1

, (8)

p =

(
− 1

p1
+

(p′1 + (1− b)p2
1)2

2p2
1

+ t

)−1

(9)

соответственно, то формулы (8), (9) определяют прямое и обратное преобразование Беклунда
уравнения (6).

Уравнение (6) в случае p = b−1v, b = β + ε
2 6= 0, ε2 = 1, β — параметр, рассматривалось в

[2].
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А. Пуанкаре и А.М. Ляпунов показали, что необходимым и достаточным условием центра
для систем с центром по линейным членам является обращение в ноль бесконечного числа
ляпуновских фокусных величин, которые являются многочленами с целыми коэффициента-
ми от коэффициентов разложения в ряд Тейлора правых частей системы. А.П. Садовским
было доказано [1], что такой же вид имеют условия центра систем с линейной частью в ви-
де ненулевой нильпотентной жордановой клетки. Ю.С.Ильяшенко для систем с особой точ-
кой, не имеющей исключительных направлений, доказал [2] алгебраическую неразрешимость
проблемы центра и фокуса, то есть что условия центра уже не определяются многочлена-
ми. Н.Б. Медведева доказала [3], что проблема центра и фокуса аналитически разрешима в
любом простейшем монодромном классе.

Рассмотрим систему

dx
dt = (2a2xy + y2(bx2 + y2))x− (a2x2 + y2)y,
dy
dt = (2a2xy + y2(bx2 + y2))y + (a2x2 + y2)x,

(1)

a, b ∈ R, 0 < a < 1. Автором доказана следующая теорема.
Теорема 1. Положение равновесия O(0, 0) системы (1) является центром тогда и

только тогда, когда b = −Φ4(a)/Φ2(a), где

Φn(a) :=

+∞∫
0

tn

(1 + t2)2+σ(a2 + t2)1−σ dt, σ := 2a2/(1− a2).

Причем
b = −Φ4(a)/Φ2(a) = −1− 2a− 4a2 − 8a3 ln a+O(a3), a→ +0.




