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ВВЕДЕНИЕ 

 

Данное пособие является третьей, заключительной частью учебно-

методического комплекса «Математика. Сборник тематических заданий с 

образцами решений» в трех частях. 

В пособии содержатся варианты индивидуальных заданий по следующим 

разделам высшей математики, изучаемым во втором и третьем семестрах в 

техническом университете: «Кратные, криволинейные и поверхностные 

интегралы», «Числовые и функциональные ряды», «Элементы теории функции 

комплексной переменной», а также образцы решений задач из типовых 

вариантов.  

Предлагаемые наборы тематических заданий включают в себя наряду со 

стандартными задачами много заданий с оригинальными авторскими 

формулировками. Большинство задач данного пособия имеет средний уровень 

сложности, соответствующий требованиям учебной программы. Для студентов 

с высоким уровнем знаний предлагаются более сложные задачи. В 

приведенных решениях заданий из типовых вариантов содержатся все 

вычислительные выкладки, сопровождающиеся словесными пояснениями, что 

дает возможность студенту детально разобраться в решениях задач каждого 

раздела. 

По мнению авторов, данные индивидуальные тематические наборы задач 

можно успешно использовать для самостоятельной контролируемой работы 

студентов, а также для проведения практических занятий, самостоятельных и 

контрольных работ, зачетов и экзаменов.  Би
бл
ио
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ка
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1. КРАТНЫЕ, КРИВОЛИНЕЙНЫЕ И  ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

 

1.1. Задания по теме 

«Кратные, криволинейные и поверхностные интегралы» 

 

Задание 1 

 Преобразуйте двойной интеграл 
D

dxdyyxf ),(  в повторный двумя 

возможными способами. Выберите наиболее простой из полученных 

повторных интегралов для вычисления двойного интеграла. (Область D  в 

задаче а) задана системой неравенств, в задачах б) и в) – уравнениями 

ограничивающих ее линий, в задаче г) – является трапецией 4321 AAAA ). 

 

Варианты 

 1) а) 
 2

1
),(

yx
yxf


 ,  10:  xD , 21  y ; 

  б) 12),(  yxyxf ,  0,5,1: 2  xyxyD ; 

  в) yxyxf 2),(  ,  2,0,,
1

:  xyxy
x

yD ; 

  г) 1),( yxf ,       5;3,3;1,1;1: 321 AAAD ,  4;44A . 

 2)  а) 
 21

1
),(




yx
yxf ,  10:  xD , 10  y ; 

  б) 
 22

),(
x

y
yxf


 ,  1,0,4: 2  yxxyD ; 

  в) yxyxf  3),( ,  1,0,
2

:  xy
x

yD , 3x ; 

  г) 1),( yxf ,     3;1,1;1: 21  AAD ,   









2

1
;

2

1
,3;3 43 AA . 
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 3)  а) 
 222 1

),(



yx

x
yxf ,  10:  xD , 10  y ; 

  б) yxyxf  2),( ,  2,0,: 2  xyxyD ; 

  в) xyyxf 2),(  ,  2,,
1

:  xxy
x

yD ; 

  г) 1),( yxf ,     0;2,2;1: 21 AAD      5;4,5;7 43  AA . 

 4)  а) 
 222

),(
yx

x
yxf


 ,  10:  xD , 20  y ; 

  б) xyxf 1),( ,  0,,:  xeyeyD x
; 

  в) yxyxf  2),( ,  0,2,
2

:  yxy
x

yD , 2x ; 

  г) 1),( yxf ,     1;5,1;2: 21  AAD ,  1;1,4;
2

5
43 AA 








. 

 5)  а) 
2

0,0:),cos(),(


 yxDyxxyxf ; 

  б) 0,2,
2

:,),(  yx
x

yDyeyxf x
; 

  в) 1,,:,),( 2  yxyxyDxyyxf ; 

  г) 









2

1
1;3),3;0(),2;2(),1;2( 4321 AAAA . 

 6)  а) 
2

0,0:),sin(),(


 yxDyxyyxf ; 

  б) 0,3,2
2

1
:,2),(  xyxyDyyxf x

; 

  в) 0,33,1:,2),( 2  xxyxyDxyyxf ; 

  г) 









3

2
1;0),3;2(),0;2(),2;1( 4321 AAAA . 
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 7)  а) 20,
2

0:),cos(),( 22 


 yxDxyyxyxf ; 

  б) exyxyDyxyxf  ,0,ln:,),( ; 

  в) 4,0,2,:,32),(  xyxyxyDyxyxf ; 

  г) )3;4(),5;4(,
3

1
4;2),2;1( 4321 AAAA 








. 

 8)  а) 10,21:,
)(

),(
3




 yxD
yx

x
yxf ; 

  б) 0,0,cos1:,sin),( 2  xyxyDxyyxf ; 

  в) 2,0,
3

,3:,2),( 2  xy
x

yxyDyxyxf ; 

  г) )1;4(),1;4(,
3

2
1;3),1;1( 4321 








AAAA . 

 9)  а) 21,
2

0:,sin),( 322 


 yxDxyyxyxf ; 

  б) 0,3,:,2),(  xyeyDyxyxf x
; 

  в) 1,0,3,:,),( 23  yyxyxDyxyxf ; 

  г) )3;3(),1;4(),4;1(),1;1( 4321  AAAA . 

 10)  а) 21,10:,
)(

),(
23

2




 yxD
yx

y
yxf ; 

  б) 
2

,0,sin:,cos),( 2 
 xyxyDxyyxf ; 

  в) 0,2,1,:,),( 2  xyyyxD
y

x
yxf ; 

  г) 







 2;

2

1
3),1;0(),3;1(),3;4( 4321 AAAA . 

 11)  а) 21,10:,),(
24

3




 yxD
yx

x
yxf ; 
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  б) 0,5,1:,1),(  xyxyDxyxf x
; 

  в) 1,,:,),( 2  xxyyxDxyyxf ; 

  г) )1;1(),3;1(),5;3(),4;4( 4321  AAAA . 

 12)  а) 


 yxDyxyyxf
2

,
2

0:),2cos(),( ; 

  б) 0,1,:,),( 22  xyyxDyxyxf ; 

  в) 1,0,0,1ln:,),(  xxyxyDxyyxf ; 

  г) )5;4(),5;7(),0;2(),2;1( 4321 AAAA . 

 13)  а) 


 yxDxyxyxf 0,
2

:),sin(),( 2
; 

  б) 4,3,
2

1
:,),( 


 xy

x
yDyxyxf ; 

  в) 2,
3

,2:,),(  y
x

yxyD
y

x
yxf ; 

  г) )1;1(,4;
2

1
2),1;5(),1;2( 4321 








 AAAA . 

 14)  а) 10,31:,
)(

),(
252

4




 yxD
yx

y
yxf ; 

  б) 
2

,0,cos1:,cos),(


 xyxyDxyyxf ; 

  в) 4,2,:,),( 2  yxyxyD
y

x
yxf ; 

  г) )3;4(),5;4(,
3

1
4;2),2;1( 4321 








 AAAA . 

 15)  а) 
2

0,
2

:),cos(),(





 yxDyxyyxf ; 

  б) 4,0,:,),( 2  xyyxDxyyxf ; 
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  в) 3,2,0,
1

1
:),1(),( 


 xxy

x
yDxyyxf ; 

  г) )1;1(),4;2(),5;1(),3;1( 4321  AAAA . 

 16)  а) 10,21:,
)(

),(
23

2




 yxD
yx

x
yxf ; 

  б) 0,1
2

1
,:,2),(  xxyxyDyxyxf ; 

  в) 3,21,12:,),( 2

2
 yxyxyD

y

x
yxf ; 

  г) 









3

2
;1),0;2(),2;2(),0;1( 4321 AAAA . 

 17)  а) 21,10:,
)(

),(
3




 yxD
yx

y
yxf ; 

  б) 2,
1

,:,),(
2

2

 x
x

yxyD
y

x
yxf ; 

  в) 1,0,1,2:,),( 2  xyxyyDxyxf x
; 

  г) 







 3;

2

1
),2;3(),4;2(),4;1( 4321 AAAA . 

 18)  а) 
2

0,
4

0:),2sin(),(





 yxDyxxyxf ; 

  б) 0,0,,2:,),( 23  xyxyxyDyxyxf ; 

  в) 1,0,2,:,),( 2  xyxyyxDxyxf ; 

  г) 

































2

1
2;1,

2

1
5;

2

1
,

2

1
;3,

2

1
;0 4321 AAAA . 

 19)  а) 10,10:,
)1(

1
),(

32



 yxD

yx
yxf ; 

  б) 2,1,:,),(  xyeyDyxyxf x
; 
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  в) 2,0,1,1:,2),( 2  xyxyxyDxyxf ; 

  г)  0;1,
2

1
1;2,

2

1
;4,

2

1
2;4 4321 AAAA 


























 . 

 20) а) 20,21:,),( 2  yxDexyxf xy
; 

  б) 0,0,sin1:,sin),(  xyxyDxyyxf ; 

  в) 3,0,1,
1

1
:,),( 


 xyxy

x
yDxyyxf ; 

  г) )1;3(),4;3(,
3

2
2;1),1;0( 4321 AAAA 








 . 

 21)  а) 10,20:,),(
22  yxDexyyxf yx

; 

  б) 2,0,1:,23),(  xyxyDyxyxf ; 

  в) 0,3,1,1:,1),( 2  yxyxyxyDxyxf ; 

  г)   )4;1(),4;4(,1;1),1;2( 4321  AAAA . 

 22)  а) 10,32:,2),(  yxDxyxf xy
; 

  б) 2,0,1:,2),(  yxxyDyxyxf ; 

  в) 0,4,6,:,),( 2  xyxyyxD
y

x
yxf ; 

  г) )3;2(),1;1(,2;
2

1
4),3;5( 4321 








 AAAA . 

 23)  а) 10,10:,)(),( 5  yxDyxxyxf ; 

  б) xyxyDyxyxf  ,2:,),( 2
; 

  в) 2,0,1,:,2),(  xyxyeyDxyxf x
; 

  г) )5;4(),5;6(,
2

1
1;

2

1
2),3;2( 4321 








 AAAA . 

 24)  а) 21,10:,),(
322  yxDeyxyxf yx

; 
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  б) 0,2,:,),(
2

2

 xyxyD
y

x
yxf ; 

  в) 3,0,2
3

1
,2:,1),(  xyxyxyDxyxf ; 

  г) 









3

2
2;0),4;2(),1;2(),1;1( 4321 AAAA . 

 25)  а) 10,10:,3),( 2  yxDxyxf xy
; 

  б) 0,0,sin1:,sin),(  xyxyDxyyxf ; 

  в) 1,,:,),( 2

2

2

 xxyxyD
y

x
yxf ; 

  г) 









2

1
1;

2

1
1),2;2(),2;0(),0;2( 4321 AAAA . 

 26) а) 21,10:,),(
423  yxDeyxyxf yx

; 

  б) 2,0,:,3),( 2  xyxyDyxyxf ; 

  в) 0,0,39,1:,
1

),( 


 xyxyxyD
x

y
yxf ; 

  г) )1;1(,
3

1
;3),1;4(),3;4( 4321 








 AAAA . 

 27)  а) 10,10:,),( 2  yxDyxyyxf ; 

  б) 1,1,
2

:,),( 22  xy
x

yDyxyxf ; 

  в) 1,0,1
2

1
,:,),(  xyxyeyDxyyxf x

; 

  г) )0;1(,
3

1
2;2),3;4(),1;4( 4321 








 AAAA . 

 28)  а) 10,10:,)(),( 5  yxDyxyyxf ; 

  б) 2,3,
2

:,2),( 2  xy
x

yDyxyxf ; 
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  в) xyxyxyDxyxf  1,1,)1(:,1),( 2
; 

  г) )3;3(,2;
2

1
2),1;1(),3;0( 4321 








 AAAA . 

 29)  а) 21,21:,),(  yxDxeyxf xy
; 

  б) 0,,2:,2),( 3  xxyxyDyxyxf ; 

  в) 2,0,1,1:,),(  xyxyxyDxyyxf ; 

  г)   )1;1(,4;1),1;2(),3;1( 4321  AAAA . 

 30) а) 10,21:,),(
322  yxDeyxyxf xy

; 

  б) 1,2,22:,),( 2  xyxyDyxyxf ; 

  в) 0,1,0,2,
1

:,),(  xxyy
x

yDyxyxf ; 

  г)   )0;1(,2;2),5;1(),5;4( 4321 AAAA  . 

 

Задание 2 

Дана сумма повторных интегралов по области D . 

1. Изобразите область интегрирования D  и измените порядок 

интегрирования в повторных интегралах. 

2. Найдите площадь области D  двумя способами: 

– непосредственно по рисунку; 

– с помощью двойного интеграла. 

3. Зная плотность  yx,  распределения массы по области D , вычислите: 

– массу пластинки D ; 

– среднее значение плотности пластинки. 

4. Найдите периметр области D  двумя способами: 

– непосредственно по рисунку как длину замкнутой ломаной; 

– с помощью криволинейного интеграла первого рода. 
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5. Вычислите массу дуги L , где L  – контур области D , если  yx,  – 

плотность распределения массы вдоль этой дуги. 

6. Вычислите работу A   силы   jyxiyxF  262  вдоль 

положительно ориентированного контура L  (границы области D ) двумя 

способами: 

– с помощью криволинейного интеграла второго рода; 

– применяя формулу Грина. 

 

Варианты 

 1)     yxdyyxfdxdyyxfdx
x

x

x

  ;,,
1

2

2

1

2

1

0

. 

2)     xdxyxfdydyyxfdy
yy

 


2;,,
0

42

2

0

0

4

0

4

. 

3)     xdxyxfdydxyxfdy
yy

23;,,
0

3

3

2

0

2

2

0

 




. 

4)     yxdyyxfdxdyyxfdx
xx

43;,, 2
2

2

4

0

2

2

0

4

 




. 

5)     14;,,
4

0

4

20

2

0

 


xdxyxfdydxyxfdy
yy

. 

6)     yxdxyxfdydxyxfdy
yy

23;,,
2

2

1

0

2

2

0

1

 


. 

7)     15;,,
3

3

1

0

30

3

 


yxdxyxfdydxyxfdy
yy

. 

8)     yxdyyxfdxdyyxfdx

x

x

 





28;,,
2

2

4

02

0

2

. 
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9)     yxdxyxfdydxyxfdy
yy

22;,,
0

3

0

3

0

4

3

4

 






. 

10)     ydyyxfdxdyyxfdx
x

x

 








4;,,
2

2

1

1

2

1

2

1

. 

11)     y
x

dxyxfdydxyxfdy
y

y

y

2
2

;,,
2

2

4

1

2

2

1

0

  . 

12)     xdxyxfdydxyxfdy
yy

 










2;,,
0

1

1

3

0

5

3

5

. 

13)     12;,,
21

0

2

2

0

1

 


ydyyxfdxdyyxfdx
xx

. 

14)     3;,,
1

2

2

1

0

1

2

0

2

1

 




yxdxyxfdydxyxfdy
yy

. 

15)     1;,,
12

1

0

1

4

1

1

3

 








ydyyxfdxdyyxfdx
xx

. 

16)     33;,,
314

2

4

3

2

2

3

0

 


ydyyxfdxdyyxfdx
xx

. 

17)     124;,,
2

2

1

0

20

2

 


yxdxyxfdydxyxfdy
yy

. 

18)     63;,,
1

3
3

3

1

0

3
3

1

0

 




ydxyxfdydxyxfdy
y

yy

. 

19)     ydyyxfdxdyyxfdx
x

x

x

 
















1;,,
1

33

1

2

1

3

2

4

. 

20)     yxdxyxfdydxyxfdy
yy

2;,,
28

2

3

2

2

2

2

1

 


. 
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21)     xydyyxfdxdyyxfdx
x

xx

2;,,
20

5,1

35,1

3

 








. 

22)     xdxyxfdydxyxfdy
yy

 








2;,,
43

1

1

5,0

5,0

1

5,0

5,1

. 

23)     xdxyxfdydxyxfdy
yy

3;,,
1

103

3

2

1

32

2

1

 








. 

24)     yxdyyxfdxdyyxfdx
xx

22;,,
0

2

0

1

0

3

1

3

 






. 

25)     14;,,
1

0

1

1

42

0

1

2

 








xdxyxfdydxyxfdy
yy

. 

26)     yxdyyxfdxdyyxfdx
xx

 




4;,,
2

2

02

0

2

. 

27)     24;,,
1

2

2

0

1

2

0

2

 




xdxyxfdydxyxfdy
yy

. 

28)     yxdyyxfdxdyyxfdx
x

x

 


2;,,
4

0

4

3

3

0

3

0

. 

29)     ydyyxfdxdyyxfdx
xx

21;,,
0

42

2

1

0

1

1

1

 


. 

30)     ydyyxfdxdyyxfdx
xx

x

43;,,
2

0

2

0

2

3

0

1

 




. 
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Задание 3 

1. Сделайте рисунок фигуры, площадь которой вычисляется с помощью 

данных повторных интегралов, записанных в задаче а) – в прямоугольной 

декартовой, в задаче б*) – в полярной системах координат. 

2. Вычислите площади фигур, полученных при решении задач 1а и 1б*. 

3. Найдите массу кривой L , которая является границей фигуры из 

задачи а), если  yx,  – ее плотность. 

 

Варианты 

 1)  а)   yxyxdydxdydx
xx

2,, 2
4

0

2

0

22

0

0

1

2

 




;  

  б*) 



















cos2

cos

6

4

cos2

0

4

3

rdrdrdrd .  

 2)  а)   12,,
0

2

2

1

01

0 2

 


xyxdydxdydx

xxx

;  

  б*) 



















cos

0

6

4

cos2

cos

4

3

rdrdrdrd . 

 3)  а)   yxyxdydxdydx
xxx

 


,,
1

1

2

1

1

21

1

0 2

;  

  б*) 



















cos2

cos

6

4

cos

0

4

3

rdrdrdrd . 

 4)  а)   yyyxdxdy
y

y

2,, 2
1

1

11

11

2

2

 






;  
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  б*) 

















cos2

0

6

4

cos

0

4

3

rdrdrdrd . 

 5)  а)   xyxdydx
x

x

 






3,,
0

1

12

1

2

;  

  б*) 



















cos2

0

6

4

cos2

cos

4

3

rdrdrdrd . 

6)  а)   







1

1

11

1

2,,

2

yxyxdydx
x

;  

  б*) 














cos3

cos

0

6

cos3

0

6

4

rdrdrdrd . 

7)  а)  





2

0

23

23

2

2

yy

yy

dxdy ,    21, yxyx  ;  

  б*) 
















cos

0

0

6

cos3

cos

6

4

rdrdrdrd . 

8)  а)    











0

2

4

42

2

0

42

422

2

2

y

y

y

y

dxdydxdy ,    5,  yxyx ;  

  б*) 














cos3

cos

0

6

cos

0

6

4

rdrdrdrd . 

9)  а)  




3

2

34

3

2 xx

x

dydx ,    22,  yyx ;  
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  б*) 














cos3

0

0

6

cos

0

6

4

rdrdrdrd . 

 10)  а)   




 




2

3

3

0

34

0

1

2

2
y yy

dxdydxdy ,    yxyx  1, ; 

  б*) 
















cos3

0

0

6

cos3

cos

6

4

rdrdrdrd . 

 11)  а)  








1

3

321

4

2 xx

x

dydx ,    yxyx  22, ;  

  б*) 















sin2

sin

3

4

sin2

0

4

6

rdrdrdrd . 

 12)  а)  


3

3

41

2

2x

dydx ,    3,  yyx ;  

  б*) 















sin

0

3

4

sin2

sin

4

6

rdrdrdrd . 

 13)  а)  






1

1

32

1

2 yy

y

dxdy ,    1,  xyx ;  

  б*) 















sin2

sin

3

4

sin

0

4

6

rdrdrdrd . 

 14)  а)   



3

2 2

862

2

4

3

2x xx

dydxdydx ,     yxyx  2, ; 
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  б*) 













sin2

0

3

4

sin

0

4

6

rdrdrdrd . 

 15)  а)  




4

2

7

43 2

y

yy

dxdy ,    1,  yyx ;  

  б*) 















sin2

0

2

4

sin2

sin

4

6

rdrdrdrd . 

 16)  а)  




3

1

322

322

2

2

xx

xx

dydx ,    123,  yxyx ;  

  б*) 















sin2

sin

2

3

sin2

0

3

4

rdrdrdrd . 

 17)  а)  


1

0

0

21 2xx

dydx ,    1, 2  yyx ;  

  б*) 















sin

0

2

3

sin2

sin

3

4

rdrdrdrd . 

 18)  а)    
 


3

2

341

0

4

3

4

0

2 xx x

dydxdydx ,    1,  xyyx ; 

  б*) 















sin2

sin

2

3

sin

0

3

4

rdrdrdrd . 

 19)  а)  


2

0

0

42 2 yy

dxdy ,    yxyx  1, ;  
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  б*) 













sin2

0

2

3

sin

0

3

4

rdrdrdrd . 

 20)  а)   










2

3

861

0

2

0

0

2

2 xx

x

dydxdydx ,    xyyx  2, ; 

  б*) 















sin2

0

2

3

sin2

sin

3

4

rdrdrdrd . 

 21)  а)    




2

0

2

0

3

2

861

0

2
y

yy

dxdydxdy ,    14,  yxyx ;  

  б*) 















sin2

sin

3

2

2

sin2

0

2

3

rdrdrdrd . 

 22)  а)   











1

3

2

3

0

11

0

0

1

2
x

x

dydxdydx ,    xyyx 2,  ; 

  б*) 















sin

0

3

2

2

sin2

sin

2

3

rdrdrdrd . 

 23)  а)  






0

1

3

21 2

x

xx

dydx ,    xyx  2, ;  

  б*) 















sin2

sin

3

2

2

sin

0

2

3

rdrdrdrd . 

 24) а)  






0

1

21

3

2 yy

y

dxdy ,    yxyx  , ;  
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  б*) 













sin2

0

3

2

2

sin

0

2

3

rdrdrdrd . 

 25)  а)   
 


3

1

56

0

5

0

5

3

2 xx x

dydxdydx ,    2, yxyx  ; 

  б*) 















sin2

0

3

2

2

sin2

sin

2

3

rdrdrdrd . 

 26)  а)  




2

0

3

43 2

y

yy

dxdy ,    yxyx 23,  ;  

  б*) 


















cos4

cos2

6

6

cos4

0

6

3

rdrdrdrd . 

 27)  а)   
  


0

2

0

2

0

4

2

0 2x x

dydxdydx ,    yyx  2, ; 

  б*) 


















cos2

0

6

6

cos4

cos2

6

3

rdrdrdrd . 

 28)  а)  




3

0

1

92 2

y

y

dxdy ,    xyyx 2,  ;  

  б*) 


















cos4

cos2

6

6

cos2

0

6

3

rdrdrdrd . 

 29)  а)   



3

2

4

3

3

1

3

863 2 yyy

dxdydxdy ,    yxyx  2, ; 
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  б*) 
















cos4

0

6

6

cos2

0

6

3

rdrdrdrd . 

 30)  а)    


 


0

2

4

0

2

0

2

0

2y y

dxdydxdy ,    14,  yxyx ; 

  б*) 


















cos3

0

3

6

cos3

cos2

6

4

rdrdrdrd . 

 

Задание 4 

Для двойного интеграла 
D

dxdyyxf ),(  изобразите область 

интегрирования D , перейдите к полярным координатам по формулам  

 sin,cos ryrx  и вычислите полученный интеграл. 

 

Варианты  

1) 9),( 22  yxyxf ,  259: 22  yxD . 

2) 
22

),( yxeyxf  ,   0,0,41: 22  yxyxD . 

3) 
221

1
),(

yx
yxf


 ,  0,0,169: 22  yxyxD . 

4) 
22

1
),(

yx
yxf


 ,   0,0,161: 22  yxyxD . 

5) )1ln(),( 22 yxyxf  ,  0,364: 22  yyxD . 

6) )cos(),( 22 yxyxf  ,  0,0,
23

: 22 





yxyxD . 

7) yxyxf 2),(  ,    0,0,41: 22  yxyxD . 

8) 1),( 22  yxyxf ,  0,94: 22  yyxD . 
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9) 
22),( yxyxf  ,   yxyxD  0,94: 22

. 

10) 
222),( yxxyxf  ,  0,91: 22  yyxD . 

11) 
222 )(),( yxyxf  ,  0,41: 22  xyxD . 

12) 
22

222 1
),(

yx

yxy
yxf




 , 0,0,251: 22  yxyxD . 

13) 
22),( yxxyxf  ,  yxyxD  0,41: 22

. 

14) 
22sin),( yxxyxf  ,  0,0,94: 2222  yxyxD . 

15) 
22cos),( yxyyxf  ,  0,0,

4
: 222

2




yxyxD . 

16) 
322 )(cos),( yxxyxf  , 0,0,94: 22  yxyxD . 

17) 
22sin),( yxyyxf  ,  0,

4

9
:

2
222 


 yyxD . 

18) 
322 )(

),(
yx

x
yxf


 ,  xyyxD  0,91: 22

. 

19) 
22

22cos
),(

yx

yxy
yxf




 ,  0,

4
: 222

2




yyxD . 

20) 
22

222cos
),(

yx

yxx
yxf




 , 0,

4

25
4:

2
222 


 xyxD . 

21) 
22

22

),(
yx

xe
yxf

yx






,  0,91: 22  xyyxD . 

22) 
22

22

),(
yx

ye
yxf

yx






,  0,94: 22  yyxD . 

23) 
322

2

)(
),(

yx

xy
yxf


 , 0,,164: 22  xxyxyxD . 
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24) 
22

1
),(

yxe
yxf


 ,  0,0,,251: 22  xyxyyxD . 

25) 
22

221
),(

yx

yxx
yxf




 ,  0,0,1: 222  yxyxD . 

26) 
2225

1
),(

yx
yxf


 ,   xyyxD  0,94: 22

. 

27) 
22

2

),(
yx

x
yxf


 ,   yxyxD  0,1

4

1
: 22

. 

28) xyyxf ),( ,    0,0,41: 22  yxyxD . 

29) 
22

),( yxeyxf  ,   0,2516: 22  yyxD . 

30) 
44),( yxyxf  ,   41: 22  yxD . 

 

Задание 5 

 Дан трехкратный интеграл по пространственной области T . 

1. Вычислите этот интеграл. 

2. Изобразите область T , объем которой равен значению интеграла, и 

повторно найдите этот объем, используя подходящую формулу из 

элементарной геометрии. 

3. Найдите массу области T  по известной плотности ),,( zyx  

распределения массы. 

4. Вычислите тройной интеграл  dxdydzzyxf
P

 ,,  по области P , 

являющейся параллелепипедом. 

  

Варианты  

 1)    

 


1

0

22

1

0

5

2

55

1

0

134),,(,

x yx

yxzyxdzdydx ; 
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   dxdydzzyx
P

 2 , 12,10,30:  zyxP . 

 2)    


 


0

1

22

1

0

244

1

0

23),,(,

x yx

yxzyxdzdydx ;   

   dxdydzzyx
P

  22
, 32,10,01:  zyxP . 

 3)    

 


3

0

22

3

0

5

2

55

3

0

4),,(,

x yx

yxzyxdzdydx ;   

   dxdydzzyx
P

  2
, 10,32,21:  zyxP . 

 4)    






2

0

84

1

0

0

3

4

63

1

2),,(,

x

y
x

yxzyxdzdydx ;   

   dxdydzzyx
P

  22
, 50,21,02:  zyxP . 

 5)    


 


0

3

3
1

0

393

1

0

2),,(,

x yx

yxzyxdzdydx ;   

   dxdydzyzx
P

  , 20,41,10:  zyxP . 

 6)    





2

1

0

0

3

2

3

1

0

642

2),,(,
x yx

yxzyxdzdydx ;   

   dxdydzzyx
P

 32 2
, 40,21,32:  zyxP . 

 7)    






0

4

0

2
2

0

24

3),,(,
x yx

yxzyxdzdydx ;   

   dxdydzzyx
P

  24 , 11,20,11:  zyxP . 
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 8)    







0

1

2

5

2

5

0

0

255

2),,(,

x

yx

yxzyxdzdydx ;   

  dxdydzyzx
P


2

, 32,30,21:  zyxP . 

 9)    







0

1

0

22

1

363

0

22),,(,
x

yx

yxzyxdzdydx ;   

   dxdydzzyx
P

  222
, 10,21,30:  zyxP . 

 10)    





2

0

0

2

442

1

0

23),,(,
x

yx

yxzyxdzdydx ;   

  dxdydzzyx
P


22

, 12,20,31:  zyxP . 

 11)    
 


4

0

0

4

0

228

32),,(,
x yx

yxzyxdzdydx ;   

   dxdydzzyx
P

  42 , 21,01,10:  zyxP . 

 12)    





3

0

26

0

33

2
2

0

2),,(,
x

yx

yxzyxdzdydx ;   

   dxdydzzyx
P

  232 , 01,20,41:  zyxP . 

 13)    






3

0

3

2
2

0

0

3

2
2

3),,(,

x

y
x

yxzyxdzdydx ;   

  dxdydzzxy
P


212 , 21,02,30:  zyxP . 

 14)    







0

2

2

0

0

22
1

4),,(,
x

yx

yxzyxdzdydx ;   
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  dxdydzxyz
P


26 , 21,32,01:  zyxP . 

 15)    


 


0

6

0

2
3

0

2
3

21),,(,
x

y
x

yxzyxdzdydx ;  

  dxdydzxyz
P


23 , 40,01,20:  zyxP . 

 16)   





4

0

0

3

1

12

3
4

1

0

2),,(,
x

y
x

yxzyxdzdydx ;  

  dxdydzzxy
P


26 , 30,20,12:  zyxP . 

 17)    





1

0

22

0

0

2
1

32),,(,
x

y
x

yxzyxdzdydx ;  

  dxdydzyzx
P


3

, 10,31,21:  zyxP . 

 18)    





1

0

0

22

22

0

3),,(,
x

yx

yxzyxdzdydx ;  

   dxdydzzxy
P

  3
, 20,21,10:  zyxP . 

 19)    





2

0

2

0

0

22
1

1),,(,
x

yx

yxzyxdzdydx ;  

   dxdydzzyx
P

  23 2
, 31,10,10:  zyxP . 

 20)    






0

3

3
1

0

33

0

2),,(,

x

yx

xyzyxdzdydx ;  

   dxdydzzyx
P

  232 , 21,10,21:  zyxP . 
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 21)    





1

0

0

33

33

0

),,(,
x

yx

yxzyxdzdydx ;  

   dxdydzzyx
P

  , 21,31,40:  zyxP . 

 22)    
 


3

0

0

3
1

0

3
1

2),,(,
x

y
x

yxzyxdzdydx ;  

  dxdydzyzx
P


2

, 01,21,20:  zyxP . 

 23)    





1

0

33

0

0

3
1

25),,(,
x

y
x

yxzyxdzdydx ;  

   dxdydzzyx
P

  32 42 , 20,10,12:  zyxP . 

 24)    







0

2

24

0

0

22
1

32),,(,
x

yx

xyzyxdzdydx ;  

   dxdydzzyx
P

  22 2 , 21,30,10:  zyxP . 

 25)    







0

2

0

2
1

424

0

22),,(,
x

yx

yxzyxdzdydx ;  

   dxdydzyzx
P

  2 , 20,10,02:  zyxP . 

 26)    





1

0

22

0

2
1

0

3),,(,
x

y
x

yxzyxdzdydx ;  

   dxdydzzyx
P

  23
, 10,01,20:  zyxP . 

 27)    





2

0

2

0

0

22
1

21),,(,
x

yx

yxzyxdzdydx ;  
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   dxdydzyzx
P

  24 3
, 10,10,21:  zyxP . 

 28)    






0

2

0

2
1

0

22

32),,(,
x yx

yxzyxdzdydx ;  

   dxdydzzxy
P

  23 , 31,10,20:  zyxP . 

 29)    
 


1

0

0

44

0

44

3),,(,
x yx

yxzyxdzdydx ;  

   dxdydzzxy
P

  4 , 21,10,11:  zyxP . 

 30)    






3

0

3

2
2

0

0

23
1

22),,(,

x

yx

yxzyxdzdydx ;  

   dxdydzyzx
P

  22 , 01,20,30:  zyxP . 

 

Задание 6 

 Для данной функции  zyxf ,,  вычислите: 

1)  dszyxf
S

 ,,  – поверхностный интеграл первого рода (ПОВИ-1); 

2) указанный поверхностный интеграл второго рода (ПОВИ-2) по 

поверхности S  треугольника, отсеченного от плоскости P  координатными 

плоскостями. Сторону поверхности S  выберите в соответствии со знаком 

косинуса угла, образованного нормалью n  к поверхности S  с 

соответствующей координатной осью (  ,,  – углы, образованные нормалью 

n  с осями OzOyOx ,, ). 

 

Варианты 

 1)   zyxf ,, zyx 52 ,  22:  zyxP , 
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  ПОВИ-2:  dydzzyxf
S

 ,, , 0cos  . 

 2)   zyxf ,, zyx 44 ,  422:  zyxP ,  

  ПОВИ-2:  dydzzyxf
S

 ,, , 0cos  . 

 3)   zyxf ,, zyx 86  ,  14:  zyxP ,  

  ПОВИ-2:  dxdzzyxf
S

 ,, , 0cos  . 

 4)   zyxf ,, zyx 4 ,  2:  zyxP ,  

  ПОВИ-2:  dxdzzyxf
S

 ,, , 0cos  . 

 5)   zyxf ,, zyx 2 ,  632:  zyxP ,  

  ПОВИ-2:  dxdyzyxf
S

 ,, , 0cos  . 

 6)   zyxf ,, zyx 27  , 6223:  zyxP ,  

  ПОВИ-2:  dxdyzyxf
S

 ,, , 0cos  . 

 7)   zyxf ,, zyx 32 ,  222:  zyxP ,  

  ПОВИ-2:  dydzzyxf
S

 ,, , 0cos  . 

 8)   zyxf ,, zyx 103 , 623:  zyxP ,   

  ПОВИ-2:  dydzzyxf
S

 ,, , 0cos  . 

 9)   zyxf ,, zyx 23  ,  222:  zyxP ,   

  ПОВИ-2:  dxdzzyxf
S

 ,, , 0cos  . 

 10)   zyxf ,, zyx 52 ,  632:  zyxP ,   

  ПОВИ-2:  dxdzzyxf
S

 ,, , 0cos  . 

 11)   zyxf ,, zyx 24  , 22:  zyxP ,   
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  ПОВИ-2:  dxdyzyxf
S

 ,, , 0cos  . 

 12)   zyxf ,, zyx 42  , 422:  zyxP ,   

  ПОВИ-2:  dxdyzyxf
S

 ,, , 0cos  . 

 13)   zyxf ,, zyx 4 ,  623:  zyxP ,   

  ПОВИ-2:  dydzzyxf
S

 ,, , 0cos  . 

 14)   zyxf ,, zyx 23  ,  222:  zyxP ,   

  ПОВИ-2:  dydzzyxf
S

 ,, , 0cos  . 

 15)   zyxf ,, zyx 32 ,  22:  zyxP ,   

  ПОВИ-2:  dxdzzyxf
S

 ,, , 0cos  . 

 16)   zyxf ,, zyx 223  , 222:  zyxP ,   

  ПОВИ-2:  dxdzzyxf
S

 ,, , 0cos  . 

 17)   zyxf ,, zxy 3 ,  2:  zyxP ,   

  ПОВИ-2:  dxdyzyxf
S

 ,, , 0cos  . 

 18)   zyxf ,, zyx 34 ,  632:  zyxP ,   

  ПОВИ-2:  dxdyzyxf
S

 ,, , 0cos  . 

 19)   zyxf ,, zyx 32 ,  22:  zyxP ,   

  ПОВИ-2:  dydzzyxf
S

 ,, , 0cos  . 

 20)   zyxf ,, zyx 42  , 122:  zyxP ,   

  ПОВИ-2:  dydzzyxf
S

 ,, , 0cos  . 

 21)   zyxf ,, zyx 32  ,  2:  zyxP ,   
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  ПОВИ-2:  dxdzzyxf
S

 ,, , 0cos  . 

 22)   zyxf ,, zyx 22  , 333:  zyxP ,   

  ПОВИ-2:  dxdzzyxf
S

 ,, , 0cos  . 

 23)   zyxf ,, zxy 42  , 422:  zyxP ,   

  ПОВИ-2:  dxdyzyxf
S

 ,, , 0cos  . 

 24)   zyxf ,, zyx 232  , 33:  zyxP ,   

  ПОВИ-2:  dxdyzyxf
S

 ,, , 0cos  . 

 25)   zyxf ,, zyx 23 ,  122:  zyxP ,   

  ПОВИ-2:  dydzzyxf
S

 ,, , 0cos  . 

 26)   zyxf ,, zyx 223  , 6223:  zyxP ,   

  ПОВИ-2:  dydzzyxf
S

 ,, , 0cos  . 

 27)   zyxf ,, zyx  42 , 22:  zyxP ,   

  ПОВИ-2:  dxdzzyxf
S

 ,, , 0cos  . 

 28)   zyxf ,, zyx  24 , 12:  zyxP ,   

  ПОВИ-2:  dxdzzyxf
S

 ,, , 0cos  . 

 29)   zyxf ,, zyx  2 ,  824:  zyxP ,   

  ПОВИ-2:  dxdyzyxf
S

 ,, , 0cos  . 

 30)   zyxf ,, zxy 4 ,  222:  zyxP ,   

  ПОВИ-2:  dxdyzyxf
S

 ,, , 0cos  . 

 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 33 

Задание 7* 

 В трехмерном пространстве заданы:  

– векторное поле        RQPkzyxRjzyxQizyxPa ;;,,,,,,  ; 

– тело T , ограниченное замкнутой поверхностью S ; 

– контур L , являющийся линией пересечения двух известных поверхностей; 

– точки A  и B . 

 Требуется: 

 1) найти объем тела T ; 

 2) вычислить     поток     векторного     поля    a     через     поверхность    S 

(в направлении внешней нормали); 

 3) определить   значение   циркуляции    поля   a     вдоль   контура    L  

(по направлению, соответствующему убыванию параметра t); 

 4) подсчитать работу векторного поля a  по перемещению материальной 

точки из положения A  в положение B . 

 

Варианты  

 1) векторное поле  zyxa  ;3;2 ; 











);(3

,16
:

конусавнутри
222

222

zyx

zyx
T  контур :L  









;2

,3 222

z

zyx
 

точки   0;0;0A  и  5;4;2B . 

 2) векторное поле  zyxa 2;5;3  ;  









;120

,1)(10
:

22

zy

yxz
T     контур :L  









;201

,1)1( 22

yz

yx
  

точки  1;1;1A  и  4;3;2B . 

 3) векторное поле  zyxa 6;2;9  ; 











;21,1

,25
:

)цилиндравнутри(
22

22

yxz

yxz
T  контур :L   









;2

,2122

z

yx
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точки  0;0;0A  и  1;1;2 B . 

 4) векторное поле  zyxa 3;4;5  ;  











;0,1

,3
:

22

22

zyx

zyx
T     контур :L   











;1

,3

22

22

yx

zyx
  

точки  0;1;0A  и  2;2;1B . 

 5) векторное поле  zyxa ;6;3 ;  









;0356

,3)(28
:

22

zy

yxz
T    контур :L   









;356

,1)1( 22

yz

yx
  

точки  1;0;1A  и  2;3;0B . 

 6) векторное поле  zyxa 3;2;4  ;  











;12

,64
:

22

22

yxz

yxz
T     контур :L   









;12

,4

22 yxz

z
  

точки  1;1;2 A  и  2;3;1B . 

 7) векторное поле  zyxa 3;10;12  ;  











;

,4
:

222

22

zyx

yx
T     контур :L   









;2

,222

z

zyx
  

точки  3;1;1A  и  0;2;1B . 

 8) векторное поле  zyxa 7;5;  ;  









;344

,3)(22
:

22

zy

yxz
T   контур :L   









;443

,1)1( 2

yz

yx
  

точки  3;2;1 A  и  1;1;0 B . 

 9) векторное поле  zyxa 10;3;4  ;  













;

,
9

4

:
22

22

yxz

yxz
T    контур :L   













;

,
3

1

22 yxz

z
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точки  2;1;3 A  и  3;2;1B .  

 10)  векторное поле  zyxa 7;3;6  ;  











);(1

,4
:

цилиндравнутри
22

222

yx

zyx
T  контур :L   











;3

,4222

z

zyx
 

точки  2;3;3A  и  1;4;2 B . 

 11) векторное поле  zyxa 4;9;5 ;  









;0160

,1)(30
:

22

zy

yxz
T    контур :L   









;160

,1)1( 22

yz

yx
  

точки  1;4;2A  и  0;3;4B . 

 12) векторное поле  zyxa  ;9;2 ;  













;
2

9

,9

:
22

22

yxz

yxz

T     контур :L   














;
2

9

,
2

3

22 yxz

z

  

точки  1;2;3 A  и  1;0;1B . 

 13) векторное поле  zyxa 6;4;  ;   











);(9

,10
:

конусавнутри
222

222

zyx

zyx
T  контур :L   









;1

,10222

z

zyx
 

точки  0;3;2A  и  1;1;2 B . 

 14) векторное поле  zyxa 4;5;6  ;  









;0252

,2)(26
:

22

zx

yxz
T    контур :L   









;1)1(

,522

22 yx

xz
  

точки  2;2;1 A  и  1;3;0B . 

 15) векторное поле   zyxa 5;4;3 ;  











);(60

,1,64
:

цилиндравнутри
22

22

yx

zyxz
T  контур :L   









;2

,6022

z

yx
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точки  0;2;2 A  и  2;2;1B . 

 16) векторное поле  zyxa 3;2;10  ; 











;0,2

,1
:

22

22

zzyx

yx
T   контур :L   











;2

,1

22

22

zyx

yx
  

точки  2;1;1 A  и  0;2;2 B . 

 17) векторное поле  zyxa 7;;2  ;  









;0148

,1)(24
:

22

zx

yxz
T   контур :L   









;481

,1)1( 22

xz

yx
  

точки  2;2;0 A  и  1;3;1B . 

 18) векторное поле  zyxa 4;2; ;  













;
2

3

,1

:
22

22

yxz

yxz

T    контур :L   














;
2

1

,
2

3 22

z

yxz

  

точки  1;4;4 A  и  1;0;3 B . 

 19) векторное поле  zyxa 8;7;2  ;  














;
5

2

,
25

4

:
22

222

zyx

zyx

T    контур :L   














;
2

5

,
5

222

z

zyx

  

точки  4;1;1 A  и  3;2;0B . 

 20) векторное поле  zyxa 5;;8  ;  









;028

),(42
:

22

zx

yxz
T    контур :L   









;28

,1)1( 22

xz

yx
 

точки  5;3;3 A  и  3;0;2B . 

 21) векторное поле  zyxa 3;2; ;  
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









;6

,16
:

22

22

yxz

yxz
T   контур :L   









;2

,6 22

z

yxz
  

точки  0;5;0A  и  1;4;1 B . 

 22) векторное поле  zyxa ;4;3 ;  











);(4

,16
:

цилиндравнутри
22

222

yx

zyx
T  контур :L   











;32

,422

z

yx
  

точки  4;2;6A  и  5;0;5B . 

 23) векторное поле  zyxa 2;3;5  ;  









;364

,3)(32
:

22

zx

yxz
T    контур :L   









;643

,1)1( 22

xz

yx
  

точки  4;1;2 A  и  0;2;1B . 

 24) векторное поле  zyxa 5;4;2  ; 











);(45

,5,81
:

цилиндравнутри
22

22

yx

zyxz
T  контур :L   









;6

,4522

z

yx
  

точки  1;1;1 A  и  3;2;2B . 

 25) векторное поле  zyxa 7;10;2  ;  














;
5

,
25:

22

2
22

z
yx

z
yx

T     контур :L   












;5

,
5

22

z

z
yx

 

точки  2;1;3 A  и  5;2;2B . 

 26) векторное поле  zyxa  ;4;5 ;  









;0316

,3)(8
:

22

zx

yxz
T     контур :L   









;316

,1)1( 22

xz

yx
  

точки  5;0;4A  и  4;1;3B . 
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 27) векторное поле  zyxa 2;5;10  ;   

   . 2;1;4  1;2;5 

);(27

,2,36
:

и точки

цилиндравнутри
22

22













BA

yx

zyxz
T

 контур :L   









;3

,2722

z

yx
 

 28) векторное поле  zyxa 4;6;  ;  











);(

,4
:

конусавнутри
222

222

zyx

zyx
T  контур :L   











;2

,222

z

zyx
 

точки  0;4;3A  и  2;6;2B . 

 29) векторное поле  zyxa ;2;4  ;  









;0224

),(122
:

22

zx

yxz
T    контур :L   









;224

,1)1( 22

xz

yx
  

точки  2;5;1 A  и  1;7;0 B . 

 30) векторное поле  zyxa 3;;6  ; 











);(33

,3,49
:

цилиндравнутри
22

22

yx

zyxz
T   контур :L









;4

,3322

z

yx
 

точки  5;0;2A  и  3;1;1B . 
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1.2. Образцы решений заданий по теме 

«Кратные, криволинейные и поверхностные интегралы» 

 

Задание 1 

 Преобразуйте двойной интеграл 
D

dxdyyxf ),(  в повторный двумя 

возможными способами. Выберите наиболее простой из полученных 

повторных интегралов для вычисления двойного интеграла.  

 а) 

2

3

22 )1(

),(





yx

y
yxf ,  

область D  задана системой неравенств: 10  x , 20  y . 

 б) yxyxf ),( , область D  ограничена линиями: 2,0,2  xyxy . 

 в) xyyxf ),( , область D  ограничена линиями: 0,ln  yxy , 1y , 

0x . 

 г) 1),( yxf , область D  – трапеция 4321 AAAA  с вершинами в точках 

 4;21A ,  5;42A ,  3;63A ,  1;24A . 

 

 Решение 

а) Очевидно, что область интегрирования D  (рис. 1) является 

прямоугольником. Поэтому не составляет труда 

записать оба повторных интеграла, соответствующих 

данному двойному интегралу. 




D

yx

ydxdy

2

3

22 )1(

 




1

0

2

0 2

3

22 )1( yx

ydy
dx  и 




D

yx

ydxdy

2

3

22 )1(

 




2

0

1

0 2

3

22 )1( yx

dx
ydy . 

O  1 x  

A

B  

y  

2  

D  

Рис. 1 
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Для вычисления предпочтительнее первый из них, поскольку его 

внутренний интеграл находится проще, чем во втором случае.  














   
1

0

2

0 2

3

22

221

0

2

0 2

3

222

3

22 )1(

)1(

2

1

)1()1( xy

xyd
dx

xy

ydy
dx

yx

ydxdy

D

 

 



































1

0
22

1

0
22 5

1

1

1

1

1

0

2
dx

xx
dx

xy
 

.
61

)21(5
ln5ln1ln

0

122










  xxxx  

 б) Изобразим область интегрирования D  (рис. 2), 

которая ограничена параболой 
2xy   и двумя прямыми 

0y  (ось Ox ) и 2x .  

 Запишем двойной интеграл  
D

dxdyyx )(  в виде 

повторного с внешним интегрированием по x . Очевидно, 

что в области D  20  x . Это и будут внешние пределы 

интегрирования. С другой стороны, если  2;0x , то в 

направлении оси Oy  область D  ограничена осью Ox  (снизу) и параболой 

2xy   (сверху), т. е. 
20 xy  . Отсюда получаем 

    
D

x

dyyxdxdxdyyx
2

0 0

2

)()( . 

 Пусть теперь внешнее интегрирование выполняется по y. Очевидно, что в 

области D  переменная  Ayy ;0 , где Ay  – ордината точки A  пересечения 

параболы 
2xy   с прямой 2x . Найдем 422 Ay . Тогда 40  y  в 

области D . Поскольку в направлении оси Ox  область D  ограничена: слева 

параболой 
2xy   yx  , справа – прямой 2x , то переменная x  в 

области D  удовлетворяет неравенству 2 xy . Таким образом, 

O  2  x  

A  

B  

y  

4  

D  

Рис. 2 
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    
D y

dxyxdydxdyyx
4

0

2

.)()(  

 Вычислим первый из полученных выше повторных интегралов.  

   










































2

0 0

2

0

544
3

2

0

22

.
5

1
7

10422
)(

2

0

2

0

x xx
dx

x
xdx

y
xydyyxdx

x
 

 в) Изобразим область интегрирования D  (рис. 3), границами которой 

являются три прямые 1,0,0  yyx  и 

логарифмическая кривая xy ln .  

 Пусть сначала внешнее интегрирование 

выполняется по x . Найдем абсциссу точки B , в 

которой пересекаются прямые 1y  и кривая 

xy ln : exx  ln1 . Таким образом, в 

области D  ex 0 . Заметим, что при изменении x  от 0 до 1 переменная y  

тоже изменяется от 0 до 1, однако при изменении x  от 1 до e  переменная y  

изменяется уже не от 0 до 1, а от xln  до 1. Это означает, что двойной интеграл 

будет записан в виде суммы двух повторных интегралов: 

     
1

0

1

0 1

1

ln

.
e

xD

ydyxdxydyxdxxydxdy  

 Пусть теперь внешнее интегрирование выполняется по y . Как видно из 

рис. 3, 10  y  в области D , при этом x  изменяется от прямой 0x  до 

логарифмической кривой, из уравнения xy ln  которой можно выразить 

yex  , т. е. 
yex 0 . Таким образом, запишем еще один повторный интеграл, 

который и будем использовать для вычисления двойного: 

 













    

1

0

2
1

0 0

1

0

2

2

1

2 0
dyyedy

x
yxdxydyxydxdy y

D

e y y
e

 

).1(
8

1

8

1

4

1

2

1

2

1

2

1 222
1

0

22

0

1

0

1











  eeedyeye yyy

 

O  1 x  

A  
 eB ;1  

y  

1 

D  

Рис. 3 

e

C

xy ln  
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 г) Изобразим область интегрирования D , 

являющуюся по условию задачи трапецией 

4321 AAAA  (рис. 4).  

 Составим уравнения прямых, на которых 

лежат стороны трапеции 4321 AAAA . 

 Очевидно, что прямая 2x  содержит 

сторону 41AA . Сторона 34 AA  лежит на прямой, 

имеющей уравнение 

 
34

3

34

3

yy

yy

xx

xx









,  

где     3;6; 3333 AyxA  ,    1;2; 4444 AyxA  .  

 Отсюда (после подстановки числовых значений) получаем 

 
231

3

6

6 x
y

y

x

x










 – уравнение прямой, содержащей сторону 34 AA . 

 Как видно из рис. 4, сторона 21AA  лежит на прямой, полученной 

параллельным переносом прямой 
2

x
y   на три единицы вверх, т. е. на прямой 

2
3

x
y  . 

 И наконец, снова используя уравнение прямой, проходящей через две 

известные точки     3;65;4 32 иточкиразэтотна AA , получаем xy  9  – 

уравнение прямой, содержащей сторону 32 AA .  

 Анализируя расположение трапеции 4321 AAAA  в системе координат xOy , 

можно прийти к выводу, что при любом способе  перехода к повторным 

интегралам их будет несколько. Выбирая внешнее интегрирование по y , 

получим (рис. 4а) 

  

321 DDDD

dxdydxdydxdydxdy , 

6 4 2 x  

4 

5 

y  

1 

3 

1A  
2A  

3A  

4A

 

D 

Рис. 4 
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где области iD  можно задать системами 

неравенств, 3,2,1i : 

 yxyD 22,31:1    

(пояснение: yx 2  – уравнение прямой 

34 AA ); 

 yxyD  92,43:2   

(пояснение: yx  9  – уравнение прямой 

32 AA ); 

 yxyyD  962,54:3  (пояснение: yyx 62   – уравнение 

прямой 21AA ). 

 Окончательно получаем 

      







5

4

9

62

3

1

2

2

4

3

9

2

y

yD

y y

dxdydxdydxdydxdy . 

 Заметим, что если в двойном интеграле подынтегральная функция 

1),( yxf  для любой точки Dyx );( , то интеграл 
D

dxdy вычисляет площадь 

области D . 

 Запишем теперь 
D

dxdy в виде 

повторного с внешним интегрированием по x  

(рис. 4б). Тогда 

 



DDD

dxdydxdydxdy , 

при этом области D  и D   можно задать 

системами неравенств: 

 
2

3
2

,42:
x

y
x

xD  ; 

 xy
x

xD  9
2

,64: . 

6 4 2 x  

4 

5 

y  

1 

3 

1A  
2A  

3A  

4A  

D  

Рис. 4б 

D   

2

x
y   

xy  9  

2
3

x
y   

6 4 2 x  

4 

5 

y  

1 

3 

1A  
2A  

3A  

4A  

1D  

Рис. 4а 

2D  

3D  

yx 2  

yx  9  

62  yx  

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 44 

 Таким образом, 

     





D

x

x

x

x
AAAASdydxdydxdxdy

4

2

2
3

2

6

4

9

2

4321
 – площадь трапеции 4321 AAAA . 

 Найдем эту площадь, вычислив сумму повторных интегралов: 

 .9
2

9
22

3
6

4

4

2

6

4

4

2
2

9

2

2
3

4321


















  



dx
x

xdx
xx

ydxydxS x

x

x

x

AAAA  

 

Задание 2 

 Дана сумма повторных интегралов по области D : 

       
 


0

3

3 3

0

3

,,
x x

dyyxfdxdyyxfdx . 

1. Изобразите область интегрирования D  и измените порядок 

интегрирования в повторных интегралах. 

2. Найдите площадь области D  двумя способами: 

– непосредственно по рисунку; 

– с помощью двойного интеграла. 

3. Зная плотность распределения массы   yxyx  22,  по области D , 

вычислите: 

– массу пластинки , имеющей форму области D ; 

– среднее значение плотности пластинки. 

4. Найдите периметр области D  двумя способами: 

– как длину замкнутой ломаной L  непосредственно по рисунку; 

– с помощью криволинейного интеграла первого рода. 

5. Вычислите массу дуги L , где L  – контур области D , если 

  yxyx  22,  – плотность распределения массы вдоль этой дуги. 
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6. Вычислите работу A   силы   jxyiyxF  22 923  вдоль 

положительно ориентированного контура L  (границы области D ) двумя 

способами: 

– с помощью криволинейного интеграла второго рода; 

– применяя формулу Грина. 

 

 Решение 

 1. Область интегрирования  

21 DDD  , где 2,1, iDi  – 

область интегрирования i -го 

интеграла. Зададим  2,1iDi  

системой неравенств и изобразим 

на плоскости. Для области 

3,03:1  yxxD . Таким 

образом, область 1D  ограничена прямыми: 3,,0,3  yxyxx  (рис. 5). 

 Для области  3,30:2  yxxD , таким образом, область 2D  

ограничена прямыми: 3,,3,0  yxyxx  (рис. 5). 

 Изменим теперь порядок интегрирования в повторном интеграле по 

области 21 DDD  . Для этого зададим всю область D  системой неравенств: 

yxyy  ,30 , откуда следует искомое представление двойного 

интеграла по D  в виде повторного с внешним интегрированием по y : 

      



D

y

y

dxyxfdydxdyyxf
3

0

., . 

 2. Найдем площадь области D  двумя способами. Сначала вычислим ее 

как площадь равнобедренного AOC  с основанием 6AC  и высотой  

3BO  (см. рис. 5): 

O  3  x  

A B  

y  

Рис. 5 

3  

C  

1D  2D  

3

xy   xy   

3y  
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 936
2

1

2

1
 BOACS . 

 Эту же площадь вычислим через двойной интеграл 
D

dxdyS , который 

запишем в виде повторного интеграла с внешним интегрированием по y , 

используя результат задачи 1: 

 92
0

33

0

3

0

3

0

2     


yydyxdydxdyS
y

y
y

y

. 

 3. Массу пластинки, имеющей форму области D , вычислим по формуле  

  
D

dxdyyxm , , 

где   yxyx  22,  – известная плотность распределения массы по 

области D . Для вычисления двойного интеграла используем повторный 

интеграл с внешним интегрированием по y , полученный в задаче 1. 

     







   



3

0

3
3

0

22

3

2
22

y

y

D

y

y

xyxdydxyxdydxdyyxm  

453
3

2

3

3

3

2

43

4
2

3

4 3
4

0

33

0

33

0

4
23 







  y

y
dyyy . 

 Среднее значение плотности области D  вычисляется по формуле 

  ср

1
ρ ρ ,

D

m
x y dxdy

S S
   , 

где S  – площадь области D , m  – масса этой области. В нашем случае 

9,45  Sm , значит, среднее значение плотности будет равно ср

1
45 5

9
    . 

 4. Найдем периметр области D  двумя способами. Сначала – как периметр 

AOC .  
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 23OCAO  ( OCAO и  – гипотенузы равнобедренных 

прямоугольных треугольников с катетами длиной 3), 6AC . Тогда 

 1266266232  . 

 Теперь найдем тот же периметр через криволинейные интегралы первого 

рода, используя формулу длины дуги 


 


MN

dlLMN
MN

: . 

 




ACOCAO

dldldl . 

 

 

     














0

3

2
2 3

0
22

211

,0;3,:

xdx

dxdxxdxydl

xxyAO

dl

AO

 

2332  ; 

 

 

  
23322

21

,3;0,: 3

0

2  











dx

dxdxxdl

xxyOC

dl

OC

; 

 

 

   














3

3

2 6

31

,3;3,3:

dx

dxdxdl

xyAC

dl

AC

. 

  12662662323  . 

 5. Массу контура L  области D  с плотностью   yxyx  22,  найдем по 

формуле 

          


dlyxdlyxdlyxdlyxm

OCAO
LL

L
222 222,  

  321
22 mmmdlyx

AC

 

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 
 

   

   
 

.2
2

45

2

3
3

3

2
2

23

2
222

22

22

2

,0;3,:

2

2
3

0

3

2
32

0

3

2

22

2
1

3

0

4задачувышесм.














 






































x
xdxxx

dxxx

xxyx

dxdl

xxyAO

dlyxm

xy

AO

 
 

 

.2
2

45

2

3
3

3

2
2

23

2
2

22

22

,2

,3;0,:

2

2
3

2
3

3

0

2

22

2
2

0

3






































 





x
x

dxxx

xxyx

dxdl

xxyOC

dlyxm

xy

OC  

  
 

 
















3

3

2

22

2
3 32

322

,

,3;3,3:

2

3

dxx

xyx

dxdl

xyAC

dlyxm

y

AC

 

  5433
3

2
23

3

2
2322 233

3

0

2

0

3


















  xxdxx . 

 В итоге найдена масса дуги L : 

  625954245542
2

45
2

2

45
Lm . 

6. а) Сначала вычислим работу по контуру L  (см. рис. 5), 

ориентированному положительно CAOCAO  , используя криволинейные 

интегралы второго рода и формулу для вычисления работы силы F  вдоль 

контура 
L . 
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      


dyxydxyxdyxydxyxdrFA
AOLL

2222 923923  

    321
2222 923923 AAAdyxydxyxdyxydxyx

CAOC

   (по свойству 

аддитивности интеграла). 

   





 

dxdy

xxyAO
dyxydxyxA

AO

,0;3,:
923 22

1  

         











 3

0423
0

3

32
0

3

22

4

9
9231923 xxxdxxxxdxxxxx

89
4

9
9

4

9
9270 2 








 . 

   





 

dxdy

xxyOC
dyxydxyxA

OC

,3;0,:
923 22

2  

  89
4

9
81

4

9
927

4

9
923

0

3423
3

0

32 







  xxxdxxxx . 

   





 

0

,3;3,3:
923 22

3
dy

xyCA
dyxydxyxA

CA

 

        186263263323
0

33
3

0

2
3

3

2
3

3

2  




xxdxxdxxdxx . 

 В итоге получаем значение работы A  по контуру 
L . 

   5,382
2

465
489

2

9
1889

4

9
2321  AAAA . 

б) Теперь вычислим ту же работу другим способом, используя для этого 

формулу Грина, позволяющую преобразовать КРИ-2 по замкнутому контуру L  

в двойной интеграл по односвязной области D , ограниченной этим контуром: 

    dxdy
y

P

x

Q
dyyxQdxyxPA

DL

 




















,, . 
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В нашем случае  

       jxyiyxjyxQiyxPF  22 923,, , откуда 

   223, 2 





y

P
yxyxP , 

   22 99, y
x

Q
xyyxQ 




 . 

 В результате применения формулы Грина получаем двойной интеграл по 

области D  (см. рис. 5): 

     
















 



dxydydxdyydxdy
y

P

x

Q
drFA

y

yDDL

2929 2
3

0

2
 

     

.5,382
2

765
33

4

9
2

4

9
229222929

24

24
3

0

3
3

0

2
3

0

2






























 


yydyyyydyyxdyy

y

y

  

 

Задание 3 

 1. Сделайте рисунок фигуры, площадь которой вычисляется с помощью 

данных повторных интегралов: 

 а)  




1

0

1

1 2

y

y

dxdy   (в прямоугольной декартовой системе координат); 

б*)    
















3

2

4

sin2

sin

6

5

3

2

sin

0

rdrdrdrd   (в полярной системе координат). 

2. Вычислите площадь фигуры, заданной повторными интегралами а) и 

б*). 

3. Найдите массу кривой L , являющейся контуром фигуры из задачи а), 

если   xyxyx 2, 2   – ее плотность. 
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 Решение 

 Обратимся сначала к области 1D , площадь которой вычисляется с 

помощью повторного интеграла а), для которой и решим три поставленные 

задачи. 

 1а) Исходя из пределов интегрирования повторного интеграла зададим 

область интегрирования 1D  системой неравенств: 10  y , 

yxy  11 2
. Таким образом, фигура 1D  заключена между прямыми 

0y  и 1y  в направлении оси Oy  и линиями 
21 yx   и yx 1  вдоль 

оси Ox . Графиком уравнения 

21 yx   является левая 

полуокружность  0x  окружности 

122  yx . Линейное уравнение 

xyyx  11  определяет прямую. 

Искомая фигура 1D  изображена на рис. 6. 

 2а) Найдем площадь 1D  исходя из элементарных геометрических 

соображений: 1S  равна сумме 
4

1
 площади круга радиусом 1 и площади 

прямоугольного равнобедренного треугольника с катетом, равным 1.  

 В итоге получим: 
2

1

4
1

2

1
1

4

1 22
1 


S . 

 3. Поскольку контур L  фигуры 1D  состоит из трех частей 

ACBCABL  , имеющих различные уравнения, то для вычисления массы 

кривой L  мы будем использовать формулу 

      dlyxdlyxdlyxmmmm

ACBCAB




 ,,,321 , 

где   xyxyx 2, 2  . 

O

Рис. 6 

A  C  

x  

y  

B  1 

1 1  

1D  
0y  

yx 1  

21 yx   
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 Вычислим сначала 1m  – массу дуги 

AB : 

    


dlxyxm

AB

22
1

       

 






















tttxyx

dtdtttdttytxdl

t
ty

tx
yxyxAB

tytx
sincos2cos2

,cossin

,
2,sin

,cos
10,01,1:

22

2222

22

sin,cos

 

  










 









dtt
t

dtttt

22

2 2sin
2

2cos1
cossin2cos  

   
















 














2

2

22

22sin
2

1
22cos

2

1

2

1
tdttdtdt  

1
4

20
22

1
2cos2sin

2

1

22

1

22




































 







tt . 

 Вычислим теперь массу 2m  дуги 


BC : 

       

   
















xxxxxxyx

dxdxdxxydl

xxyBC

dlxyxm

xy

BC

23122

,2111

,10,1:

2

222

222
2

1

 

    02223
0

123
1

0

2   xxdxxx . 

 Осталось найти массу 3m  дуги 

AC . 
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    

 









 






1

0

2
1

1

2

22

22
3 2

2

,011

,11,0:

2

0

dxxdxx

xxyx

dxdxdxydl

xyAC

dlxyxm

y

AC

 

3

2

3
2

0

13


x

. 

 В результате получили массу m  контура L : 

  
3

5

43

2
1

4
321 





 mmmm . 

 1б*) С помощью суммы повторных интегралов, заданных в полярной 

системе координат: 

    
















3

2

4

sin2

sin

6

5

3

2

sin

0

rdrdrdrd , 

можно вычислить площадь области 
2
2

1
22 DDD  . 

 Опишем области 
1
2D  и 

2
2D  системами неравенств. 

 





sin2sin,
3

2

4
:1

2 rD . 

 Первое двойное неравенство означает, что область 
1
2D  заключена между 

лучами 
4


  и 

3

2
 . Из второго неравенства следует, что область 

1
2D  

ограничена к тому же дугами окружностей  sinr  и  sin2r . 

 Область 
2
2D  можно описать системой двойных неравенств: 

 





sin0,
6

5

3

2
:2

2 rD , 

т. е. область 
2
2D  ограничена лучами 

3

2
 , 

6

5
  и окружностью  sinr . 
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 Искомая фигура 
2
2

1
22 DDD   изображена на рис. 7. 

 2б*) Вычислим площадь S  

фигуры 2D  как сумму двух данных 

повторных интегралов. 

     













3

2

4

sin2

sin

6

5

3

2

sin

0

rdrdrdrdS  

  













3

2

4

26

5

3

2

2

0

sin

sin

sin2

22

r
d

r
d  

     

















3

2

4

6

5

3

2

22
3

2

4

6

5

3

2

222 sin
2

1
sin3

2

1
sin

2

1
sinsin4

2

1
dddd  

      









3

2

4

6

5

3

2

2cos1
4

1
2cos1

4

3
dd  






























































3

6
2sin

2

1

3

2

6

5

4

1
2sin

2

1

43

2

4

3

2

5

4

3

2

 

 183917
48

1

2

3

4

33

12

17

4

1











 . 

 

4


  

O  

Рис. 7 

6

5
  

3

2
  

2

2D

 sinr   sin2r  

1

2D  

p  
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Задание 4 

Изобразите область интегрирования двойного интеграла 






41

22

22

sin

yx

dxdyyx , перейдите в нем к полярным координатам по 

формулам  cosrx ,  sinry  и вычислите полученный интеграл. 

 

 Решение 

 Область интегрирования D , заданная 

двойным неравенством 41 22  yx , 

является кольцом, ограниченным двумя 

концентрическими окружностями 

122  yx  и 422  yx   радиусами 11 r   

и 22 r  и общим центром в начале 

координат (рис. 8).  

 Перейдем от прямоугольной 

декартовой системы координат xOy  к полярной системе Op , совместив 

центры этих систем и направив ось Op  вдоль оси Ox .  

 Применим формулы перехода от прямоугольной декартовой системы к 

полярной системе координат: 

 







20,0

,sin

,cos
r

ry

rx
, 

где r  – полярный радиус,   – полярный угол. 

 В полярной системе координат подынтегральная функция примет вид 

 rrrryx sinsinsincossinsin 2222222  ; 

  rdrddxdy . 

 Границы кольца D  будут иметь следующие полярные уравнения: 

 111sincos1 2222222  rrrryx ; 

2  x  

y  

O  1 

Рис. 8 

D  
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 244sincos4 2222222  rrrryx . 

 Само кольцо D  в полярной системе координат можно задать теперь 

системой неравенств:  20 , 21  r . 

 В результате этих преобразований исходный интеграл примет следующий 

вид: 

 rdrrdrdrdrdxdyyx
D D

sinsinsin
2

1

2

0

22

1

  


.  

 Внутренний интеграл вычисляется по частям: 

 



  drrrr

rvrdrdv

drduru
rdrr

2

1

2

1

coscos
cos,sin

,,
sin

1

2
 

1sin2sin1cos2cos2sin1cos2cos2
1

2
 r . 

 Вычислив внешний интеграл по переменной  , получим 

    1sin2sin1cos2cos221sin2sin1cos2cos2
2

0




d . 

 

Задание 5 

В пространственной области T  задан трехкратный интеграл 

  




0

623

2

0

0

3
2

3 yx
x

dzdydx . 

1. Вычислите этот интеграл. 

2. Постройте область T , объем которой равен значению данного 

интеграла, а затем  повторно найдите этот объем, используя подходящую 

формулу элементарной геометрии.  

3. Найдите массу тела, имеющего форму области T , если известна 

плотность распределения массы yxzyx 2),,(  .  
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4. Вычислите тройной интеграл  dxdydzyzx
P

  342
 по 

параллелепипеду 02,30,11:  zyxP . 

 

Решение 

1. Трехкратный интеграл будем вычислять последовательно, начиная с 

внутреннего и продвигаясь к внешнему:  









    









dyyxdxzdydxdzdydx

x
yx

x
yx

x

)623(
2

0

0

3
2

3623

02

0

0

3
2

3

0

623

2

0

0

3
2

3

 









































 


dxxxxxdxyyxy

x
3

2

3
63

2

3
3

2

3
3)63(

22

0

2

0

2

3
2

3

0

 












































 

0

2
32

0

22

0

3
2

3

3

1

3

2
3

2

3
63

2

3
33

2

3
xdxxdxxxx  

  6)30(
9

2 3
 . 

2. Как известно, по формуле 
 

 

 

 

 









yx

yx

b

a

x

xT

dzdydxxdydzd
,

,

2

1

2

1

 вычисляется 

объем пространственной области T , которая задана системой неравенств: 

bxa  ,    xyx 21  ,    yxzyx ,, 21  . Таким образом, 

вычисленный в задаче 1 трехкратный интеграл численно равен объему 

области T , которую можно задать неравенствами: 

.0623,03
2

3
,20  zyxyxx  

Последнее неравенство означает, что в направлении оси Oz  тело T  

ограничено поверхностями 0z  и 623  yxz .  

0z  – это координатная плоскость xOy , которая ограничивает область 

T  сверху. Плоскость P  с уравнением 623  yxz , ограничивающую T  
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снизу, приведем к виду «в отрезках», чтобы найти ее точки пересечения с осями 

координат. 

.1
632

1
66

2

6

3
623623: 







zyxzyx
zyxyxzP

 Из этого уравнения следует, что плоскость P  пересекает ось Ox  в 

точке –  0;0;2A , ось Oy  – в точке  0;3;0 B ,  ось 

Oz  – в точке  6;0;0 C  (рис. 9). 

Проекцией тела T  на плоскость xOy  является 

треугольник AOB , ограниченный прямыми 

1
32

,0,0 



yx

yx . 

Таким образом,  тело T  является треугольной  

пирамидой САОВ, объем которой вычисляется по 

формуле 

6632
6

1

6

1
 OCOBAOV . 

Этот же результат для объема тела T  был получен выше при решении задачи 1. 

3. Вычислим массу m  тела, имеющего форму области T , с плотностью  

распределения массы yxzyx 2),,(  . В соответствии с известной формулой 

 
TT

dxdydzyxdxdydzzyxm )2(),,( . 

Для вычисления тройного интеграла используем приведенную в условии 

задачи расстановку пределов интегрирования в трехкратном интеграле по 

области T :  

x  

z  

y  O  B

3  

6  

2  A

C  

Рис. 9 
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  








0

623

2

0

0

3
2

3 623

00

3
2

3

2

0

)2()2(
yx x yx

x

zyxdydxdzyxdydxm

   
 


2

0

0

3
2

3

2

0

0

3
2

3

22 )124863()623)(2(
x x

dyyyxyxxdxdyyxyxdx














3
2

3

02

0

2322 6
3

4
4)63( xyyxyyxxdx  

      















  dxxxxx

x
xx

2

0

22

2

3

2

2
2

2

2

23
2

6
2

2

3

3

4
2

2

3
4

2

)2(3
)2(3

 









2

0

232 )2(
2

27
)2(

2

9
)2(

2

9
dxxxxx  




 
2

0 0

2
3

2
2

0

2

3

)2(

2

9
)2(

2

9
)32()2(

2

9 x
dxxdxxxx  

12))2(0(
2

3 3  . 

4. Переход от тройного интеграла  dxdydzyzx
P

  342
 к трехкратному 

по параллелепипеду 02,30,11:  zyxP  выполняется 

очевидным образом: 

     


dzyzxdydxdxdydzyzx
P

0

2

2
3

0

1

1

2 3434  

      
 

3

0

2
1

1

0

2

22
3

0

1

1

83223
2

0
yxdydxyzzxdydx  

         


dxxdxxyxydx
1

1

2
1

1

222
1

1

6363636432
0

3
 

  323643
3

12312
0

131

0

2 












  x

x
dxx . 
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Задание 6 

Дана функция    zyxzyxf 235,,  . Вычислите: 

1) поверхностный  интеграл  dszyxf
S

 ,,  первого рода; 

 2) поверхностный интеграл  dxdzzyxf
S

 ,,  второго рода по поверхности 

S  треугольника, отсеченного координатными плоскостями от плоскости 

422:  zyxP . Сторону поверхности S  выберите в соответствии с 

условием 0cos  , где   – угол, образованный нормалью n  к поверхности S  с 

осью Oy . 

 

Решение 

 1. Для вычисления поверхностного 

интеграла первого рода преобразуем его к 

двойному интегралу по области xyD , 

являющейся проекцией поверхности S  на 

плоскость xOy  (рис. 10).  Для этого из 

уравнения плоскости P  выразим 

y
x

z 
2

2 , вычислим 1,
2

1
 yx zz .  

 Найдем     dxdydxdydxdyzzds yx
2

3
1

4

1
11

22
 . Используем 

полученные параметры для перехода к двойному интегралу. 

   















  dxdyy

x
yxdszyx

xyDS 2

3

2
2235235  

    



 




dxyxdy

yx

y

D

dxdyyx
y

xy

Dxy

42

0

0

2

529
2

3

420

,02

:

529
2

3
 

x  

z  

y  

O  

4  

2  

2  

n  

xyD  

Рис. 10 

xzD  

S  
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         


 0

2

2
0

2

2 424259
2

3
59

2

3

0

42
yyydyxxydy

y
 

         


dyyydyyyy
0

2

2
0

2

2
101133222593  

   1820228310
2

11
3

2

023 










yyy . 

 2. Отметим, что из условия 0cos   следует (см. рис. 10), что выбрана 

верхняя  сторона  поверхности  S . Для  вычисления  поверхностного  интеграла 

второго рода преобразуем его к двойному интегралу по области xzD  (см. рис. 10), 

являющейся проекцией поверхности S  на плоскость xOz . 

 Для этого из уравнения 422  zyx  плоскости P  выразим 

переменную 2
2

:  z
x

yy  и подставим в подынтегральную функцию:

   15
2

235,, 2
22

2









 


z

x
zxzyxf z

x

z
x

y
. 

 Далее получим двойной интеграл по области xzD , взятый со знаком 

минус с учетом направления нормали. 

   











 

zx

z

D

dxdzz
x

dxdzzyx

xz

DS xy 240

,20

:

15
2

235  

  




























0

24
15

4
15

2

22

0

24

0

2

0

z
xz

x
dzdxz

x
dz

z

 

 
   

















  zz

z
dz 2415

4

22
222

0

    dzzzzz
2

0

22 4221044  

    1293189
0

223
2

0

2   zzdzzz . 
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Задание 7* 

В трехмерном пространстве заданы: 

– векторное поле       kzjyixa  832315 ; 

– тело T , ограниченное замкнутой поверхностью 














;
15

,16

: 22

22

yx
z

yxz

S  

– контур L , являющийся линией пересечения поверхностей 

222 15zyx   и  1z ; 

– две точки  1;1;1A  и  4;3;2B . 

Требуется: 

1) найти объем тела T ; 

2) вычислить поток векторного поля a  через поверхность S  в 

направлении внешней нормали; 

3) определить значение циркуляции поля a  вдоль контура L  в 

направлении убывания  параметра t ; 

4) подсчитать работу векторного поля a  по перемещению материальной 

точки из положения A  в положение B . 

 

Решение 

1. Изобразим тело T  (рис. 11), которое ограничено сверху полусферой 1S  

с уравнением 
2216 yxz  , а снизу – конической поверхностью 2S  с 

уравнением 
15

22 yx
z


 . 

Для вычисления объема этого тела применим формулу 

 











 




 xyxy D

yx

yxDT

dxdy
yx

yxdzdxdydxdydzV
15

16
22

22
16

15

22

22

, 
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где xyD  – проекция 

пространственной области T  на 

плоскость xOy . Границей области 

xyD  является проекция на 

плоскость xOy  линии пересечения 

полусферы 1S  с конусом 2S . 

Получим ее уравнение: 





15

16
22

22 yx
yx  

  



15

16
22

22 yx
yx  2222 )(151516 yxyx  

15)(161516 2222  yxyx . 

Это уравнение окружности с центром в начале координат и радиусом 

15 , расположенной на плоскости xOy . Значит, область xyD  – круг.  

Чтобы вычислить двойной интеграл по кругу xyD , удобно перейти к 

полярным координатам на плоскости xOy : 

15
16

15
16,

,sin

,cos 2
22

22 r
r

yx
yxrdrddxdy

ry

rx












; 

 20,150: rDxy . 

Тогда двойной интеграл по области xyD  примет следующий вид: 














 
  dxdy

yx
yxV

xyD 15
16

22
22

 
























  

 15

0

215

0

2
2

0

2

0

15

0

2

15
16

15
16 dr

r
rdrrdrdr

r
rd  

4  x  

y  

z  

Рис. 11 
xyD  

15  

1S  

2S  

4  
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  













 

0

15

153
1616

2

1
2

315

0

22 r
rdr  

    .321625)641(
3

1
2

153

1515
)16(

3

2

2

1
2

0

152 2

3
























 r

 2. Используем формулу Остроградского – Гаусса, чтобы с помощью 

тройного интеграла вычислить поток   векторного поля  RQPa ;;  через 

замкнутую поверхность S  в направлении внешней нормали:  

  























T

dxdydz
z

R

y

Q

x

P
, 

где T  – пространственная область, ограниченная поверхностью S . 

 Так как по условию kzjyixa )83()23()15(  , то 

 15  xP , yQ 23 , 83  zR , 

 5




x

P
, 2




y

Q
, 3




z

R
, а значит, 

 6














z

R

y

Q

x

P
, следовательно, поток   равен 

  
TT

Vdxdydzdxdydz 192326666 , 

с учетом вычисленного в 1 объема  32V  тела T . 

3. Для вычисления циркуляции векторного поля );;( RQPa   вдоль 

контура L  применим формулу 

  
L L

dzzdyydxxRdzQdyPdxC )83()23()15( . 

Контур L  в нашем случае является окружностью, лежащей в плоскости  

1z  и являющейся линией пересечения этой плоскости с конусом 

222 15zyx   (рис. 12).   

Получим параметрические уравнения окружности L :  
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

















1

,15

1

,15 22222

z

yx

z

zyx
 

 















.2;0,1

,sin15

,cos15

tz

ty

tx

 

Найдем отсюда 















.0

,cos15

,sin15

dz

tdtdy

tdtdx

 

Вычислим теперь циркуляцию C  как 

определенный интеграл по переменной t , учитывая при этом, что по условию 

обход контура выполняется в направлении убывания параметра t . Тогда 





0

2

)0)813(cos15)sin1523()sin15)(1cos155(( dtttttC  

 


dttttttt )cossin30cos153sin15sincos75(
0

2

 





0

2

0)cos153sin15cossin105( dttttt , 

как интеграл по отрезку длиной 2 , который вычисляется от суммы функций с 

периодом .2  

4. Для нахождения работы поля );;( RQPa   по перемещению 

материальной точки из положения A  в положение B  будем использовать 

формулу 

    RdzQdyPdxdzdydxRQPrdaA
ABABAB

;;);;(  

     dzzdyydxx
AB

832315   . 

x  

z  

O  

Рис. 12 

L  

y  

1 
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Чтобы вычислить этот криволинейный интеграл второго рода, нужно 

преобразовать его к определенному интегралу, опираясь на параметрические 

уравнения отрезка AB  с концами  1;1;1A  и  4;3;2B : 

 

 

 

 

 1;0

,

,

,

















t

tzzxz

txxyy

txxxx

ABA

ABA

ABA

   

]1;0[

,31

,21

,1

















t

tz

ty

tx

 

















.3

,2

,

tddz

tddy

tddx

 

После подстановки этих выражений в криволинейный интеграл получим 

определенный интеграл, значение которого равно искомой работе: 

            dttttA 3831322123115
1

0

 

      571272415278256
0

12
1

0

1

0

  ttdttdtttt . 
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2. ЧИСЛОВЫЕ И ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЯДЫ 

 

2.1. Задания по теме «Числовые и функциональные ряды» 

 

Задание 1 

 Найдите сумму данного ряда (если он сходится) или докажите 

расходимость этого ряда.  

 

Варианты 

1)  а) 


 1
2 241025

1

n nn
;  б) 



 

















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2
tg

74
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n

n
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e ; 

 в)  12

1






nnn
n

;  г)* 
   




 1 4!2

1

n nn
. 

2)  а) 


 1
2 4099

1

n nn
;  б) 


















1 4

1
arccos

12
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n
n

n
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n
; 

 в)  nnn
n






3 23

1

2 ;  г)* 
















1
2 3

2
1ln

n nn
. 

3)  а) 


 1
2 481449

1

n nn
;  б)  



















1

2
1

sin
2 132

n

nen ; 

 в)  13
1






nnn
n

; г)* 
1

1
1 2

6
sin

2

3
sin







 n

n
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. 

4)  а) 
   




 



1 211

5

n nnn

n
; б)     




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n

nnen ; 
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


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 в) 
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Задание 2 

 Из множества данных рядов выберите сходящиеся и расходящиеся. 

Обоснуйте свой выбор ссылками на соответствующие классы эталонных рядов 

и известные свойства рядов. 
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Задание 5 

 Исследуйте сходимость знакочередующегося ряда. Для 

сходящегося ряда укажите характер сходимости. Оцените абсолютную 

величину n -го остатка ряда и найдите  сумму этого ряда с точностью 01,0  в 

случае его абсолютной сходимости. 
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Задание 6 

 1. Для каждого из данных функциональных рядов найдите область его 

сходимости. 

 2. Докажите по определению равномерную сходимость ряда б) на 

множестве X . Начиная с какого натурального значения n  модуль n-го остатка 

)(xrn  не превосходит 
310  для всех Xx  одновременно? 

 3. Докажите равномерную сходимость ряда в) на отрезке ];[ ba , 

используя признак Вейерштрасса. Составьте числовую мажоранту для ряда на 

этом отрезке и обоснуйте ее сходимость. Покажите, что данный ряд допускает 

почленное интегрирование на ];[ ba  и напишите полученный при этом ряд.  
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Задание 7 

 1. Для каждого из данных степенных рядов найдите интервал и область 

сходимости. 

 2. Укажите наименьшее и наибольшее целые x  из области сходимости 

рядов а)–б). 

 3. Найдите сумму степенного ряда б), используя для этого операции 

почленного интегрирования и дифференцирования. 
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Задание 8 

 Даны функции )(xf , )(xg , )(xh , )(xk . 

 1. Разложите функции )(1 xf , )(2 xf  в ряд Маклорена. 

 2. Разложите функции )(3 xf , )(4 xf  в ряд Тейлора в окрестности точек 

1x , 2x  соответственно, укажите область сходимости полученных рядов. 

 3. Используя полученные в п. 1 разложения: 

1) представьте значение A  в виде суммы сходящегося числового ряда и 

найдите приближенное значение этого числа с точностью 
210
; 

2) вычислите интеграл I  с указанной точностью; 

3) найдите предел )(5
0

lim xf
x

, если он существует. 
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12)  )))((()(1 xgffxf  , ))2(()(2 xfhxf  , ))(()(3 xgfxf  , 
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
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



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


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)1(

1
)(4




xh
xf ,  

 
)())((

2

)(
))(()(

)(

2

5
xhxhk

xh
xhgxh

xf




 , 11 x , 22 x , )1(fA  ,  

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 107 

 





1

0 )2(

))(()(
dx

xh

xhkxh
I . 

18)  ))2(()(1 xhfxf  , ))(()(2 xhgxf  , ))(()(3 xfhxf  , 
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23)  ))2(()(1 xfhxf  , )4()(2 xhxf  , )))((()(3 xgffxf  , 
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1
)(4
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xf  ,  

 
))2((

))(()3()2(
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
 , 

2

3
1


x , 12 x ,  2hA  ,  

 
5,0

0
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24)  ))(()(1 xfhxf  , 








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)(

1
)(4

xf
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
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 25)–30) 2)( xxf  , xxg cos)(  , )1ln()( xxh  , xxk sh)(  . 
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 
25,0

0

))(( dxxfgI . 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 109 

28)  ))3(()(1 xfkxf  , 

















2
)(2

x
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 



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
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)(4
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
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1


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29)  







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



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
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)(1

x
fhxf , ))(()(2 xkfxf  , ))(()(3 xgfxf  , 
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
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
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
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
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Задание 9 

 Функция  xf  задана графически. 

 1. Постройте разложение функции  xf  в тригонометрический ряд 

Фурье, полагая, что функция определена: 

 а) на полном периоде; б) на полупериоде и является четной; в) на 

полупериоде и является нечетной. 

 Для функции из а) непосредственным нахождением запишите 

комплексную форму ряда Фурье. 

 В каждом из случаев а)–в) постройте графики функции и суммы ряда 

Фурье. 

 2. Используя полученное в 1а)  разложение функции в действительный 

ряд Фурье, найдите: 

 а) амплитуду 5A  и фазу 5 ; б) комплексную форму ряда Фурье. 
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2.2. Образцы решений заданий по теме  

«Числовые и функциональные ряды» 

 

Задание 1 

 Найдите сумму данного ряда (если он сходится) или докажите 

расходимость этого ряда.  

 а) 
15816

1
2

1 



 nnn

.  б) 
n

n

n n

n

2

1
arccos

13

43

1

















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 в)  522

1






nnn
n

. г) 












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1
1ln

nn
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 Решение 

а) По определению, числовой ряд   




naa nn
n

,
1

 называется 

сходящимся, а число S  – его суммой, если существует конечный предел S  

последовательности  nS  частичных сумм этого ряда: SSn
n




lim . Если n
n

S


lim  

равен бесконечности или не существует, то ряд n
n

a


1

 называется 

расходящимся. 

Представим n -й член 
15816

1
2 


nn

an  данного ряда в виде суммы 

простейших дробей. 

Поскольку квадратный трехчлен 15816 2  nn  можно разложить на 

множители 

   3454
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   

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
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
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
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
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 Отсюда  
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
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 Составим n -ю частичную сумму nS  данного ряда: 
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 Найдем предел последовательности частичных сумм: 

 
12

1

3

2

8

1

34

1

14

1

3

2
lim

8

1
lim 
























 nn
S

n
n

n
. 

 Так как 
12

1
lim 


n

n
S , то данный ряд сходится к сумме 

12

1
lim 


n

n
SS . 

 Ответ: ряд сходится и 
12

1
S . 

 б) Найдем n
n

a


lim : 
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 









































 nn

n

nn

n

n
n

n n

n

n

n
a

2

1
arccoslim

13

43
lim

2

1
arccos

13

43
limlim  



































































0arccos

5

13

1
1lim

2

1
limarccos

13

5
1lim

13

5

5

13 n

n
n

n
n

n

n

n nn
 

222

3 53

5

13

5
lim 






 

ee
e n

n

n . 

 Используем достаточное условие расходимости числового ряда: так как 

0lim 


n
n

a , то данный ряд n
n

a


1

 расходится. 

 Ответ: ряд расходится. 

 в) Вычислим n
n

a


lim : 

  


52limlim 2 nnna
n

n
n

 

     
 

   












 52

52
lim

52

5252
lim

2

2
2

2

2

22

nnn

nnn

nnn

nnnnnn

nn
 

 






























n
n

n
n

n

n
n

n
n

nnnn

nn 5
1

2
1

2512
lim

5
1

2
1

25102
lim

22

6
2

12

5
1

2
1

25
12

lim
5

1
2

1

25
12

lim 
































nn

n

nn
n

n
n

nn

. 

 Поскольку 0lim 


n
n

a , то в соответствии с достаточным условием 

расходимости данный ряд расходится. 

 Ответ: ряд расходится. 
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 г) Представим n -й член  









2

1
1ln

n
an , 2n , данного ряда в виде: 

 
  

    nnn
n

nn

n

n

n
an ln21ln1ln

11
ln

1
ln

1
1ln

22

2

2















 . 

 Найдем n -ю частичную сумму nS  рассматриваемого ряда: 

      








kkkaS
n

k
k

n

k
n ln21ln1ln

1

2

1

2

 

      












nkkk
n

k

n

k

n

k

ln4ln3ln2ln1lnln21ln1ln
1

2

1

2

1

2

  

    

      

.
1

2
ln2ln

1ln2ln2ln1lnln4ln3ln2ln2

2ln1lnln4ln3ln










n

n

nnnn

nnn





 

 Вычислим n
n

S


lim : 

   


















 1

2
lnlim2lnlim

1

2
ln2lnlimlim

n

n

n

n
S

nnn
n

n
 

2ln1ln2ln
1

1
1limln2ln 




















 nn
. 

 Поскольку 2lnlim 


n
n

S , то данный ряд сходится к сумме 2lnS . 

 Ответ: ряд сходится, 2lnS . 

 

Задание 2 

 Из множества данных рядов выберите сходящиеся и расходящиеся. 

Обоснуйте свой выбор ссылками на соответствующие классы эталонных рядов 

и известные свойства рядов. 

 а) 
6 5

10

3

nn







;  б) 

n

n












 2

1
arcsin

1

; в) 
n

nn

n 3

62 1

3






 . 
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 г) 

2

11
2

7

n

nn

n






;  д*)  n
n

3log26log 22
1






. 

 

 Решение 

 а) Рассмотрим ряд  
6 5

1

1

nn






, который является обобщенным 

гармоническим рядом с n -м членом 

6

5

1

n

an  . Поскольку 1
6

5
 , то ряд 

6 5
1

1

nn






 расходится. 

 Так как в силу свойств рядов: 

 1) умножение ряда на число, отличное от нуля, не меняет характера его 

сходимости, то ряд  
6

5
1

1
3

n
n






  тоже расходится; 

 2) добавление (или удаление) конечного числа членов ряда не влияет на 

его сходимость (расходимость), то исходный ряд 
6 5

10

3

nn







, полученный из 

расходящегося ряда  
6

5
1

1
3

n
n






  удалением первых девяти членов, остается 

расходящимся. 

 Ответ: ряд расходится. 

 б) Очевидно, что ряд 

n

n












 2

1
arcsin

1

 составлен из членов геометрической 

прогрессии со знаменателем 1
62

1
arcsin 


q . Это условие обеспечивает 

сходимость исходного ряда. 

 Ответ: ряд сходится. 
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 в) Запишем n -й член 
n

nn

na
3

62 1
  ряда в виде 

 
n

n

n

n

n

n

n

nn

na 2
6

1

3

2

3

6

6

1

3

2

3

62 1

























. 

 Числовые ряды 

n

n












 3

2

1

 и 
n

n

2
6

1

1














  составлены из членов 

геометрических прогрессий со знаменателями 1
3

2
1 q  и 122 q  

соответственно. Поэтому ряд 

n

n












 3

2

1

 сходится, а ряд 
n

n

2
6

1

1














  расходится. 

 Поскольку алгебраическая сумма сходящегося и расходящегося рядов 

есть ряд расходящийся, то ряд 



























n
n

n

2
6

1

3

2

1

 расходится. Вместе с ним 

расходится и исходный ряд, полученный из него удалением двух первых 

членов. 

 Ответ: ряд расходится. 

 г)  Преобразуем n -й  член 

2

11

7

n

nn
an   данного ряда следующим образом: 

 
4

2

11

2

3

77

n
n

n
an 


 . 

 Числовой ряд 
4

1

1

nn






 сходится как обобщенный гармонический ряд 

 14  . Следовательно, 
4

2

7

nn






 также сходится, поскольку получен из ряда 

4
1

1

nn






 в результате операций умножения на 7 и удаления первого члена, 

которые сохраняют сходимость ряда. 
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 Ответ: ряд сходится. 

 д*) Упростим выражение 3log26log 22  , выделяя под корнем 

квадрат разности двух чисел: 

    3log23log2log3log232log 22222  

    .13log13log13log13log23log 22

2

22

2

2   

 Тогда n -й  член ряда     nnn

n qa  13log3log26log 222 , при 

этом 113log0 2  q . 

 Поэтому ряд   n
n

13log 2
1






, составленный из членов убывающей 

геометрической прогрессии со знаменателем 113log 2 q , сходится. 

 Ответ: ряд сходится. 

 

Задание 3 

 Для ряда n
n

a


1

 укажите такой эталонный ряд n
n

b


1

, для которого 

nn bCa ~  при  0,,  Cban nn  , и сделайте вывод о сходимости 

исходного ряда n
n

a


1

. 

 а) 
nn

n

n 7253

4

1 





;  б) 
42

713

22
1 





 nn

n

n

; 

 в) 
42

713

22
1 





 nn

n

n

;  г) 
 451161

cos14
4 3

1 







 n

n
nn

n 
; 

 д*) ,
64

19
,

33

12
,

12

5
,2 . 
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 Решение 

 Будем использовать признак сравнения рядов в предельной 

(эквивалентной) форме. Пусть n
n

a


1

 и n
n

b


1

 – знакоположительные ряды 

  nba nn ,0, . Если существует конечный, отличный от нуля предел 




CC
b

a

n

n

n
0,lim ,   nbCa nn ,~ , то эти ряды либо 

одновременно сходятся, либо одновременно расходятся. 

 а) Сравним ряд 
nn

n

n
n

n

a
7253

4

11 
 









 с эталонным рядом 

n

n
n

n

b 







 







 7

4

11

, который является сходящимся рядом, составленным из 

членов убывающей геометрической прогрессии со знаменателем 1
7

4
q . 

 Найдем 
n

n

n b

a


lim : 

 
 
































 nnn

nn

n

n

nn

n

n
n

n

n b

a

47253

74
lim

7

4
:

7253

4
limlim  

0
2

1

2
7

5
37

7
lim 


























 n

n

n

n
. 

 Значит, nn ba
2

1
~  при  n  и по признаку сравнения данный ряд 

сходится вместе с эталонным рядом n
n

b


1

n

n









 



 7

4

1

. 

 Ответ: ряд сходится. 
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 б) Сравним данный ряд 



n

n

a
1 42

713

22
1 





 nn

n

n

 с гармоническим 

рядом 
n

b
n

n
n

1

11










 , который является расходящимся. 

 Вычислим 
n

n

n b

a


lim : 

 
 

0
2

13

4
1

1
2

7
13

lim
42

713
limlim

2

2

2

22
































nn
n

n
n

nn

nn

b

a

nn
n

n

n
. 

 Поэтому nn ba
2

13
~  при  n  и данный ряд расходится, как и 

гармонический ряд  
nn

1

1






. 

 Ответ: ряд расходится. 

 в) Выберем для сравнения с рядом 



n

n

a
1 42

713

22
1 





 nn

n

n

 ряд 

2
11

1

n
b

n
n

n










 , который является сходящимся как обобщенный 

гармонический ряд  12  . 

 Найдем 
n

n

n b

a


lim : 

 
n

n

n b

a


lim

 
0

2

13

4
12

7
13

lim
42

713
lim

2

3

3

22

2























n
n

n
n

nn

nn

nn
. Би
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 Следовательно, nn ba
2

13
~  при  n  и по признаку сравнения данный 

ряд сходится вместе с эталонным рядом n
n

b


1
2

1

1

nn






 . 

 Ответ: ряд сходится. 

 г) Заметим, что выражение  451161  n  является суммой  

членов арифметической прогрессии с первым членом 11 a  и разностью 5d . 

 Найдем эту сумму по формуле n
aa

S n
n 




2

1 : 

   451161 n         nSn 151251511   

 
2

35

2

451 





nn
n

n
. 

 Тогда n -й член na  данного ряда примет вид  

 
    n

n
n

y

x

nn

n
nn

nn
n

nn

a 









 









35

cos142

2

35

cos14
4 34 3

. 

 Поскольку при  n  1cos 


n
, то 

24

3

5~,2~ nynx nn  , а значит, 

 n

n

n
n b

n
n

n

y

x
a 

5

21

5

2

5

2
~

4

52

4

3

. 

 Итак, n
n

b


1
4

5
1

1

n
n






  – сходящийся обобщенный гармонический ряд 









 1

4

5
. Значит, исходный ряд n

n

a


1

 тоже сходится. 

 Ответ: ряд сходится. 

 д*) Определим формулу n -го члена na  данного ряда. 
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 Числители дробей  ,19,12,5,2  являются последовательными 

членами арифметической прогрессии с первым членом 21 a , разностью 

7d , n -м членом  172  nan . Знаменатели дробей ,64,33,12,1  

представляют собой произведение двух множителей ,164,113,62,11  , 

первые из которых являются последовательными натуральными числами, 

вторые – последовательными членами арифметической прогрессии с первым 

членом 11 A , разностью 5D , n -м членом  151  nAn . 

 Поэтому n -й член na  данного ряда имеет вид 

 
 
     nn b

nn

n

nn

n

nn

n
a

5

71

5

7

5

7
~

45

97

151

172
2










 . 

 Таким образом, nn ba
5

7
~  при  n , где n

n

b


1 nn

1

1






  – расходящийся 

гармонический ряд. Следовательно, по признаку сравнения исходный ряд тоже 

расходится.  

 Ответ: ряд расходится. 

 

Задание 4 

 Исследуйте сходимость знакоположительного ряда, применив для этого 

подходящий признак сходимости. 

 а) 
543

2
sin1

1 

















 n

n

n
n

;   б) 
 5sin

1ln

27 6
1 





 nn

n

n

; 

 в) 
53

12arctg
1

32

1 




















 n

n
e n

n

; г) 
n

n n

n 3
arcsin42

1








; 

 д) 

2

13

23

2

1

1

n

n
n n

n


















;   е) 
 

  !!27

34951

1 n

n
n

n 








. 
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 ж) 
   54ln2

83
2

1 





 nn

n

n

;  з)   3

72 2

1

n

n

en 




 . 

 

 Решение 

 а) Для исследования сходимости ряда 



n

n

a
1 543

2
sin1

1 

















 n

n

n
n

 

воспользуемся признаком сравнения рядов. Если n
n

a


1

 и n
n

b


1

 – 

знакоположительные ряды и выполнено неравенство nn ba 0  для всех 

n , то из сходимости мажорирующего ряда n
n

b


1

 следует сходимость ряда 

n
n

a


1

, а из расходимости ряда n
n

a


1

 следует расходимость ряда n
n

b


1

. 

 Составим для ряда n
n

a


1

 мажорирующий ряд n
n

b


1

, предварительно 

преобразовав n -й член данного ряда: 

 
 

nn

nn

n

n

nnn b
nn

n

n

n

a 



































3

2

3

5

3

4
13

11

543

cos1

543

2
sin1

. 

 Поскольку мажорирующий ряд n
n

b


1
n

n 3

2

1






  сходится как ряд, 

составленный из членов убывающей геометрической прогрессии со 

знаменателем 1
3

1
q , то по признаку сравнения сходится и данный ряд. 

 Ответ: ряд сходится. 

 б) Оценим снизу n -й член 
 5sin

1ln

27 6 




nn

n
bn  данного ряда: 
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  nn a

n
nn

n
b 









7

627 6

6

1

5sin

1ln
, n . 

 Поскольку ряд 



n

n

a
1

7

6
1

1

6

1

n
n






 получен из расходящегося обобщенного 

гармонического ряда 

7

6
1

1

n
n






 







 1

7

6
 в результате его умножения на 

6

1
 

(что сохраняет его расходимость), то по признаку сравнения и данный ряд 

n
n

b


1

 тоже расходится. 

 Ответ: ряд расходится. 

 в) Выделим главную часть последовательности n -х членов ряда n
n

a


1

, 

na
53

12arctg
1

32




















n

n
e n , при n . 

 Поскольку  ~1e  при 0 , то для 
n

2
  получаем 

n
e n 2

~1

2

  

при n . Учитывая, что 
2

~12arctg 3 
n  при n , так как 

2
12arctglim 3 



n

n
, и 

nn 3

1
~

53

1


 при n , имеем 

 na n
n b

nnnn

n
e 


























33

1

2

2
~

53

12arctg
1

32

. 

 Так как ряд 

2

3
11

1

3
n

b
n

n
n











  получен умножением на 

3


 сходящегося 

обобщенного гармонического ряда 

2

3
1

1

n
n






 







 1

2

3
, а значит, n

n

b


1
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сходится, то в силу признака сравнения в эквивалентной форме исследуемый 

ряд n
n

a


1

 тоже сходится. 

 Ответ: ряд сходится. 

 г) Для исследования сходимости ряда 
n

na n

nn
n

3
arcsin4

1

2

1












, исходя из 

структуры na , целесообразно применить радикальный признак Коши. Пусть 




1n
na  – знакоположительный ряд. Если существует предел qan

n
n




lim , то при 

10  q  ряд сходится, а при 1q  ряд расходится. 

 Найдем qan
n

n



lim : 

 


n
n

n
alim

n
n

n
n

n

n

n

nn

n 3
arcsinlimlim

3
arcsinlim 42

1

42 








 



. 

 Очевидно, что 00arcsin
3

limarcsin
3

arcsinlim 4

4

4 














 




 nn nn
. 

 Для нахождения 
n

n
n2lim


 используем замечательный предел 1lim 



n

n
n . 

 Тогда   1limlim
22 



n

n

n

n
nn . 

 Значит, 1001
3

arcsinlimlimlim 42 



 n

na
n

n

n

n
n

n
. 

 Следовательно, данный ряд сходится по признаку Коши. 

 Ответ: ряд сходится. 

 д) Для исследования сходимости ряда 

2

13

23

2

1

11

n

n
nn

n
n

n
a 












 









 также 

удобно применить радикальный признак Коши, поскольку n
n

n
a


lim  легко 

вычисляется. 
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 


n
n

n
alim 












































n

n

nn

nn n

n

n

n

13

23
lim

2

1

13

23

2

1
lim

1
2

 





















































 





 13

3
lim

13

3

3

13

2

1

3

13

1
1lim

2

1

13

3
1lim

2

1
n

n

n

n
n

n

n

n

ne
nn

1
22

1
1

3

3
lim




e
e

n
n

. 

 Значит, в соответствии с признаком Коши данный ряд расходится. 

 Ответ: ряд расходится. 

 е) Для исследования сходимости данного ряда воспользуемся признаком 

Даламбера: пусть 


1n
na  – знакоположительный ряд. Если существует предел 

q
a

a

n

n

n




1lim , то при 10  q  ряд сходится, а при 1q  ряд расходится. 

 Целесообразность применения признака Даламбера к данному ряду 

объясняется тем, что 1na  можно представить в виде 

 
    

  
  

   













22!!27

1434951

!!127

31434951
111

nn

nn

n

nn
a

nnn


 

 
     227

14

227

14

!!27

34951
















n

n
a

n

n

n

n
nn


, 

откуда следует, что 
n

n

n a

a 1lim 


 легко вычисляется. 

 Действительно, 

 
 

1
7

2

1414

14
lim

227

14

limlim 1 















 n

n

a

n

n
a

a

a

n
n

n

n
n

n

n
. 
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 Следовательно, в соответствии с признаком Даламбера исследуемый ряд 

сходится. 

 Ответ: ряд сходится. 

 ж) Воспользуемся интегральным признаком Коши. Если члены 

знакоположительного ряда 


1n
na  могут быть представлены как числовые 

значения некоторой непрерывной неотрицательной монотонно убывающей на 

промежутке  ;1  функции  xf , для которой  nfan  , то числовой ряд 




1n
na  и несобственный интеграл  dxxf



1

 либо оба сходятся, либо оба 

расходятся. 

 Обозначим 
   54ln2

83
2 




nn

n
bn . 

 Поскольку (в силу сложности вычисления соответствующего 

несобственного интеграла) применить интегральный признак Коши 

непосредственно к ряду 


1n
nb  не удается, построим такой ряд 




0,

0

na
nn

n , 

который удовлетворяет следующим двум условиям: 

 1) nn aCb ~  при n ; 

 2) к ряду 



0,

0

na
nn

n , можно применить интегральный признак Коши. 

 Так как   nnnnnn ln~54ln,~2,3~83 22   при n , то  

 
   








 na

nnnn

n

nn

n
b nn ,3

ln

3

ln

3
~

54ln2

83
22

. 

 Таким образом, построен ряд 






 


22 ln

1

nn
n

nn
a , для исследования 

сходимости которого можно использовать интегральный признак Коши. 
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 Пусть   


 ;2[,
ln

1
x

xx
xf . Функция  xf  является непрерывной 

положительной и монотонно убывающей на промежутке ;2[ . 

      








2

lnlnlim
ln

ln
lim

ln

1
lim

222

b
x

x

xd
dx

xx
dxxf

b

b

b

b

b
 

     


2lnlnlnlnlim b
b

. 

 Расходимость несобственного интеграла в соответствии с интегральным 

признаком Коши означает также расходимость построенного нами числового 

ряда 






 


22 ln

1

nn
n

nn
a . 

 Тогда числовой ряд 


2n
nb , связанный с рядом 



2n
na  условием nn ab 3~  

при n , в силу признака сравнения тоже расходится. 

 Поскольку добавление конечного числа членов ряда не влияет на его 

сходимость (расходимость), то исходный ряд 
   54ln2

83
2

11 


 







 nn

n
b

nn
n , 

полученный из расходящегося ряда 


2n
nb  добавлением первого члена, остается 

расходящимся. 

 Ответ: ряд расходится. 

 з) Аналогично тому, как мы действовали при решении задачи ж), для 

данного ряда 


1n
nb  составим числовой ряд 



1n
na , к которому удобно 

применить интегральный признак Коши: 

    naenenb n
nn

n ,2~72
33 22

. 
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 Для исследования сходимости 


1n
na

32

1

2 n

n

en 




   применим 

интегральный признак Коши. Положим      ;1,2
32 xexxf x

. Покажем, 

что функция  xf  удовлетворяет условиям интегрального признака. 

 Функция  xf  непрерывна и положительна на промежутке ;1[ . 

Исследуем монотонность функции  xf  с помощью производной. 

         





  333 222 222 xxx exexexxf

   322 322324
333

xxeexxxe xxx  
. 

   0 xf  при   









 ;

3

2
0; 3x . Значит, функция  xf  монотонно 

убывает на промежутке   









 ;

3

2
;1 3 . 

 Таким образом, для функции  xf  на промежутке  ;1  выполнены 

условия интегрального признака. 

 Исследуем сходимость несобственного интеграла 

        














1

333

lim
3

2
lim

3

2
2lim 3

1

2

11

bx

b

x
b

b

x
b

b
exdedxexdxxf  











 eeebb 3

211
lim

3

2
3

. 

 Следовательно, несобственный интеграл dxex x32

1

2 


  сходится. Поэтому 

по интегральному признаку сходится также и числовой ряд 




1n
na

32

1

2 n

n

en 




  . 
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 Как было показано выше,     naenenb n
nn

n ,2~72
33 22

 и 

ряд 


1n
na

32

1

2 n

n

en 




   сходится, тогда по признаку сравнения данный ряд 




1n
nb  

3

72
1

n

n

en 




   тоже сходится. 

 Ответ: ряд сходится. 

 

Задание 5 

Исследуйте сходимость знакочередующегося ряда. Для сходящегося ряда 

укажите характер сходимости. Оцените абсолютную величину n -го остатка 

ряда и найдите его сумму с точностью 01,0  в случае его абсолютной 

сходимости. 

а)  
715

815
ln1

1

1












n

n
n

n

n
; б)  

n

n

n

n ln
1

2

1







; в) 

   



 



1 5!

11

n
n

nn

n

n
. 

 

Решение 

 а) Для данного знакочередующегося ряда 


1n
na  

 



























715

15
1ln

715

15
1ln

715

815
ln

n
n

n
n

n

n
nan  и  

 











 715

15
1lnlimlim

n
na

n
n

n
. 

 Для вычисления  последнего предела воспользуемся замечательным 

пределом 
 

1
1ln

lim
0







, из которого следует, что    ~1ln  при 0 , и 

значит, 
715

15
~

715

15
1ln














nn
 при n . 

 Тогда  
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 

0lim1
715

15
lim

715

15
limlim 








n

nnn
n

n
a

nn

n

n
na . 

 В силу достаточного условия расходимости числового ряда отсюда 

следует расходимость данного ряда. 

 Ответ: ряд расходится. 

 б) Проверим сначала, является ли исследуемый ряд абсолютно 

сходящимся. Составим ряд из модулей членов данного ряда 

 
n

n

n

n

n

n

n

lnln
1

2

1

2











  и исследуем его сходимость. 

 Так как 
nn

n 2lnln
  для любого 2n  и ряд 

nn nn

1
2ln

2ln

22










  

расходится как гармонический ряд, умноженный на константу 2ln , то в силу 

признака сравнения числовой ряд 
n

n

n

ln

2






 тоже расходится. 

 Значит, данный ряд не является абсолютно сходящимся. 

 Проверим, сходится ли данный ряд условно. 

 Воспользуемся признаком Лейбница: если члены знакочередующегося 

ряда   






 nuu nn
n

n

,0,1
1

1

, удовлетворяют двум условиям: 

 1) 0lim 


n
n

u ; 2) последовательность  nu  монотонно убывает (т. е. 

  nuu nn ,1 ), то знакочередующийся ряд   n
n

n

u







1

1

1  сходится. При 

этом абсолютная величина n -го остатка удовлетворяет неравенству 1 nn ur . 

 Убедимся, что условия признака Лейбница выполняются для членов 

n

n
un

ln
  данного ряда. 

 Рассмотрим 
x

x

x

ln
lim


. Для его вычисления воспользуемся правилом 

Лопиталя: 
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 

0
1

lim
ln

lim
ln

lim 


















 xx

x

x

x

xxx
. 

 Значит, 0
ln

lim 
 n

n

n
. Выполнено первое условие признака Лейбница. 

 Покажем, что последовательность  
n

n
uu nn

ln
,  , монотонно убывает. 

 Составим функцию   2,
ln

 x
x

x
xf  и исследуем ее монотонность с 

помощью производной. 

  
 

222

ln1
1ln

1

lnlnln

x

x

x

xx
x

x

xxxx

x

x
xf






















 . 

   exxxxf  1ln0ln10 . 

 Значит, функция  
x

x
xf

ln
  монотонно убывает на промежутке  ;e  и, 

следовательно, на  ;3 . Отсюда получаем, что последовательность 

 
n

n
uu nn

ln
,  , монотонно убывает при 3n . Выполнено второе условие 

признака Лейбница. 

 Таким образом, знакочередующийся ряд  
n

nn

n

ln
1

1

3








  сходится по 

признаку Лейбница. Отсюда  
n

nn

n

ln
1

1

2








 , полученный из него добавлением 

одного члена, тоже сходится. 

 Как показано выше, сходимость этого ряда не является абсолютной. 

Значит, ряд  
n

nn

n

ln
1

1

2








  сходится условно. 

 Ответ: ряд сходится условно. 
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 в) По-прежнему первым этапом решения является проверка абсолютной 

сходимости  ряда. Для этого составим ряд из модулей членов данного ряда: 

  
   

n

n

n
n

n
n

n n

n

n

n

5!

1

5!

1
1

11 







 









. 

 Наличие факториалов подсказывает, что к этому ряду удобно применить 

признак Даламбера. 

 Так как 
   

  1

1

1
5!1

2
,

5!

1















n

n

nn

n

n
n

n
u

n

n
u , то 

 
 

   

   

   




















 nn

nn

nnn

nn

n
n

n

n nnn

nnn

nn

nn

u

u

1551!

5!22
lim

15!1

5!2
limlim

1

1
1  






















































11

1

1
1lim

1
1

2
1

lim
5

1

1

2
lim

1

2
lim

5

1 n

n
n

nn

n

nn n

n

n

n

n

n

n

1
5

1
5

1
1

lim

 
e

e n

n

n . 

 Значит, ряд 
 

n

n

n n

n

5!

1

1 







 из модулей сходится. Следовательно, данный ряд 

сходится абсолютно. 

 Найдем сумму S  данного ряда с точностью 01,0 . 

 Известно, что nn rSS  , где nS  – n -я частичная сумма ряда, nr  – n -й 

остаток. Из признака Лейбница следует, что для остатка nr  справедливо 

неравенство 1 nn ur , которое в нашем случае примет вид 
 
  1

1

5!1

2









n

n

n
n

n
r . 

 Если мы найдем наименьший номер 0n , при котором 10nu , тогда тем 

более и для остатка 
0nr  выполняется неравенство  1000 nnn uSSr . Это 
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означает, что частичная сумма 
0nS  приближает сумму ряда S  с заданной 

точностью (т. е. 
0nSS  ). 

 Так как 
100

1

100

18

5!2

3
,

100

1

5

2
2

2

21 


 uu , 
100

1

1000

85

5!3

4
3

3

3 


u ,  

100

1

1000

42

5!4

5
4

4

4 


u , 
100

1

10000

105

5!6

7
,

100

1

1000

21

5!5

6
6

6

65

5

5 





 uu , 





1000

5

5!7

8
7

7

7u ,  

то неравенство 
 
  100

1

5!1

2
1

1

1 









 n

n

n
n

n
u  выполняется при 6n , т. е. 60 n . 

 Значит, 




















6

6

5

5

4

4

3

3

2

2

6543216
5!6

7

5!5

6

5!4

5

5!3

4

5!2

3

5!1

2
uuuuuuSS   

100

27

1000

274

100

1

1000

21

1000

42

1000

85

100

18

10

4
 . 

 Ответ: ряд сходится абсолютно; 27,0S . 

 

Задание 6 

1. Для каждого из данных функциональных рядов найдите область его 

сходимости. 

 а) 
n

n

n x

x





 11

; б) 
   nn xn

n

4sin14

32
2

1 







; в)  
4 22

1

1 1
1

xnn

n









; 

 г) 
22

1 13 xn

x

n
n 





;  д) 
2

1 x

en x

n

n







 ; е) 

2
1

arcsin
n

x

n






. 

 2. Докажите по определению равномерную сходимость ряда в) на 

множестве   ;X  и ряда г) на отрезке  2;0X  . Начиная с какого 
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натурального значения n  модуль n -го остатка  xrn  не превосходит 
310  

для всех Xx  одновременно? 

 3. Докажите равномерную сходимость ряда д) на отрезке 






2ln

1
;

3ln

1
, 

используя признак Вейерштрасса. Составьте числовую мажоранту для ряда на 

этом отрезке и обоснуйте ее сходимость. Покажите, что данный ряд допускает 

почленное интегрирование на 






2ln

1
;

3ln

1
, и напишите полученный при этом 

ряд. 

 4. Выясните, можно ли к ряду е) применить теорему о почленном 

дифференцировании на отрезке 






2

1
;0 . В случае положительного ответа 

найдите производную суммы этого ряда на указанном отрезке. 

 

Решение 

 а) 1. Члены исследуемого ряда  
n

n

n
x

x
xu




1
 определены при всех 

      ;11;11;x . 

 Если 0x , то получаем числовой ряд, составленный из нулей, который 

сходится к нулю. 

 Пусть 10  x . Рассмотрим ряд из модулей членов данного ряда 

 xa
x

x

x

x
n

n
n

n

n
n

n

n


















 111 11

 и исследуем его сходимость при 

фиксированном 10  x . 

 Выделим главную часть xn  членов ряда  xan
n




1

,  
n

n

n
x

x
xa




1
. 

Учитывая, что при 10  x  имеем 1~1 nx  при n , получим 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 139 

     


 nxbx
x

x
xa n

n

n

n

n ,~
1

. 

 Так как ряд  xbn
n




1

, составленный из членов убывающей 

геометрической прогрессии со знаменателем 1 xq , сходится, то в 

соответствии с признаком сравнения в эквивалентной форме ряд  xan
n




1

 

сходится при 10  x . 

 Следовательно, рассматриваемый ряд абсолютно сходится для всех 

10  x . 

 Пусть теперь 1x . Найдем  xun
n 
lim : 

   1

1
1

1
lim

1
limlim 









n

nn

n

n
n

n

x

x

x
xu . 

 Поскольку при фиксированном x : 1x , выполнено условие 

  0lim 


xun
n

, то в силу достаточного условия расходимости данный ряд 

расходится при всех 1x . 

 Таким образом, областью абсолютной сходимости исследуемого ряда 

является интервал  1;1 . 

 Ответ: область абсолютной сходимости –  1;1 . 

 б) 1. Члены данного ряда  
   n

n
xn

n
xu

4sin14

32
2 


  определены при 

всех x , удовлетворяющих условию 04sin1  x , т. е. 

Zn
n

xZnnxx 








 ,
28

,2
2

414sin . 
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 Поскольку 04sin1  x  при любом Zn
n

x 





 ,
28

, исследуемый ряд 

является знакоположительным при фиксированном Zn
n

x 





 ,
28

. Исходя 

из структуры  xun , для исследования его сходимости целесообразно 

применить радикальный признак Коши. 

 Найдем при фиксированном Zn
n

x 





 ,
28

,  

  
   

























n

n
n

nn

n
n

n

n
n

n

xxn

n
xu

2

2 4
1

3
2

lim
4sin1

1

4sin14

32
limlim  

x

n
n

n

x

n

n

n

n

n

4sin1

1

4
1limlim

3
2lim

4sin1

1

4
2
















. 

 Данный ряд абсолютно сходится при 1
4sin1

1


 x
, т. е. 

 Znnxnxx ,24204sin14sin1   

Zn
nn

xZn
n

x
n








 












 ,

2
;

24
,

224
. 

 При Zn
nn

x 






 



 ,

2
;

24
, ряд расходится. 

 Исследуем поведение ряда на концах интервала сходимости. Подставив 

значение Zn
n

x 





 ,
24

, в данный ряд, получим числовой ряд  

 
    

n
nn

n
n

a
n

n

nn

n























1
2

1
2

1 4

32

2sin14

32
. 

 Выделим главную часть n -го члена nan , : 
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 nn b
n

n
n

n

n

n
a 



















2
~

4
1

3
2

4

32

2

2
. 

 Поскольку ряд 
n

b
n

n
n

1
2

11










  получен из расходящегося  

гармонического ряда 
nn

1

1






 в результате операции умножения на число 2, 

которая сохраняет его расходимость, то по признаку сравнения n
n

a


1

 тоже 

расходится. Следовательно, точка Zn
n

x 





 ,
24

, не входит в область 

сходимости рассматриваемого ряда. 

  При Zn
n

x 


 ,
2

, получаем числовой ряд  

 
   

n
nn

n
n

a
n

n

nn

n























1
2

1
2

1 4

32

2sin14

32
,  

который, как показано выше, расходится. Значит, точка Zn
n

x 


 ,
2

, не 

входит в область сходимости данного ряда. 

 Таким образом, исследуемый ряд абсолютно сходится при 

Zn
nn

x 






 



 ,

2
;

24
. 

 Ответ: область абсолютной сходимости – 















 



 Zn

nn
:

2
;

24
. 

 в) 1. Члены данного ряда  
 

4 22

1
1

xn
xu

n

n







 определены для любого 

x . 
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 Проверим, является ли рассматриваемый ряд абсолютно сходящимся при 

любом x . Составим ряд из модулей членов данного ряда 

 
4 22

1
4 22

1

1

11

xnxn n

n

n 














 и применим  к нему признак сравнения. 

 Поскольку 

 

2

14 22

11
~

1

n
nxn



 при n  и  любом x  и ряд 

2

1
1

1

n
n






 

расходится как обобщенный гармонический ряд 







 1

2

1
, то по признаку 

сравнения 
4 22

1

1

xnn 





 расходится при любом x . 

 Следовательно, рассматриваемый ряд не является абсолютно сходящимся 

при любом x . 

 Выясним, сходится ли данный ряд условно для любого x . 

Воспользуемся признаком Лейбница. 

 Найдем  xun
n 
lim  при любом x : 

   0
1

lim

1

1
lim

1
limlim

4

24 22
















 n

n

x
n

xn
xu

nnn
n

n
. 

 Первое условие признака Лейбница выполняется. 

 Покажем, что последовательность   xun  монотонно убывает при любом 

x . 

 Составим функцию   1,
1

4 22



 t

xt
tf . Исследуем ее монотонность с 

помощью производной. 

      
 4 522

4

5
224

1
22

2

2
4

1

xt

t
txtxttf























. 
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 Поскольку   0 tf  при 1t , то функция  tf  убывает на промежутке 

 ;1  при любом x . 

 Значит, последовательность   xun  убывает для каждого x . Второе 

условие признака Лейбница выполняется. 

 Следовательно, данный ряд сходится по признаку Лейбница для любого 

x . 

 Учитывая, что рассматриваемый ряд не является абсолютно сходящимся 

при x , получаем его условную сходимость на  . 

 2. Функциональный ряд  xun
n




1

 называется равномерно сходящимся  

на множестве X  к функции  xS , если для любого сколь угодно малого 

положительного числа   найдется натуральный номер   NN , не зависящий 

от Xx , такой, что при любом   Nn  для всех Xx  выполнено 

неравенство 

        xrxSxS nn . 

 Поскольку данный ряд является знакочередующимся при любом x , 

то по признаку Лейбница модуль n -го остатка  xrn  не превосходит  xun 1 , 

т. е.    xuxr nn 1 . 

 Тогда  

    
  nxn

xuxr nn

1

1

1

4 221 


   для любого x . 

 Найдем номер  N  из условия 
n

1
, получим 

2

11





 nn . Би
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 Возьмем в качестве   









2

1
N . Тогда для любого   Nn  и всех 

x  выполнено неравенство 
n

1
, и, значит,   xrn , что означает 

равномерную сходимость данного ряда для любого x . 

 При 
310  номер   6

6
10

10

1









N . Значит, при 

610n  для любого 

x  выполнено неравенство   310xrn . 

 Ответ: область сходимости –  . 

 г) 1. Члены данного ряда   
2213 xn

x
xu

nn


  определены для любого 

x . 

 Выясним, является ли исследуемый ряд абсолютно сходящимся при 

x . 

 При 0x  получим ряд, составленный из нулей, который сходится к 

нулю. 

 Пусть 0x . Для ряда из модулей  членов данного ряда  

  
22

1
22

11 1313 xn

x

xn

x
xu

n
n

n
n

n
n 




 












 

применим признак сравнения. Оценим сверху  xun  для любого 0x , 

получим 

  
nnn

x

xn

x
xu

313 22



 , n . 
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 Поскольку числовой ряд 
n

n 3

1

1






, составленный из членов убывающей 

геометрической прогрессии со знаменателем 1
3

1
q , сходится, то и ряд 

0,
3

1

1






xx
n

n

, полученный из 
n

n 3

1

1






 в результате операции умножения 

на число 0, xx , тоже сходится. Значит, по признаку сравнения ряд 

 xun
n




1

 сходится при любом 0x . 

 Таким образом, данный ряд сходится абсолютно при любом x . 

 2. Докажем по определению равномерную сходимость исследуемого ряда 

на отрезке  2;0 . Оценим сверху модуль n -го остатка  xrn  для любого 

 2;0x . 

  
   











222221 213113 xn

x

xn

x
xr

nn
n  

   











21222221 3

2

3

2

213113
nnnn xn

x

xn

x
 

 2;0,,
3

1

3

1
1

3

2
1








xn
n

n

 . 

 Найдем номер  N  из условия 
n3

1
, т. е. 







1
log

1
3 3nn

. 
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 В качестве номера  N  можно взять натуральное число 








1
log 3 . Тогда 

при   Nn  и каждого  2;0x  выполнено неравенство 
n3

1
, и, значит, 

  xrn , что означает равномерную сходимость данного ряда на отрезке 

 2;0x . 

 При 
310  номер     610log3

10

1
log 333 








N .  

 Поэтому при 6n  справедливо неравенство   310xrn  для всех 

 2;0x .  

 Ответ: область абсолютной сходимости –  . 

 д) 1. Члены данного ряда  
2x

en
xu

x

n

n




  определены  для любого 0x . 

 Поскольку   0
2








x

en
xu

x

n

n  при любом n  и любом 0x , то 

исследуемый ряд является знакоположительным при любом 0x . 

 Исходя из внешнего вида n -го члена  xun  данного ряда, для выяснения 

его сходимости используем радикальный признак Коши. Найдем 

   x

n

n

n

nxn
x

n

n

n
n

n
e

x

n
e

x

en
xu

1

2

1

2
lim

lim
limlim














 . 

 При 1

1




xe , т. е. 00
1

 x
x

 данный ряд сходится абсолютно, при 

0x  – расходится. 
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 3. Для доказательства равномерной сходимости исследуемого ряда на 

отрезке 






2ln

1
;

3ln

1
 воспользуемся признаком Вейерштрасса. Если для 

функционального ряда   Xxxun
n






,
1

, можно указать такой сходящийся 

знакоположительный ряд n
n

a


1

, что для всех n  и любого Xx  

выполнено неравенство   nn axu  , то функциональный ряд  xun
n




1

 сходится 

абсолютно и равномерно на множестве X . 

 Оценим сверху для всех n   xun  на отрезке 






2ln

1
;

3ln

1
: 

     nn

x

n

nn a
n

x

en
xuxu 









2

3ln 2

2
. 

 Пусть 
nnnnn

n
bb

n
a

2
,3ln

2

3ln 2
2




 . 

 Так как 
11

2

1
,

2 




nnnn

n
b

n
b , то 

 
 

2

11
1lim

2

11
lim

2

1

2

21
limlim

1
1 






















 nn

n

n

n

b

b

nnn

n

n
n

n

n
. 

 Поскольку найденное значение 1
2

1
q , то ряд n

n

b


1

 сходится по 

признаку Даламбера. Отсюда ряд n
n

n
n

ba 









1

2

1

3ln , полученный из ряда 

n
n

b


1

 в результате умножения на число 3ln 2
, тоже сходится. 
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 Значит, в соответствии признаком Вейерштрасса данный ряд сходится 

равномерно на отрезке 






2ln

1
;

3ln

1
. 

 Для доказательства допустимости почленного интегрирования 

рассматриваемого ряда на отрезке 






2ln

1
;

3ln

1
 применим следующую теорему. 

Если функции   nxun , , непрерывны на отрезке  ba;  и ряд  xun
n




1

 

равномерно сходится на  ba; , то ряд  xun
n




1

 можно почленно интегрировать 

на  ba; : 

    dxxudxxu n
n

b

a

n
n

b

a

 









11

. 

 Так как при любом n  функции  
2x

en
xu

x

n

n




  непрерывны на 








2ln

1
;

3ln

1
 и, как показано выше, ряд  xun

n




1

 сходится равномерно на этом 

отрезке, то данный ряд можно почленно интегрировать на нем: 

 












 













  
x

n
dedx

x

en
dx

x

en
x

n

n

x

n

n

x

n

n 1

2ln

1

3ln

1
2

1

2ln

1

3ln

1
2

1

2ln

1

3ln

1

 

  



























 












nn

n

nn

n

x

n

n

eee
3

1

2

1

1

3ln2ln

1

3ln

1

2ln

1

1

. 
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 Числовые ряды 
n

n 2

1

1






 и 
n

n 3

1

1






, составленные из членов убывающих 

геометрических прогрессий с первыми членами 
2

1
1 b  и 

3

1
2 b  и со 

знаменателями  
2

1
1 q  и 

3

1
2 q  соответственно, сходятся. 

 Поскольку алгебраическая сумма сходящихся рядов есть ряд сходящийся, 

то полученный из данного ряда в результате почленного интегрирования ряд 














nn

n 3

1

2

1

1

 сходится, причем 

 .
2

1

2

1
1

3

1
1

3

1

2

1
1

2

1

113

1

2

1

3

1

2

1

2

2

1

1

111























 











 q

b

q

b
n

n
n

n
nn

n

 

 Ответ:  ;0  – область абсолютной сходимости. 

 е) 1. Члены рассматриваемого ряда  
2

arcsin
n

x
xun   определены для 

любого x , удовлетворяющего условию  n
n

x
,1

2
, т. е.  nnx ,2

 

 1;1 x . 

 Для нахождения области абсолютной сходимости данного ряда составим 

ряд из модулей его членов  
2

11

arcsin
n

x
xu

n
n

n










  и применим к нему 

признак сравнения. 

 При 0x  получим ряд из нулей, сходящийся к нулю. 
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 Пусть 10  x . Тогда 
22

~arcsin
n

x

n

x
 при n . 

 Поскольку ряд 
2

1

1

nn






 сходится как обобщенный гармонический ряд 

 12  , то числовой ряд 
2

1

1

n
x

n






 , полученный из ряда
2

1

1

nn






 в 

результате умножения на число 0, xx , тоже сходится. Следовательно, в 

соответствии с признаком сравнения ряд  xun
n




1

 сходится для 

любого 10  x . 

 Таким образом, ряд  xun
n




1

 сходится при любом 1x , и, значит, 

данный ряд сходится абсолютно для любого  1;1x . 

 4. Выясним, можно ли к исследуемому ряду  xun
n




1

 применить теорему 

о почленном дифференцировании на отрезке 






2

1
;0 . 

 Известно, что если функции   nxun ,  дифференцируемы на  ba; , 

функции   


nxun ,  непрерывны  на  ba; , ряд  xun
n





1

 равномерно 

сходится на отрезке  ba; , то из того, что ряд  xun
n




1

 сходится хотя бы в 

одной точке  bac ; , следует его равномерная сходимость на всем отрезке 

 ba; , при этом сумма    xuxS n
n







1

 непрерывно дифференцируема на  ba;   

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 151 

и      xuxuxS n
n

n
n














 







 11

. 

 Для любого n  функции  
2

arcsin
n

x
xun   дифференцируемы на 








2

1
;0 . 

 Найдем  xun


 для n .  

  
242

4

222

2

2

11

1

1

1

1
arcsin

xnn

n

xn

x

n

xn

x
xun













































. 

 Функции   





n
xn

xun ,
1

24
, непрерывны на отрезке 







2

1
;0x . 

 Оценим сверху   


nxun , , для любого 







2

1
;0x . 

    

4

1

11

4
24












nxn
xuxu nn . 

 Поскольку 



n
n

n

,
1

~

4

1

1
2

4

 и ряд 
2

1

1

nn






 сходится как 

обобщенный гармонический ряд  12  , то ряд 

4

1

1

41






n

n

 сходится по 

признаку сравнения в эквивалентной форме. Следовательно, в соответствии с 
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признаком Вейерштрасса ряд  xun
n





1

 равномерно сходится на отрезке 








2

1
;0 . 

 Подставив значение 0x  в данный ряд, получим ряд, составленный из 

нулей, сумма которого равна нулю. 

 Следовательно, все условия теоремы о почленном дифференцировании 

ряда  xun
n




1

 на отрезке 






2

1
;0  выполнены. Поэтому ряд 

 
2

11

arcsin
n

x
xu

n
n

n










  равномерно сходится на 






2

1
;0 , его сумма 

 
2

1

arcsin
n

x
xS

n






  непрерывно дифференцируема на этом отрезке и 

  

































 











 2

1
;0,

1

1
arcsinarcsin

2

41
2

1
2

1

x

x
n

n

x

n

x
xS

nnn

. 

 Ответ:  1;1  – область абсолютной сходимости. 

 

Задание 7 

 1. Для каждого из данных степенных рядов найдите интервал и область 

сходимости. 

 а) 
   

nn

x
nn

n ln

51

2 







;   б)  
2

2

1
1

1
1

n
n

n

x
n















; 

 в) 
   

  n

nn

n n

x

251

21
21

1 






 ;  г)     122

1

3532







n

n

xnn  
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2. Укажите наименьшее и наибольшее целые x  из области сходимости 

рядов а)–г). 

3. Найдите суммы степенных рядов в)–г), используя для этого операции 

почленного интегрирования и дифференцирования. 

 

Решение 

а) 1. Исследуемый ряд 
   

nn

x
nn

n ln

51

2 







 является степенным рядом 

 nn
n

xxc 0
2






, где 
 

5;2,
ln

1
0 




 xn

nn
c

n

n . 

Вычислим радиус сходимости данного ряда по формуле 
1

lim





n

n

n c

c
R . 

Так как 
 

nn
c

n

n
ln

1




 , то 

 
 1ln1

1
1

1








nn

c
n

n . Учитывая, что 

0
ln

lim 
 n

n

n
, получим  

    

   

 












 nn

nn

nn

nn
R

nn

n

n ln

1ln1
lim

1ln

1ln11
lim

1
 

 
 

1
1

1lim
1

lim
ln

1

1

1ln
11

lim 





































 nn

n

n

n
n

n

n
n

nnn
. 

 Интервал сходимости степенного ряда  nn
n

xxc 0
2






 с радиусом 

сходимости R  определяется неравенством Rxx  0 . В нашем случае 

15 x , т. е. 46151  xx . Значит,  4;6   – интервал 

сходимости. 

 Исследуем поведение рассматриваемого ряда на концах интервала 

сходимости. 
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 Подставив 6x  в данный ряд, получим числовой ряд 

 
     

nnnnnn n

n

n

nn

n ln

1

ln

1

ln

561

2

2

22 























. 

 Поскольку 














n
n

n

n
n

nn
,

1
~

ln
1

1

ln

1
, и  числовой ряд 

nn

1

1






 

расходится как гармонический  ряд, то в соответствии с признаком сравнения в 

эквивалентной форме числовой ряд 
nnn ln

1

2 





 расходится. Значит, данный 

ряд расходится в точке 6x . 

 При 4x  получаем знакочередующийся числовой ряд:

 
     

  2,
ln

1
,1

ln

1

ln

541

222


























n
nn

uu
nnnn

nn
n

n

n

n

nn

n

. 

 Проверим, выполняются ли для него условия признака Лейбница. 

 0
1

lim
ln

1

1
lim

ln

1
limlim 















 n

n

n
n

nn
u

nnn
n

n
. 

 Первое условие признака Лейбница выполняется. 

 Рассмотрим функцию   2,
ln

1



 x

xx
xf . Исследуем ее на 

монотонность с помощью производной. Найдем  

  
 

     222
ln

1

ln

1
1

ln

ln

ln

1

xxx

x

xx

x

xx

xx

xx
xf






























 . 

 Поскольку   0 xf  при   ;2x , то функция  xf  строго убывает на 

промежутке  ;2 . 

 Следовательно, последовательность   2, nun , убывает, т. е. 

2,1   nuu nn . Второе условие тоже выполняется. 
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 Таким образом, в соответствии с признаком Лейбница ряд 
 

nn

n

n ln

1

2 







 

сходится. Поэтому точка 4x  принадлежит области сходимости данного 

ряда. Как показано выше, ряд 
nnn ln

1

2 





, составленный из модулей членов 

ряда 
 

nn

n

n ln

1

2 







, расходится. Следовательно, сходимость исследуемого 

функционального ряда в точке 4x  является условной. 

 Таким образом, областью абсолютной сходимости ряда является интервал 

 4;6  , областью сходимости – промежуток  4;6  . 

 2. 5x  – наименьшее, 4x  – наибольшее целые из области 

сходимости ряда. 

 Ответ:  4;6   – интервал сходимости,  4;6   –  область сходимости. 

 б) 1. Для нахождения интервала сходимости данного степенного ряда 

 
2

2

1
1

1
1

n
n

n

x
n















, некоторые коэффициенты  которого равны нулю, 

воспользуемся радикальным признаком Коши: 

   



































n
n

n

n n
n

n

n
n

n
x

n
x

n
xu 1

1
1lim1

1
1limlim

2
2

 


















.11при

,11при

,11при0

1lim

x

xe

x

qxe
n

n
 

 Поскольку найденное значение 10 q  при 11 x , то исследуемый 

степенной ряд абсолютно сходится для любого x , удовлетворяющего 

неравенству 11 x , т. е. 20111  xx . Следовательно,  2;0  – 

интервал сходимости, 1R . 
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 Так как 1q   при 11 x , то в соответствии с достаточным условием 

расходимости данный ряд  расходится для любого x  из условия 11 x , т. е. 

    ;20;x . 

 2. Значение 1x  – единственное целое значение x  из области 

сходимости рассматриваемого степенного ряда. 

 Ответ:  2;0  – интервал сходимости,  2;0  – область сходимости. 

 

 в) 1. Для данного ряда 
   

  n

nn

n n

x

251

21
21

1 






  совершим замену 

t
x








 
2

5

2
. В результате получим степенной ряд 

  n
n

n

nn

n

tc
n

t












 1

1

1 1

1
, 

 
1,

1

1
1









n
n

c
n

n . Найдем интервал и область сходимости, сумму этого ряда. 

 Вычислим  радиус сходимости ряда 
n

n
n

tc 


1

 по формуле 
1

lim





n

n

n c

c
R . 

 Так как 
 

1

1
1








n
c

n

n , то 
 

2

1
1






n
c

n

n  и 

 
   

   
1

1
1

2
1

lim
1

2
lim

11

21
lim

1
























n

n

n

n

n

n
R

nnn

n

n
. 

 Интервал сходимости степенного ряда 
n

n
n

tc 


1

 с радиусом сходимости 

1R  имеет вид  1;11  tt . Би
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 Исследуем поведение ряда 
n

n
n

tc 


1

 на концах интервала сходимости. 

Подставив значение 1t  в этот ряд, получим знакочередующийся числовой 

ряд 
 

 
1

1
,1

1

1 1

1

1

1 




 









n

uu
n

nn
n

n

n

n

. 

 Исследуем его сходимость с помощью признака Лейбница. 

 0
1

1
limlim 




 n
u

n
n

n
. Значит, первое условие выполняется. 

 Поскольку 
1

1




n
un , 

2

1
1




n
un ,  то   nuu nn ,1 . 

 Следовательно, второе условие также выполняется. 

 Таким образом, в соответствии с признаком Лейбница 

знакочередующийся ряд 
 

1

1
1

1 







n

n

n

 сходится. Поэтому точка 1t  входит в 

область сходимости степенного ряда 
n

n
n

tc 


1

. 

 Рассмотрим ряд 
1

1

1 



 nn

, составленный из модулей членов ряда 

 
1

1
1

1 







n

n

n

. Поскольку 


n
nn

,
1

~
1

1
, и ряд 

nn

1

1






 расходится как 

гармонический ряд, то по признаку сравнения в эквивалентной форме ряд 

1

1

1 



 nn

 расходится. 

 Значит, ряд 
 

1

1
1

1 







n

n

n

 сходится условно. Следовательно, степенной ряд 

n
n

n

tc 


1

 сходится условно в точке 1t . 
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 Подставив в ряд 
n

n
n

tc 


1

 значение 1t , получим расходящийся 

числовой ряд 
     

1

1

1

1

1

11

1

12

1

1

1 





















 nnn n

n

n

nn

n

. Значит, точка 

1t  не входит в область сходимости степенного ряда 
n

n
n

tc 


1

. 

 Таким образом, областью сходимости степенного ряда является 

промежуток  1;1 , при этом областью абсолютной сходимости является 

интервал  1;1 . 

 Пусть  
 

 1;1,
1

1
1

1











 t
n

t
tS

nn

n

. При 0t  имеем   00 S . Для 

нахождения суммы  tS  ряда запишем его в  виде 

  
   

 tS
tn

t

tn

t
tS

nn

n

nn

n
1

11

1

1

1

1

1

11

1

1




















 ,  

где  tS1  – сумма ряда 
 

1

1 11

1 

 




n

t nn

n

 с радиусом сходимости 1R . 

 Поскольку степенной ряд 
n

n
n

tc 


1

 с радиусом сходимости 1R  

сходится равномерно на любом отрезке  rr; , целиком лежащем внутри 

интервала  сходимости  RR; , где Rr 0 , то ряд можно почленно 

дифференцировать в любой точке интервала сходимости и почленно 

интегрировать на отрезке    RRt ;;0  . При этом полученные степенные 

ряды имеют тот же радиус сходимости, что и ряд 
n

n
n

tc 


1

. 

 Продифференцируем по переменной t  обе части равенства 

 
 

 1;1,
1

1 11

1
1 










 t
n

t
tS
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n

. 
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 Получим       1;1,1
1

1
1 
 





 tttS nn

n

. 

 Найдем сумму ряда   







321

1

1 ttttnn

n

,  составленного из 

членов убывающей геометрической  прогрессии с первым членом tb 1  и 

знаменателем 1,  qtq . Тогда  

    1;1,
11

1
1 








t

t

t

q

b
tS . 

 Для нахождения суммы  tS1  проинтегрируем обе части последнего 

равенства на отрезке    1;1;0 t :  

    
 














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dyySdy
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y
dyyS
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1
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0

 

        1ln01ln 11
00

1  ttStSyyyS
tt

. 

 Поскольку   001 S , то      1;1,1ln1ln1  ttttttS . 

 Следовательно, сумма  tS  равна  

    
 

10,
1ln

1
1

1 


 t
t

t
tS

t
tS  и   00 S . 

 Так как ряд 
 

1

1
1

1 







n

tnn

n

 сходится в точке 1t , то в соответствии со 

второй теоремой Абеля его сумма  tS  непрерывна на отрезке  1;0 , 

следовательно,   2ln11 S .  

 Таким образом, 

  
 

   
ln 1

1 , 1;0 0;1 ,

0, 0.

t
t

S t t

t


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 Возвращаясь к переменной x  по формуле t
x








 
2

5

2
, данный ряд 

   
  n

nn

n n

x

251

21
21

1 






  имеет интервал сходимости, определяемый неравенством 

521
5

2
1

2








 
 x

x
, т. е.  3;7x ; радиус сходимости 5R ; 

область сходимости  

 525521
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2
1

2








 
 xx

x
, т. е.  3;7x ;  

сумму ряда  

      

2

2

2
ln 1

5
1 , 7; 2 2;3 ,

2

5

0, 2,

x

x
S x x

x

   
             

   
  

 
  

 

т. е.  

    
  

 
   

2

2 2

25 25ln25
1 ln 25 2 , 7; 2 2;3 ,

2 2

0, 2.

x x
S x x x

x


        

  


 

 

 Значение 7x  – наименьшее, значение 3x  – наибольшее целые 

значения x  из области сходимости данного ряда. 

 Ответ:  3;7  – интервал сходимости;  3;7  – область сходимости; 

 
 

  
 

   3;22;7,
2

25ln25
225ln

2

25
1

2

2

2






 x

x
x

x
xS , 

  02 S . 
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 г) 1. Для данного ряда     122

1

3532







n

n

xnn  совершим замену 

tx 3 . Тогда получим степенной ряд    tutnn n
n

n

n












1

122

1

532 . 

Найдем интервал и область сходимости, сумму полученного ряда. 

 Для нахождения интервала сходимости ряда воспользуемся признаком 

Даламбера. 

 Так как     122 532  n
n tnntu , 

            1221122
1 107251312 
  nn

n tnntnntu , 

то  
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 

 
 
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1072
limlim t
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n
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n

n
















. 

 Степенной ряд сходится абсолютно при 112  tt , т. е.  1;1t . 

Значит,  1;1  – интервал сходимости, 1R  – радиус сходимости ряда 

 tun
n




1

. 

 Исследуем поведение ряда на концах интервала сходимости. Подставляя 

1t  в ряд  tun
n




1

, получим числовой ряд   n
nn

ann 









1

2

1

532 . 

 Поскольку   









 2

22 53
2lim532limlim

nn
nnna

nn
n

n
, то в 

соответствии с достаточным условием сходимости ряд n
n

a


1

 расходится. 

Значит, ряд  tun
n




1

 расходится при 1t . 
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 При 1t  получим числовой ряд     n
n

n

n

ann 










1

212

1

5321 , 

который расходится. Следовательно, ряд  tun
n




1

 расходится при 1t . 

 Таким образом, областью сходимости ряда  tun
n




1

 является интервал 

 1;1 . 

 Пусть        1;1,532 122

11

 








 ttnntutS n

n
n

n

. При 0t  

имеем   00 S . 

 Для нахождения суммы  tS  запишем ряд  tun
n




1

 в виде 

    















12

1

12

1

122

1

532 n

n

n

n

n

n

ttntntS  

       1;1,532 123  ttStStS ,  

где   12

1
1







n

n

ttS ,   12

1
2






 
n

n

tntS ,    122

1
3






 
n

n

tntS ,  1;1t . 

 Поскольку ряд 1,5312

1






 ttttt n

n

 , составлен из членов 

убывающей геометрической прогрессии с первым членом tb 1  и знаменателем 

12  tq , то ряд 
12

1







n

n

t  сходится к сумме    1;1,
11 2

1
1 





 t

t

t

q

b
tS . 

 Для нахождения суммы ряда  1;1,12

1

 




 ttn n

n

 рассмотрим ряд 

 1;1,2

1






tt n

n

, составленный из членов убывающей геометрической 
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прогрессии с первым членом 
2

1 tb   и знаменателем 12  tq . Поэтому ряд 

n

n

t2

1






 сходится при 1t  и его сумма равна  1;1,
11 2

2
12

1












t
t

t

q

b
t n

n

. 

 Продифференцируем обе части последнего равенства по переменной 

 1;1t : 

      





























































1;1,
1

1;1,
1 2

2
2

1
2

2
2

1

t
t

t
tt

t

t
t n

n

n

n

 

   

 
 




 





 1;1,
1

212
2

22

22
12

1

t
t

tttt
tn n

n

 
 1;1,

1

2
2

22

12

1




 




 t
t

t
tn n

n

. 

 Значит,  
 

 1;1,
1

22

12

1
2 


 





 t
t

t
tntS n

n

. 

 Умножим обе части равенства 
 221

12

1 1 t

t
tn

n

n

n 
 










 на 1, tt . 

Поскольку в результате умножения степенного ряда на число его интервал 

сходимости сохраняется, получим 

 
 

 1;1,
1

22

2
2

1









t
t

t
tn n

n

. 

 Для нахождения суммы  tS3  продифференцируем обе части последнего 

равенства в интервале сходимости  1;1 : 

 
 

  






























 










122

1
22

2
2

1

21;1,
1

n

n

n

n

tnt
t

t
tn  

     

 
 




 1;1,

1

21212
42

2222

t
t

ttttt
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 
 1;1,

1

22
2

32

3
122

1





 





 t
t

tt
tn n

n

. 

 Следовательно,  
 

 1;1,
1

32

3

3 



 t

t

tt
tS . 

 Таким образом, подставляя найденные значения сумм      tStStS 321 ,,  в 

выражении для  tS , получим  

  
   













22232

3

1
5

1
3

1
2

t

t

t

t

t

tt
tS  

     
   

 1;1,
1

10115

1

15132
32

35

32

2223










 t

t

ttt

t

tttttt
. 

 Возвращаясь к переменной x  по формуле tx 3 , данный ряд 

    122

1

3532







n

n

xnn  имеет интервал сходимости, определяемый 

неравенством 
3

1
13  xx , т. е. 










3

1
;

3

1
x ; радиус сходимости 

3

1
R , 

область сходимости – 









3

1
;

3

1
 и сумму ряда 

  
   

    




















3

1
;

3

1
,

91

302971215

31

31031135
32

35

32

35

x
x

xxx

x

xxx
xS . 

 Значение 0x  – единственное целое x  из области сходимости ряда. 

 Ответ: 









3

1
;

3

1
 – интервал сходимости; 










3

1
;

3

1
 – область сходимости; 

 
 
















3

1
;

3

1
,

91

302971215
32

35

x
x

xxx
xS . 
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Задание 8 

 Даны функции          xxkxxhexgxxf x   1ln,sin,,2
. 

 1. Разложите функции            xhfxfkxfhxfg ,,,  в ряд 

Маклорена. 

2. Разложите  функции 
 1

1

xf
 и   xhf  в ряд Тейлора в окрестности 

точек 31 x  и 
2

2


x  соответственно, укажите область сходимости 

полученных рядов. 

3. Используя полученные в пункте 1 разложения:  

1) представьте значение  2g  в виде суммы сходящегося числового ряда 

и найдите его приближенное значение с точностью 
210
; 

2) вычислите 
  
 

dx
xf

xfk

4

1

0

 с точностью 
210
; 

3) найдите предел 
     
      1

lim
0 



 xfhxfg

xfkxhf

x
, если он существует. 

 

Решение 

 1. Воспользуемся разложением функции 
xe  в ряд Маклорена: 

  




x
n

x

n

xx
xe

n

n

n
x ,

!!!2
1

0

2

 . 

 Заменяя в нем переменную x  на  2x , получим  

         






  

!!2
1

222
22

n

xx
xexfg

n

x
 

   
!

1

!

1

!2
1

2

0

24
2

n

x

n

xx
x

nn

n

nn





 




 . 
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 Поскольку разложение функции 
xe  справедливо для любого x , то и 

разложение функции   
2xexfg   верно при x . 

 Запишем разложение функции xsin  в ряд Маклорена: 

 
 
 

 
 


















 x
n

x

n

xxx
xx

nn

n

nn

,
!12

1

!12

1

!5!3
sin

12

0

1253

 . 

 Для разложения функции     2sin xxfh   заменим в полученном 

разложении x  на 
2x : 

             
 










!12

1

!5!3
sin

1225232
22

n

xxx
xxxfh

nn

 

 
 

 
 !12

1

!12

1

!5!3

24

0

24106
2


















n

x

n

xxx
x

nn

n

nn

 . 

 Так как разложение функции xsin  верно при любом x , то и 

разложение функции     2sin xxfh   справедливо для всех x . 

 Для разложения функции     21ln xxfk   в ряд Маклорена 

воспользуемся разложением функции  x1ln : 

  
   

 1;1,
11

32
1ln

1

1

132














 x
n

x

n

xxx
xx

nn

n

nn

 . 

 Заменив в нем x  на 
2x , получим  

             








n

xxx
xxxfk

nn 213222
22 1

32
1ln  

   
n

x

n

xxx
x

nn

n

nn 21

1

2164
2 11

32











  . 

 Поскольку разложение функции  x1ln  верно при любом  1;1x , то 

разложение функции     21ln xxfk   имеет место при любом x , 

удовлетворяющем неравенству 111 22  xx , т. е.  1;1x . 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 167 

 Рассмотрим функцию    xxhf 2sin . Так как  xx 2cos1
2

1
sin 2  , 

воспользуемся разложением функции xcos  в ряд Маклорена: 

 
 
 

 
 







 




x
n

x

n

xxx
x

nn

n

nn

,
!2

1

!2

1

!4!2
1cos

2

0

242

 . 

 Заменяя в нем x  на x2 , получим 

 
       

 



 

!2

21

!4

2

!2

2
12cos

242

n

xxx
x

nn

 

 
 

 
 !2

21

!2

21

!4

2

!2

2
1

22

0

224422

n

x

n

xxx nnn

n

nnn





 




 . 

 Тогда  

   
 

 
































 

!2

21

!4

2

!2

2
11

2

1
sin

224422
2

n

xxx
xxhf

nnn

 

 
 

 
 !2

21

!2

21

!4

2

!2

2 2121

1

212432

n

x

n

xxx nnn

n

nnn












 . 

 Поскольку разложение функции xcos  справедливо для любого x , то 

и разложение функции    xxhf 2sin  верно при любом x . 

 2. Разложим функцию 
   21

1

1

1




 xxf
 в ряд Тейлора в окрестности 

точки 31 x . 

 Представим функцию 
 1

1

xf
 как 

   


















 1

1

1

1

1

1
2 xxxf

. 

 Преобразуем функцию 
1

1

x
 к виду 

 
4

3
1

1

4

1

34

1

1

1








 xxx

. 
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 Воспользуемся разложением функции 
1

1

x
 в ряд Маклорена: 

      1;1,111
1

1

0

2 







xxxxx
x

nn

n

nn  . 

 Заменив x  на 
4

3x
, получим  

    
 

1
00 4

3
1

4

3
1

4

1

1
4

3

1

4

1

1

1



















 








 n

n
n

n

n
n

n

xx

xx
. 

 Так как разложение функции 
1

1

x
 справедливо для всех x , 

удовлетворяющих неравенству 11  x , то разложение функции 

4

3
1

1




x
 

имеет место для всех x , удовлетворяющих условию  

 714341
4

3
1 


 xx

x
, т. е.  7;1x . 

 После почленного дифференцирования ряда  
 

1
0 4

3
1








 n

n
n

n

x
 в 

интервале сходимости  7;1  получим 

  
 















 













 





 1
0 4

3
1

1

1
n

n
n

n

x

x
,  7;1x    

 
 

 
1

1

1
2 4

3
1

1

1










  n

n
n

n

xn

x
,  7;1x . 

 Тогда 

 
   

 
 

1

1
1

1
2 4

3
1

1

1

1

1
















 n

n
n

n

xn

xxf
,  7;1x . 

 Исследуем поведение полученного ряда на концах интервала сходимости. 

Подставим 1x  в этот ряд, получим числовой ряд  
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  
 

 
 

























 1

11
1

1
1

1
1

1 4

41
1

4

31
1

n

nn
n

n
n

n
n

n

nn
 

  n
n

n

n

n











1

2

1 16

1

16
1 . 

 Так как 


n
n
lim , то  в соответствии с достаточным признаком 

расходимости ряд n
n




1

 расходится. Поэтому ряд  n
n







116

1
, полученный 

умножением расходящегося ряда на число 
16

1
, тоже расходится. 

 Значит, точка 1x  не входит в область сходимости полученного ряда. 

 При 7x  получим числовой ряд  

  
 

 
16

1
4

37
1

1

1
1

1
1

1

nn n

n
n

n
n

n



















 , 

который расходится в силу достаточного условия расходимости ряда. 

Следовательно, точка 7x  не включается в область сходимости полученного 

ряда. 

 Таким образом,  

 
   

 
 

1

1
1

1
2 4

3
1

1

1

1

1
















 n

n
n

n

xn

xxf
,  7;1x .  

 Разложим теперь функцию    xxhf 2sin  в ряд Тейлора в окрестности 

точки 
2

2


x . 

 Преобразуем функцию   xhf  следующим образом: 

      























 


2
2cos1

2

1
2cos1

2

1
sin 2 xxxxhf  
























 


2
2cos1

2

1
x . 

 Воспользуемся разложением функции xcos  в ряд Маклорена: 
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 
 

 
 







 




x
n

x

n

xxx
x

nn

n

nn

,
!2

1

!2

1

!4!2
1cos

2

0

242

 . 

 Заменяя в нем x  на 






 


2
2 x , получим 

 

 

















 



















 



















 

















 
 

!2

2
21

!4

2
2

!2

2
2

1
2

2cos

242

n

xxx

x

n
n

 

 









 











 











 


 
!2

2
21

!4

2
2

!2

2
2

1

2
2

4
4

2
2

n

xxx

n
nn

 

 

 !2

2
21

2
2

0 n

x

n
nn

n








 


 




. 

 Тогда  

   xhf

 

 































 











 











 


 
!2

2
21

!4

2
2

!2

2
2

11
2

1

2
2

4
4

2
2

n

xxx

n
nn

 

 

 









 











 











 







!2

2
21

!4

2
2

!2

2
2

1

2
12

4
3

2

n

xxx

n
nn

 

 

 !2

2
21

1

2
12

1 n

x

n
nn

n








 










 . 

 Так как разложение функции xcos  имеет место при x , то и 

разложение функции    xxhf 2sin  справедливо для любого x . 

 3. 1) Воспользуемся разложением функции 
xe  в ряд Маклорена: 
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  




x
n

x

n

xx
xe

n

n

n
x ,

!!!2
1

0

2

 . 

 Принимая в нем 2x , получим представление числа   22  eg  в виде 

суммы числового ряда: 

  
     










 
!

21

!2

2
21

!

2

!2

2
21

22
2

nn
e

nnn

 

 
 !1

21 11

1 









n

nn

n

. 

 Полученный ряд является знакочередующимся рядом и сходится по 

признаку Лейбница. Поэтому для его остатка nr  справедливо неравенство 

1 nn ur , которое в нашем случае принимает вид 
!

2

n
r

n

n  . 

 Найдем наименьший номер 0n , при котором 1nu , тогда 

 100 nn ur . 

 Так как  

 
100

1

3

4

6

8

!3

2
,

100

1
2

!2

2
,

100

1
2,

100

1
1

3

4

2

321  uuuu , 

100

1

45

4

720

64

!6

2
,

100

1

15

4

120

32

!5

2
,

100

1

3

2

24

16

!4

2 6

7

5

6

4

5  uuu , 

100

1

1000

6

40320

256

!8

2
,

100

1

315

8

5040

128

!7

2 8

9

7

8  uu , то неравенство 

 100 nn ur  выполняется при 80 n . 

 Тогда  1000 nnn uSSr , это означает, что сумма 
0nS  приближает 

сумму S  с заданной точностью 
210 , т. е. 80

SSS n  . 

 Следовательно, 
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 

!7

2

!6

2

!5

2

!4

2

!3

2

!2

2
21

765432
2e  

 025,0089,0267,0667,0333,11
315

8

45

4

15

4

3

2

3

4
221

 

13,0131,0  . 

 2) Так как подынтегральная функция 
  
 

 
2

21ln

x

x

xf

xfk 
  имеет 

первообразную, не выражающуюся через элементарные функции в конечном 

виде, то разложим функцию в ряд Маклорена. 

 Используя полученное в п. 1 разложение в ряд Маклорена функции 

    21ln xxfk  , запишем разложение подынтегральной функции 

 
  
 

     
n

x

n

x

xx

x

xf

xfk nn

n

nn

n

221

1

21

1
22

2 1111ln 














  . 

 Полученный степенной ряд сходится при  1;1x . Интегрируя этот ряд 

почленно на отрезке  1;1
2

1
;0 





x , имеем 

 
  
 

   












 dx
n

x
dx

x

x
dx

xf

xfk nn

n

221

1

2

1

0
2
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1

0

2

1

0
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     
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














































































 12

1

1
0

2

1121

1

22
2

1

0

1

1 212

1

12

11
n

n

n

nn

n

n
n

n nnn

x

n
dxx

n
 











753 228

1

215

1

26

1

2

1
. 

 Последний ряд является сходящимся знакочередующимся числовым 

рядом. Найдем его сумму S  с точностью 
210 . 
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 Известно, что nn rSS  , где nS  – n -я частичная сумма, nr  – n -й остаток 

ряда. В соответствии с признаком Лейбница n -й остаток nr  удовлетворяет 

неравенству 1 nn ur , которое для нашего ряда примет вид 

 
   122121

1



nn

nn
r . 

 Найдем наименьший номер 0n , при котором 10nu , тогда 

 1000 nnn uSSr , т. е. 
0nSS   с заданной точностью. 

 Так как  

        






1000

2

480

1

215

1
,

100

1

1000

21

48

1

26

1
,

100

1

2

1
53321 uuu , 

то неравенство 
  





 121

2121

1
0 nn

nn
u  при 2n , т. е. при 20 n . 

 Следовательно, 

 
 

 
48,0

48

23

48

1

2

1

212

1
2112

1

1











 uuS
nn n

n

n

. 

 Отсюда получим 

 
  
 

 
48,0

1ln
2

22

1

0

2

1

0




  dx
x

x
dx

xf

xfk
. 

 Ответ: 48,0 . 

 3) Для вычисления 
     

     
 
  1sin

1lnsin
lim

1
lim

22

22

00










xe

xx

xfhxfg

xfkxhf

xxx
 

воспользуемся полученными в п. 1 разложениями функций Би
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   222 sin,,1ln,sin
2

xexx x  в ряд Маклорена, получим 

 
 

















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
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


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





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
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

1
!5!3!3!2
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2
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1sin

1lnsin
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64
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5
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3
2
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22
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


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x

xx
x

xx
xxxx
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xx

xxx
 

 

  3

1

2

1
6

1

lim

3

1

2

1
45

13

6

1

lim
44

44

064

64

0













xox

xox

xx

xx

xx



. 

 Ответ: 
3

1
. 

 

Задание 9 

 Функция  xf  задана графически. 

 

 1. Постройте разложение функции  xf  в тригонометрический ряд 

Фурье, полагая, что функция определена: 

 а) на полном периоде; б) на полупериоде и является четной; в) на 

полупериоде и является нечетной. 

 Для функции из а) непосредственным нахождением запишите 

комплексную форму ряда Фурье. 

 В каждом из случаев а)–в) постройте графики функции и суммы ряда 

Фурье. 

O  1 x  3  

y  

1  

Рис. 13 

1 
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 2. Используя полученное в 1а)  разложение функции в действительный 

ряд Фурье, найдите: 

 а) амплитуду 5A  и фазу 5 ; б) комплексную форму ряда Фурье. 

 

Решение 

 1. Зададим функцию  xf , определенную на промежутке  3;0 .  

 Запишем уравнение прямой, проходящей через точки  1;0   и  1;1 : 

 
 
 

12
11

1

01

0

12

1

12

1 


















xy

yx

yy

yy

xx

xx
. 

 Тогда уравнение отрезка прямой с концами в этих точках примет вид 

 1;0,12  xxy . 

 Значит, данная функция, заданная графиком на промежутке  3;0 , 

определяется следующим образом: 

  
 
 









.3;0,1

,1;0,12

x

xx
xf  

 

 а) Пусть функция  xf  задана на полном периоде. Тогда 32 l , т. е. 

2

3
l . 

 Тригонометрический ряд Фурье l2 -периодической функции  xf  имеет 

вид 

   






 



 



 l

xn
b

l

xn
a

a
xf nn

n

sincos
2

~
1

0 , 

коэффициенты nn baa ,,0  которого находятся по формулам 

      dx
l

xn
xf

l
bdx

l

xn
xf

l
adxxf

l
a

la

a

n

la

a

n

la

a





 



sin
1

,cos
1

,
1 222

0 ,

  na , . 
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 Вычислим для функции  xf  коэффициенты Фурье nbaa nn ,,,0 . 

       







 

 3

1

1

0

3

0

2

0 12
3

2

3

21
dxdxxdxxfdxxf

l
a

la

a

 

 
3

4
13

4

1

4

1

3

2

4

12

3

2

1

3

0

1
2



























 x

x
. 

     





 


dx
xn

xfdx
l

xn
xf

l
a

la

a

n
3

2
cos

3

2
cos

1 3

0

2

 

  






 



  dx

xn
dx

xn
x

3

2
cos

3

2
cos12

3

2 3

1

1

0

 

  






 

1

3

3

2
sin

2

3

3

2

3

2
cos12

3

2 1

0

xn

n
dx

xn
x  

  






 






 

3

2
sin2sin

1

3

2
cos12

3

2 1

0

n
n

n
dx

xn
x  

 
3

2
sin

1

3

2
cos12

3

2 1

0







 

n

n
dx

xn
x . 

 Для вычисления последнего интеграла воспользуемся формулой 

интегрирования по частям  
b

a

b

a

vduuvudv
a

b
. 

   
























3

2
sin

2

3

3

2
cos

,
3

2
cos

,2,12

3

2
cos12

3

2 1

0

xn

n
dx

xn
v

dx
xn

dv

dxduxu

dx
xn

x  

  








 









  dx

xn

n

xn
x

n 3

2
sin

3

3

2
sin12

2

3

3

2 1

00

1
 































 









 1

3

2
cos

3

3

2
sin

1

3

2
cos

2

9

3

2
sin

2

3

3

2
2222

0

1 n

n

n

n

xn

n

n

n
. 
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 Окончательно получаем 













 n

n

n
an ,1

3

2
cos

3
22

. 

     






 






 



dx
xn

dx
xn

xdx
l

xn
xf

l
b

la

a

n
3

2
sin

3

2
sin12

3

2
sin

1 3

1

1

0

2

 

  






 

1

3

3

2
cos

2

3

3

2

3

2
sin12

3

2 1

0

xn

n
dx

xn
x  

  






 






 

3

2
cos1

1

3

2
sin12

3

2 1

0

n

n
dx

xn
x . 

 Вычислим последний интеграл по частям. 

   
























3

2
cos

2

3

3

2
sin

,
3

2
sin

,2,12

3

2
sin12

3

2 1

0

xn

n
dx

xn
v

dx
xn

dv

dxduxu

dx
xn

x  

  








 








  dx

xn

n

xn
x

n 3

2
cos

3

3

2
cos12

2

3

3

2 1

00

1
 










 


















0

1

3

2
sin

2

9
1

3

2
cos

2

3

3

2
22

xn

n

n

n
 

3

2
sin

3
1

3

2
cos

1
22





















n

n

n

n
. 

 Тогда 








 n
n

n

n
bn ,

2

3

2
sin

3
22

. 

 Таким образом, тригонометрический ряд Фурье функции  xf  имеет вид 

  ,
3

2
sin

2

3

2
sin

3

3

2
cos1

3

2
cos

3

3

2
~

2222
1








 

































 





xn

n

n

n

xnn

n
xf

n

x . 
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 Для нахождения суммы ряда Фурье  воспользуемся теоремой Дирихле. 

Пусть l2 -периодическая функция  xf  на отрезке  laa 2;   удовлетворяет 

двум условиям: 

 1)  xf  кусочно-непрерывна, т. е. функция является непрерывной на всем 

отрезке или имеет конечное число точек разрыва первого рода; 

 2)  xf  кусочно-монотонна, т. е. функция является монотонной на всем 

отрезке либо этот отрезок можно разбить на конечное число интервалов, на 

каждом из которых функция монотонна. 

 Тогда ряд Фурье функции  xf  сходится на отрезке  laa 2;   к функции 

 xS , причем 

 1)    xfxS   в точках непрерывности функции  xf ; 

 2) в каждой точке 0x  разрыва функции  xf  значение суммы ряда Фурье 

равно  
   

2

00 00
0




xfxf
xS ; 

 3)    
   

2

020
2




laSaS
laSaS . 

 Поскольку    xfxS   в точках непрерывности функции  xf , и 

учитывая периодичность функции  xf  и суммы  xS  ряда Фурье, получаем 

        ZkkkxxfxS  ,13;3, . 

 В точках Zkkx  ,3 , сумма  xS  ряда Фурье равна 

  
       

0
2

11

2

030

2

0303
3 










ffkfkf
kS . 

 График функции  xf  строится в соответствии с условием задачи 

(рис. 14). График суммы  xS  ряда Фурье отличается от графика  xf  только 

значениями в точках kx 3 :    ZkkS  ,03  (рис. 15). 
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 Комплексная форма ряда Фурье l2 -периодической функции  xf  имеет 

вид 

   l

xn
i

n
n

ecxf






~ , 

коэффициенты nc  которой находятся по формуле  

   Zndxexf
l

c l

xn
ila

a

n 




 ,
2

1 2

. 

 Вычислим для функции  xf  коэффициенты Zncn , . 

       







 



dxdxxdxxfdxxf
l

c
la

a

3

1

1

0

3

0

2

0 12
3

1

3

1

2

1
 

 
3

2
13

4

1

4

1

3

1

4

12

3

1

1

3

0

1
2



























  x

x
. 

 Находим коэффициенты Znncn  ,0, . 

O  1 x  3  

 xS  

1  

Рис. 15 

1 

4  6  2  3  

O  1 x  3  

 xf  

1  

Рис. 14 

1 

4  6  2  3  
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     







 dxexfdxexf
l

c

xn
i

l

xn
ila

a

n
3

23

0

2

3

1

2

1

 

  











































1

3
3

2

3

21

0

3

23

1

3

21

0

2

3

3

1
12

3

1

12
3

1

xn
i

xn
i

xn
i

xn
i

e
ni

dxex

dxedxex

  


























 3

2

23

21

0 2
12

3

1
n

i
ni

xn
i

ee
n

i
dxex  

 
























 3

2

3

21

0

1
2

12
3

1
n

i
xn

i

e
n

i
dxex . 

 Вычислим последний интеграл, используя формулу интегрирования по 

частям. 

   




























3

2

3

2

3

2

3

21

0

2

3

,

,2,12

12
3

1

xn
i

xn
i

xn
i

xn
i

e
n

i
dxev

dxedv

dxduxu

dxex  

  



























 dxe
n

i
ex

n

i
xn

i
xn

i
3

21

0

3

2
3

12
2

3

3

1

0

1
 
































0

1
3

2

22
3

2

2

9

2

3

2

3

3

1
xn

i
n

i

e
nn

i
e

n

i
 































1
2

3

22
3

2

22
3

2 n
i

n
i

e
nn

i
e

n

i
. 

 Окончательно получаем 

 0,,1
2

3
3

2

22


























nZne
nn

i
c

n
i

n . 
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 Таким образом, комплексная форма ряда Фурье функции  xf  примет 

вид 

  

 

3

2

3

2

22

0

1
2

3

3

2
~

xn
i

n
i

n
n

ee
nn

i
xf









































  . 

 б) Пусть функция  xf  определена на полупериоде и является четной. 

Продолжим эту функцию четным образом на отрезок  0;3 : 

  

 
 
 
 






















.3;1,1

,1;0,12

,0;1,12

,1;3,1

x

xx

xx

x

xf  

 Полученную функцию, заданную на отрезке  3;3  , периодически 

продолжим на всю числовую ось.  

 Ряд Фурье l2 -периодической четной функции имеет вид  

   dx
l

xn
a

a
xf n

n


 





cos
2

~
1

0 , 

коэффициенты naa ,0  которого находятся по формуле  

     


  ndx
l

xn
xf

l
adxxf

l
a

l

n

l

,cos
2

,
2

00

0 . 

 Поскольку в нашем случае период 6T , т. е. 3,62  ll , то 

коэффициенты ряда Фурье будут иметь вид: 

       







  dxdxxdxxfdxxf

l
a

l 3

1

1

0

3

00

0 12
3

2

3

22
 

 
3

4
13

4

1

4

1

3

2

4

12

3

2

1

3

0

1
2



























 x

x
; 

     





  dx
xn

xfdx
l

xn
xf

l
a

l

n
3

cos
3

2
cos

2 3

00

 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 182 

  






 



  dx

xn
dx

xn
x

3

1

1

0 3
cos

3
cos12

3

2
 

  








 
1

3

3
sin

3

3

2

3
cos12

3

2 1

0

xn

n
dx

xn
x  

 
3

sin
2

3
cos12

3

2 1

0








 

n

n
dx

xn
x . 

 Вычислим последний интеграл по частям: 

   
























3
sin

3

3
cos

,
3

cos

,2,12

3
cos12

3

2 1

0

xn

n
dx

xn
v

dx
xn

dv

dxduxu

dx
xn

x  

  








 









  dx

xn

n

xn
x

n 3
sin

6

3
sin12

3

3

2 1

00

1
 































 









 1

3
cos

12

3
sin

2

3
cos

18

3
sin

3

3

2
2222

0

1 n

n

n

n

xn

n

n

n
. 

 Тогда окончательно получаем  

 













 n

n

n
an ,1

3
cos

12
22

. 

 Таким образом, тригонометрический ряд Фурье четной функции  xf  

имеет вид 

  
3

cos1
3

cos
12

3

2
~

22
1

xnn

n
xf

n
















 





. 

 Поскольку построенная функция  xf  является непрерывной на всей 

числовой оси, то сумма  xS  ряда Фурье совпадает с  xf  для x , и, значит, 

графики  xf  и  xS  совпадают на всей числовой оси (рис. 16). 
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 в) Пусть функция  xf  определена на полупериоде и является нечетной. 

Продолжим эту функцию нечетным образом на интервал  0;3 : 

  

 
 

 
 






















.3;1,1

,1;0,12

,0;1,12

,1;3,1

x

xx

xx

x

xf  

 Полученную функцию  xf , заданную на интервале  3;3 , 

периодически продолжим на всю числовую ось.  

 Ряд Фурье l2 -периодической нечетной функции имеет вид  

   dx
l

xn
bxf n

n








sin~
1

, 

коэффициенты которого  nb  находятся по формулам  

   


  ndx
l

xn
xf

l
b

l

n ,sin
2

0

. 

 Так как в нашем случае 3,62  ll , найдем коэффициенты nb  функции 

 xf . 

     





  dx
xn

xfdx
l

xn
xf

l
b

l

n
3

sin
3

2
sin

2 3

00

 

  






 



  dx

xn
dx

xn
x

3
sin

3
sin12

3

2 3

1

1

0

 

O  1 x  3  

y  

1  

Рис. 16 

1 

5  6  1  3 7  5  67  
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  








 
1

3

3
cos

3

3

2

3
sin12

3

2 1

0

xn

n
dx

xn
x  

  






 






 

3
coscos

2

3
sin12

3

2 1

0

n
n

n
dx

xn
x  

    






 






 

3
cos1

2

3
sin12

3

2 1

0

n

n
dx

xn
x

n
. 

 Вычислим последний интеграл, воспользовавшись формулой 

интегрирования по частям: 

   
























3
cos

3

3
sin

,
3

sin

,2,12

3
sin12

3

2 1

0

xn

n
dx

xn
v

dx
xn

dv

dxduxu

dx
xn

x  

  








 









  dx

xn

n

xn
x

n 3
cos

6

3
cos12

3

3

2 1

00

1
 

3
sin

122

3
cos

2

3
sin

183

3
cos

3

3

2
2222

0

1 






















 














n

nn

n

n

xn

nn

n

n
. 

 Окончательно получаем 

 
 

   





















 n

n

n

nnn

n

n
b

n
n

n ,11
2

3
sin

12212

3
sin

12
2222

. 

 Таким образом, ряд Фурье функции  xf  имеет вид 

     
3

sin11
2

3
sin

12
~

22
1

xn

n

n

n
xf

n

n
























. 

 Поскольку сумма  xS  ряда Фурье совпадает с функцией  xf  во всех 

точках непрерывности, и учитывая периодичность функции  xf  и суммы 

 xS , получаем 

    xfxS   при     Zkkkkkx  ,63;66;63 .  
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 В точках  Zkkxkx  ,6,63 , сумма  xS  равна 

 
       

;0
2

11

2

0303

2

063063
63 










ffkfkf
kS

 
       

0
2

11

2

00

2

0606
6 










ffkfkf
kS . 

 Графики функции  xf  и суммы  xS  ряда Фурье имеют вид 

 

 2. а) Используя полученное в 1а) разложение функции в действительный 

ряд Фурье, найдем амплитуду 5A  и фазу 5 . 

 Воспользуемся формулами 

 
n

n
nnnn

a

b
baA arctg,

22
 . 

 Тогда при 5n  имеем 

 
2225

50

9
1

2

1

25

3
1

3

10
cos

25

3




























a ; 

 














5

2

50

33

5

2

3

10
sin

25

3
225b ; 

O  1 x  3  

 xf  

1  

Рис. 17 

1 

5  6  1  35  6

O  1 x  3  

 xS  

1  

Рис. 18 

1 

5  6  1  35  6
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 
22

nnn baA  



















2

2

2344 50

4003120108

25

4

250

312

2500

27

2500

81
 







2

2

25

10033027
; 

 
9

2033
arctgarctg

5

5
5




a

b
. 

 б) Комплексная форма ряда Фурье имеет вид 

   l

xn
i

n
n

ecxf






~ , 

коэффициенты nc  которой находятся по формулам  

 





  n
iba

c
iba

c
a

c nn
n

nn
nn ,

2
,

2
,

2

0 . 

 Вычислим для функции  xf  коэффициенты Zncn , . 

 
3

2

2

0 
a

cn ; 

 









































n

n

n
i

n

n

iba
c nn

n

2

3

2
sin

3
1

3

2
cos

3

2

1

2 2222
 




























n
n

i
n

e
n

n
i

,
233

2

1
22

3

2

22
; 

  ncc nn , . 

 Таким образом, комплексная форма ряда Фурье функции  xf  примет 

вид 

  

 

3

2

22
3

2

22

0

2

3

2

3

3

2
~





























 

n
i

n
i

n
n

e
n

i

n
e

n
xf . 
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3. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

3.1. Задания по теме 

«Элементы теории функции комплексной переменной» 

 

Задание 1 

Изобразите на комплексной плоскости область ,D  заданную системой 

неравенств. Проверьте подстановкой, является ли данная точка 0z  внутренней 

точкой области .D  

 

Варианты 

1) .3

;
2

;
4

arg

,22

,1

: 0 iz

z

iz

iz

D 




















 






 2) .22

;1Re

,3Im

,22

: 0 iz

z

z

iz

D 















 

3) .31

;
2

arg
4

,1)1Im(

,21

: 0 iz

z

z

iz

D 






















  4) .
2

1

2

1

;1Re

,1Im

,11

: 0 iz

z

z

iz

D 















 

5) .

;1Im

,0;
4

)1arg(

,21

: 0 iz

z

z

z

D 





















 




 6) .1

;3Im

,2Re

,222

: 0 iz

z

z

iz

D 














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7) .22

;
4

3
;

2
arg

,22

,11

: 0 iz

z

z

z

D 




















 






 8) .2

;0Im

,1Re

,3

: 0 iz

z

z

iz

D 















 

9) .

;
3

arg0

,
2

3
Re

,11

: 0 iz

z

z

iz

D 






















  10) .2

;1Re

,3Im

,22

: 0 iz

z

z

iz

D 















 

11) .1

;1Im

,
4

)1arg(0

,21

: 0 




















z

z

z

z

D   12) .1

;1Re

,1Im

,11

: 0 iz

z

z

iz

D 















 

13) .3

;
4

arg
4

3

,22

,1

: 0 iz

z

iz

iz

D 























 14) .

;arg
4

3

,1)1Im(

,21

: 0 iz

z

z

iz

D 




















 

15) .3

;
6

arg

,22

,11

: 0 




















z

z

z

z

D   16) .1

;3Im

,2Re

,222

: 0 iz

z

z

iz

D 















 

17) .2

;0Im

,1Re

,3

: 0 iz

z

z

iz

D 














  18) .

;
2

arg
4

3

,1

,11

: 0 iz

z

iz

z

D 





















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19) .2

;;
3

2
arg

,
2

3
Re

;11

: 0 iz

z

z

iz

D 




























  20) .
2

1

2

1

;
4

3
Im

,11

,1

: 0 iz

z

z

iz

D 



















 

21) .2

;arg
6

5

,31

,11

: 0 




















z

z

iz

iz

D   22) .

;arg
4

,32

,11

: 0 iz

z

z

z

D 




















 

23) .21

;
4

5
arg

2

,1

,3

: 0 iz

z

iz

iz

D 






















 24) .21

;1Im

,1Re

,2

: 0 iz

z

z

iz

D 















 

25) .2

;1Re

,23

,333

: 0 iz

z

iz

iz

D 














  26) .22

;
3

arg0

,42

,14

: 0 iz

z

iz

iz

D 




















 

27) .22

;
2

arg
4

,22

,22

: 0 iz

z

z

iz

D 






















 28) .

;0Im

,11

,21

: 0 iz

z

z

iz

D 














 

29) .45

;
2

arg
4

,244

,342

: 0 iz

z

iz

iz

D 






















     30) .21

;1Im

,22

,2222

: 0 iz

z

iz

iz

D 













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Задание 2 

 Вычислите значение функции  zf  в точке 0z . 

 

Варианты 

1)  а)   izzzf  3,cos 0 ;  б)   izzzf  1,Ln 0 ; 

 в)   4,Arcsin 0  zzzf . 

2)  а)   izzzf  2,sin 0 ;  б)   izzzf 44,Ln 0  ; 

 в)  
3

,Arctg 0

i
zzzf  . 

3)  а)   izzzf  1,ch 0 ;  б)  
4

3
,Arcctg 0

i
zzzf  ; 

 в)   izzzf i  0
2 , . 

4)  а)   izzzf  1,sh 0 ;  б)   izzzf 2,Arccos 0  ; 

 в)   1, 0
8  zzzf i

. 

5)  а)   2,Ln 0  zzzf ;  б)   izzzf 3
3

,sin 0 


 ; 

 в)  
i

i
zzzf

91

9
,Arctg 0




 . 

6)  а)  
3

1,sh 0

i
zzzf


 ;  б)   1, 0

5  zzzf ; 

 в)   izzzf  0,Arcsin . 

7)  а)  
i

i
zezf z






3

2
, 0 ;  б)   izzzf  1,ch 0 ; 

 в)   izzzf 4,Arccos 0  . 

8)  а)     1,3sin3 0  zizizf ;  б)     izzzzf  1,2Ln 0
2

; 

 в)  
2

3
,Arccos 0

i
zzzf  . 

9)  а)   izzzf 44,cos 0  ;  б)   izezf z  102ln, 0 ; 
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 в)   izzzf  2,Arctg 0 . 

10)  а)  
i

ii
zezf z






1

2
,

512

0 ;  б)  
6

1,sh 0

i
zzzf


 ; 

 в)  
2

,Arcctg 0

i
zzzf  . 

11)  а)   izezf z

2

3
3, 0


 ;  б)     izizzf 22,ch 0  ; 

 в)   2, 0
4  zzzf

i

. 

12)  а)     10,Ln 0  zizzf ;  б)   izzzf 4
6

,cos 0 


 ; 

 в)   5,Arcsin 0  zzzf . 

13)  а)   izezf z  2, 0
2

;  б)   izzzf 



4

,sin 0 ; 

 в)   izzzf i  1, 0
4

. 

14)  а)   izzzzf 6,sh 0  ;  б)   izzzf i  1, 0
8

; 

 в)  
4

,Arctg 0

i
zzzf  . 

15) а)  
1

,Ln 0



i

i
zzzf ;  б)   izzzf 




3

4
,cos 0 ; 

 в)   izzzf 6,Arccos 0  . 

16)  а)   izezf z   55ln, 0 ;  б)   izizzf 



3

,sh 0 ; 

 в)  
i

i
zzzf

51

5
,Arctg 0




 . 

17)  а)   izzzf 2
3

5
,sin 0 


 ;  б)   izzzf 10,Ln 0  ; 

 в)   14
0 3,Arcsin izzzf  . 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 192 

18)  а)   izzzf 3
6

,cos 0 


 ;  б)   izzzf 22,Ln 0  ; 

 в)   2, 0
3  zzzf . 

19)  а)   izzzf 4
6

,sin 0 


 ;  б)   28,Ln 0  zzzf ; 

 в)   16
0,Arcsin izzzf  . 

20)  а)  
4

3, 0


 izezf z

;  б)   izzzf i  0
2 , ; 

 в)  
2

5
,Arccos 0

i
zzzf  . 

21)  а)   15
0 3,Ln izzzf  ;  б)   izzzf 22,sh 0  ; 

 в)   izzzf  2,Arctg 0 . 

22)  а)   izzzf  5,ch 0 ;  б)   1, 0
4  zzzf i

; 

 в)  
2

5
,Arcctg 0

i
zzzf  . 

23)  а)   izzzf  3,Ln 0 ;  б)   izzzf 2
6

,sin 0 


 ; 

 в)  
2

1
, 0

1 i
zzzf i 
 

. 

24)  а)   izzzf  3,Ln 0 ;  б)  
6

2ln,sh 0

i
zzzf


 ; 

 в)   5
0 10,Arccos izzzf  . 

25)  а)   izzzf 33,Ln 0  ;  б)  
3

2ln,th 0

i
zzzf


 ; 

 в)   2022
0 2,Arcsin izzzf  . 

26)  а)    izzzf 


 1
3

,sin 0 ;  б)   2, 0
6  zzzf i

; 

 в)  
i

i
zzzf

21

2
,Arctg 0




 . 
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27)  а)     izzzizf 21,Im2 0

2
 ; б)  

4
5ln,ch 0

i
zzzf


 ; 

 в)  
i

i
zzzf






1

1
,Arcctg 0 . 

28)  а)  
4

3
2ln, 0

i
zezf z 

 ; б)   izizzf 2,sh 0  ; 

 в)  
i

i
zzzf i






2

3
, 0 . 

29)  а)   3,2sin4 0  zizzf ;  б)  
2

1
, 0

1 i
zzzf i 
 

; 

 в)   15
0 5,Arccos izzzf  . 

30)  а)   izzzf 232,Ln 0  ; б)  
i

i
zzzf i






2

3
, 0

2
; 

 в)   2020
0 4,Arcsin izzzf  . 

 

Задание 3 

 1. Решите уравнение.  

 2. Определите кратность корней данного уравнения.  

 3. Укажите корни, принадлежащие области D . 

 

Варианты 

1)    0cos114 2  zz ; 1
4

: 


zD . 

2)   0cos13  zz ; 1
2

31
: 




i
zD . 

3)    0112 4  ziz ; 1
2

1
: zD . 

4)   011 22



















i

z

eiz ; 
2

5
2:  izD . 
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5)   02sin44 23  zzzz ; 23: zD . 

6)     01
2

  ieiz z
; 2:  izD . 

7)   0
2

3
cos3

2


z
z ; 13: zD . 

8)   0
3

sin3 






 


iz
iz ; 3:  izD . 

9)     019
222  zez ; 

22
:





zD . 

10)   03sin28 432  zzzz ; 1
3

: 


zD . 

11)     0sin2 2  izzz ; 
4

3
1: zD . 

12)   0
3

cos32 2 



z

zz ; 
4

9
1: zD . 

13)    094 2   iez z
; 

4

3
:  izD . 

14)    01cos93  zzz ; 1
4

3
: zD . 

15)   0
2

sin13 
z

z ; 
4

5
1: zD . 

16)   0
2

sin22 






 


iz
izz ; 

2

1
:  izD . 

17)   02sin
4

12 







 zz ; 

2

1

4

1
: zD . 

18)   0sh123  zzzz ; 2: zD . 

19)    0142  izez ; 
2

5
: zD . 

20)   0
2

cos2 23 



z

zz ; 
2

5
3: zD . 
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21)    092  iez z
; 3:  izD . 

22)    011 4  ziz ; 
2

3
1:  izD . 

23)   0
2

sin22 






 


z
z ; 

2

5
2:  izD . 

24)    011 22  zez ; 
2

3
1: zD . 

25)   02sh
4

12 







 zz ; 

2

1

4

3
:  izD . 

26)   0
2

cos9 22 
z

z ; zD : . 

27)   0ch1
22  izz ; 11: zD . 

28)    0134 23  izezzz ; 1
2

1
: zD . 

29)   0sh22  izzz ; 



2

3
: zD . 

30)   0
2

ch62 






 


i

z
zz ; 22: zD . 

 

Задание 4 

 Дана функция  zf . 

 1. Выделите ее действительную  yxu ,  и мнимую  yxv ,  части. 

 2. Выясните, является ли данная функция аналитической в области D . 

 3. Вычислите  zf   в точках ее существования. 

 

Варианты  

1) 2:,)(   izDezf iz
. 
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2)  
2

1
32:,Im1)(  izDzizzf . 

3) 4102:,Re)( 2  izDzzzf . 

4) 31:,)(  zDzzzf . 

5) 5:,cos)(  izDiizzf . 

6) 121:,2sin)(  izDiizzf . 

7) 2:,)(  izDzzzf . 

8) 31:,12ch)(  zDzzzf . 

9) 12:,4sh)(  izDizzzf . 

10)   53:,2)(
3

 izDizzf . 

11)    24:,13)(  izDzizzf . 

12) 1:,)(
22  izDzzzf . 

13) 652:,Im)( 2  izDzzzf . 

14)   53:,3)(
3

 zDizzf . 

15)     1:,2Re1)(  izDizzzf . 

16)   21:,Im)( 2  izDzizzf . 

17)   13:,2)(
2

 izDzizzf . 

18)   24:,3)(
2

 zDzizzf . 

19) 61:,)( 2  izDiezf z
. 

20) 31:,Re)(  zDzzzf . 

21) 12:,Im)(  izDzzzf . 

22) 51:,
1

)( 


 zD
z

i
zf . 
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23)   21:,5)(
2

 izDzizzf . 

24)     13:,2sin2)(  izDizizf . 

25) 3:,)(  izD
z

z
zf . 

26) 41:,)( 


 zD
z

iz
zf . 

27)    31:,32)(  izDzzizzf . 

28)   44:,2cos)(  zDizizf . 

29)    321:,12)(  izDizzzzf . 

30)     4:,2Re)( 2  izDizizzf . 

 

Задание 5 

 Вычислите интеграл от функции комплексной переменной по указанной 

кривой L . 

  

Варианты  

1)  а)  dzzz
L

  123
,  0Im,1:  zzL ; 

 б)  dziz
L

52Im 2  , L  – ломаная ABC : izizz CBA  ,2,0 ; 

 в)  dzzz
L

 5 ,  0Im,2:  zzL . 

2)  а) dzz
L


3Im , L  – ломаная ABC : izizz CBA 3,33,0  ; 

 б) dz
z

z

L

 , 






 





2

arg
4

,3: zzL ; 

 в)  dzz
L

 1sin ,  0Re,3:  zzL . 
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3)  а)  dziz
L

 2Re , L  – кривая ABC , где AB  – дуга параболы 
2xy  , 

0,1  BA ziz , BC  – отрезок, izC 1 ; 

 б)  dzzz
L

  32 67
, L  – ломаная ABC , iziziz CBA  ,

2

1

2

1
, ; 

 в) dzzz
L

 4 ,  0Im,5:  zzL . 

4)  а)  dzze
L

z
 1 ,  0Im,1:  zzL ; 

 б) dz
z

z

L


2

, 






 





2

arg
4

,2: zzL ; 

 в)  dzizz
L


2Re , L  – ломаная ABC , 0,,1  CBA zizz . 

5)  а)  dzzz
L

  cos2
,  0Re,1:  zzL ; 

 б) dzzz
L

2 ,  0Re,0Im,4:  zzzL ; 

 в) dzze
L

z
 Im

2

, L  – ломаная ABC , izzz CBA  1,0,1 . 

6)  а)  dzzz
L

  22
, L  – дуга параболы 

21 xy   от 11 z  до 12 z ; 

 б)  dzzzz
L

  2620 24
, L  – ломаная ABC , iziz BA

2

1

2

1
,  , 

2Cz ; 

 в) dz
z

z

L

 2
,  0Re,0Im,3:  zzzL . 

7)  а) dzzz
L


2Re , L  – ломаная ABC , iziz BA  1,1 , izC 1 ; 

 б) dzze
L

z
 ,  0Re,0Im,3:  zzzL ; 
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 в)  dzzz
L

22
 ,  0Re,0Im,3:  zzzL . 

8)  а) dzez
L

z


32
, L  – ломаная ABC , izz BA  1,0 , izC  ; 

 б)  dzzz
L

  32 , 






 





2

arg
4

,1: zzL ; 

 в)  dzzz
L

  , L  – кривая ABC , где AB  – дуга параболы 12  xy , 

izz BA  ,1 , BC  – отрезок, izC 21 . 

9) а)  dzzz
L

  2Re , L  – дуга параболы xxy 22   от izA 1  до 0Bz ; 

 б)  dzzz
L

cos3  , L  – ломаная ABC , izzz CBA  ,1,0 ; 

 в) dzzz
L

 
2

,  0Re,0Im,2:  zzzL . 

10)  а) dz
z

zz

L



2

2
, L  – отрезок AB  от izA

2

3
2  до izB 1 ; 

 б) dz
z

z

L
2 , 







 


4

5
arg,4: zzL ; 

 в)  dzzz
L

  35 12 , L  – ломаная ABC , 2,31,  CBA ziziz . 

11)  а) dzze
L

z
 Re

2

, L  – отрезок AB , iziz BA  ,1 ; 

 б)   dzz
L











2

2

1
, L  – кривая ABC , где AB  – отрезок, 

0,22  BA ziz , BC  – дуга параболы 
2xy  , izC  1 ; 

 в) dz
z

z

L

 , L  – граница области  0Re,21  zz . 
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12)  а)  dzze
L

z 1 ,  0Im,3:  zzL ; 

 б) dzzz
L

 ,  0Im,3:  zzL ; 

 в)  dzzzz
L

  2
, L  – ломаная ABC , 1,,1  CBA zizz . 

13)  а)  dzzz
L

  , L  – граница области  0Im,0Re,11  zzz ; 

 б)  dzziz
L

 sin ,  0Re,1:  zzL ; 

 в)  dzzz
L

  43 , L  – дуга параболы 
2xy   от izA 1  до izB  1 . 

14)  а)  dzzz
L

 2Im , L  – кривая ABC , где AB  – дуга параболы 
22 xy  , 

iziz BA  1,2 , BC  – отрезок, 1Cz ; 

 б) dzze
L

z


 2

, L  – ломаная ABC , iziziz CBA 3,33,  ; 

 в) dzzz
L


2

, L  – граница области  0Re,0Im,2  zzz . 

15)  а)  dzzz
L

  2 , L  – ломаная ABC , iziziz CBA  2,, ; 

 б) dz
z

z

L








 Re , 












 zzL arg
2

,2: ; 

 в)  dzizz
L

  cos2
,  0Im,1:  zzL . 

16)  а)  dzzz
L

  2 , L  – кривая ABC , AB  – дуга параболы 
21 xy  , 

1,1  BA zz , BC  – отрезок, izC  ; 

 б) dzz
z

L

 









2
, 







 





4

3
arg

4
,3: zzL ; 
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 в)  dzizz
L

 ch ,  0Re,1:  zzL . 

17)  а) dz
z

zz

L




2
, L  – отрезок AB , iziz BA 2,21  ; 

 б) dzze
L

z


2
, 












 zzL arg
2

,2: ; 

 в) dz
z

z

L

 2
,  0Re,0Im,1:  zzzL . 

18)  а) dzz
L


2Re , L  – ломаная ABC , 1,0,  CBA zziz ; 

 б) dzez
L

z


32
, L  – ломаная ABC , 1,1,2  CBA ziziz ; 

 в) 
 

dz
z

z

L



2
3

,  0Re,0Im,4:  zzzL . 

19)  а)   dzzz
L

  2 ,  0Re,0Im,2:  zzzL ; 

 б)  dzzz
L

  22
, 







 


2

arg0,2: zzL ; 

 в) dzz
L


2Im , L  – ломаная ABC , izizz CBA  1,,1 . 

20)  а) dzze
L

z
 Im

2

, L  – отрезок AB , izz BA  1,0 ; 

 б) dzzz
L

 4 , L  – граница области  0Re,0Im,21  zzz ; 

 в)  dzzz
L

  23
, L  – ломаная ABC , iziziz CBA 3,2,2  . 

21)  а) dzzz
L

 2sin , L  – ломаная ABC , izizz CBA  ,,0 ; 
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 б)  dzzz
L

 2Re , L  – кривая ABC , где AB  – дуга параболы 
22xy  , 

izz BA 21,0  , BC  – отрезок, izC 2 ; 

 в) dzzz
L

 









2

1
, 







 





4

5
arg

4

3
,2: zzL . 

22)  а)  dzizz
L

  33
, L  – ломаная ABC , iziz BA 21,  , izC 2 ; 

 б) dzzz
L


2Re , L  – ломаная ABC , 1,21,2  CBA ziziz ; 

 в) dz
z

z

i L


1

,  0Re,0Im,3:  zzzL . 

23)  а)  dzizz
L

 ch ,  0Im,1:  zzL ; 

 б) dzz
L


2Im , L  – ломаная ABC , izizz CBA 3,33,0  ; 

 в) dziz
z

L

 









4
,  







 





4

5
arg

4
,2: zzL . 

24)  а)  dzizz
L

  410
, L  – ломаная ABC , iziziz CBA 3,5,  ; 

 б) dzze
L

z
 Im

2

, L  – ломаная ABC , izzz CBA 22,0,2  ; 

 в)  dzzzi
L

  3 ,  0Re,5:  zzL . 

25)  а) dzizz
L

 sin ,  0Re,1:  zzL ; 

 б)   dzziz
L

  ,  0Re,1:  zzL ; 

 в) dzzz
L

 Re2
, L  – ломаная ABC , 1,1,  CBA ziziz . 

26)  а)  dzizz
L

  2
,  0Im,4:  zzL ; 
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 б)  dziz
L

  33
, L  – ломаная ABC , izziz CBA  ,1, ; 

 в)  dzzz
L

 3Im , L  – кривая ABC , где AB  – дуга параболы xxy 42  , 

izz BA 42,0  , BC  – отрезок, izC 4 . 

27)  а)  dzziz
L

  2Re 2
, L  – ломаная ABC , 0,1  BA ziz , 2Cz ; 

 б)  dzziz
L

  22
, L  – ломаная ABC , iziziz CBA 3,32,2  ; 

 в)  dzzz
L

 
44

,  0Re,0Im,2:  zzzL . 

28)  а) dzzz
L

  , L  – граница области  0Im,1  zz ; 

 б)  dzizz
L

  cosch , L  – ломаная ABC , izzz CBA  ,1,0 ; 

 в)  dzzz
L

 32 , L  – дуга параболы 
2xy   от izA  1  до izB 1 . 

29)  а) dzzz
L

  , L  – граница области  0Re,2  zz ; 

 б)  dzziz
L

 sin ,  0Re,1:  zzL ; 

 в)  dzzz
L

  32Im , L  – кривая ABC , где AB  – дуга параболы 
21 xy  , 

izz BA  ,1 , BC  – отрезок, 1Cz . 

30)  а)  dzziz
L

  134
, L  – ломаная ABC , izziz CBA 2,5,  ; 

 б) dzze
L

z
 Re

2

, L  – отрезок AB , 1,0  BA zz ; 

 в) dzzz
L

  3
,  0Re,0Im,3:  zzzL . 
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Задание 6 

 Дана функция  zf . Используя интегральную теорему Коши или 

интегральную формулу Коши, вычислите    3,2,1 idzzf

iC

. 

 

Варианты 

1)   
 22 1

1






z

z
zf , если 2:в),

2

1
:б),

2

1
:а) 321  zCizCzC . 

2)   
42 


z

e
zf

z

, если ,
2

1
:а) 1  izC  2:б) 2  izC , 

 4:в) 3  izC . 

3)   
34 3

1

zz
zf


 , если ,

2

1
1:а) 1 zC  

2

3
1:б) 2 zC , 

 31:в) 3 zC . 

4)  
   11

ch
2




zz

z
zf , если ,1:а) 1  izC  11:б) 2 zC , 

 2:в) 3  izC . 

5)   
 3izz

iz
zf




 , если ,

4

1

2
:а) 1 

i
zC  ,

2

1
:б) 2  izC  

 
4

5

2
:в) 3 

i
zC . 

6)  
  izz

z
zf

21

sin


 , если ,

2

1
1:а) 1  izC  

4

5
1:б) 2  izC , 

 
2

3
1:в) 3  izC . 
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7)  
  221

2

izz

iz
zf




 , если ,11:а) 1 zC  22:б) 2 zC , 

 
2

3
:в) 3  izC . 

8)  
43

1
2

2






zz

z
zf , если ,13:а) 1  izC  23:б) 2  izC , 

 42:в) 3 zC . 

9)   
14 2 




z

e
zf

z

, если 1:в),1:б),
4

1
:а) 321  zCizCizC . 

10)  
2

cos
2 


zz

z
zf , если ,

2

1
1:а) 1 zC  11:б) 2 zC , 

 31:в) 3 zC . 

11)  
32

1
2

2






zz

e
zf

z

, если ,
2

1
:а) 1 zC  11:б) 2 zC ,  2:в) 3 zC . 

12)  
 222

sin




z

z
zf , если ,1:а) 1 zC  1:б) 2  izC , 

 4:в) 3 zC . 

13)  
 32 4

1




z
zf , если ,

2

1
:а) 1  izC  2:б) 2  izC ,  3:в) 3 zC . 

14)  
23 izz

e
zf

z


 , если ,

2

1
1:а) 1  izC  

2

1
:б) 2 zC , 

 
2

3
1:в) 3  izC . 

15)  
54

1
2 




zz

z
zf , если ,

2

1
2:а) 1 zC  12:б) 2  izC , 

 22:в) 3 zC . 
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16)  
 2

4

2


zz

e
zf

z

, если ,
2

1
:а) 1  izC  

2

1
:б) 2 zC , 

 
2

3
1:в) 3 zC . 

17)  
522 2 


zz

z
zf , если ,

2

1

2

1
:а) 1 zC  1

2

3
:б) 2  izC , 

 2
2

1
:в) 3 zC . 

18)  
 22

2

9


z

z
zf , если ,13:а) 1 zC  13:б) 2  izC ,  4:в) 3 zC . 

19)  
23 2

12

izz

z
zf




 , если ,

4

1
:а) 1  izC  

4

1
:б) 2 zC , 

 32:в) 3  izC . 

20)  
32

2sin
2 


zz

z
zf , если ,11:а) 1 zC  11:б) 2 zC , 

 31:в) 3 zC . 

21)  
   1

2ch
2




ziz

z
zf , если ,11:а) 1 zC  

2

1
1:б) 2 zC , 

 
2

3
1:в) 3  izC . 

22)  
 22 19

1




z
zf , если ,

4

1
:а) 1 zC  

3

1

3
:б) 2 

i
zC , 

 1
4

:в) 3 
i

zC . 

23)  
87

32
2 




izz

z
zf , если ,13:а) 1  izC  3:б) 2  izC , 

 64:в) 3  izC . 
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24)  
432

2






izz

e
zf

z

, если ,
2

1
2:а) 1  izC  2:б) 2  izC , 

 42:в) 3  izC . 

25)  
2

2

16

1













z

e
zf

z

, если ,
4

1
:а) 1  izC  

4

1

4
:б) 2 

i
zC , 

 1:в) 3 zC . 

26)  
352 2

3




izz

z
zf , если ,1:а) 1  izC  13:б) 2  izC , 

 43:в) 3  izC . 

27)  
23

6

2izz

e
zf

z






, если ,12:а) 1  izC  12:б) 2  izC , 

 21:в) 3  izC . 

28)  
34

1

izz
zf


 , если ,

2

1
1:а) 1 zC  

2

1
:б) 2  izC , 

 
2

3
1:в) 3 zC . 

29)  
982

4




izz

z
zf , если ,13:а) 1  izC  3:б) 2  izC , 

 75:в) 3  izC . 

30)  
izz

z
zf




2

cos
, если ,12:а) 1  izC  1:б) 2 zC , 

 32:в) 3  izC . Би
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Задание 7 

 Дано разложение функции  zf  в ряд Лорана в окрестности 

Rzz  00  изолированной особой точки 0z . 

 1. Определите тип особой точки 0z  функции  zf . 

 2. Найдите вычет функции  zf  в указанной точке. 

 3. Вычислите  интегралы 
 

 




rzz

n
zz

dzzf

0

1
0

  Rr 0 , используя 

формулы для коэффициентов ряда Лорана. 

 

Варианты  

1)  


 
 





2 1

204 )1(

)(
;1,)1(

2

)3()1(
)(

n rz

n

n

n

dz
z

zf
zz

n
zf . 

2)  


 





0

2
0 ))((;,

)(!

1
)(

n riz
n

dzizzfiz
izn

zf . 

3)  


 


3 1

2
0 )1)((;1,)1()1()(

n rz

nn dzzzfzzzf . 

4)  


  







1 2
30

)2(

)(
;2,)2(

)2)(3(

)1(
)(

n rz

n
n

dz
z

zf
zz

nn

i
zf . 

5)  


  








0 2
30

)2(

)(
;2,

)2(

)2(
)1(

4

1

)2(2
)(

n riz
n

n
n dz

iz

zf
iz

i

iz

iz

i
zf . 

6)  


  







1 1
30

)1(

)(
;1,

213

)1(5
)(

n rz
n

nn

dz
z

zf
z

n

z
zf . 

7)  


  


3 2

0
2

)(
;2,)2)(1()(

n riz

n

iz

dzzf
izizinzf . 

8)  


  











 



0 1

0
1

)(
;1,

)1(!

2
1sin

)(
n rz

n
dz

z

zf
z

zn

n

zf . 
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9)  


 







4

2
03

))((;,)(
5

12
)(

n riz

n dzizzfiziz
n

n
zf . 

10)  


 








0

4
012

)(;0,
5

1
)(

n rz
nn

dzzzfz
z

n
zf . 

11)  


 






0

20121

)(
;0,

3

)2()1(
)(

n rz
nn

n

dz
z

zf
z

z

n
zf . 

12)  


 

 












1

2
0 ))((;,)(

!

1

)!1(

1
)(

n riz

n dzizzfiziz
nn

zf . 

13)  


 





0

02
))((;,

)()!12(

1
)1()(

n riz
n

n dzizzfiz
izn

zf . 

14)  


  








0 3
20

)3(

)(
;3,

)6(

)3(

36

1

)3(6
)(

n riz
n

n

dz
iz

zf
iz

i

iz

iz

i
zf . 

15)  


  








0 2
30

)2(

)(
;2,

)4(

)2(

16

1

)2(4
)(

n riz
n

n

dz
iz

zf
iz

i

iz

iz

i
zf . 

16)  


 






0

032
)(;0,

)!2(

)1(
)(

n rz
n

n

dzzfzz
zn

zf . 

17)  


  


1
20

)(

)(
;,)(

!
)(

n riz

n

n
dz

iz

zf
iziz

n

n
zf . 

18)  


 








0
4052

)(
;0,

)!12(

)1(
)(

n rz
n

n

dz
z

zf
z

zn
zf . 

19)  


  








0 2
302 )2(

)(
;2,)2()1(3

)2(

2

2

3
)(

n rz

nn

z

dzzf
zz

zz
zf . 

20)  


 





5

3
0 )()(;,

23

)(
)(

n riz

n

dzzfiziz
n

iz
zf . 

21)  


  







2 1

0
1

)(
;1,

)1(

)1(
)(

n riz

n

dz
iz

zf
iz

in

iz
zf . 
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22)  


  








0
20

)(

)(
;,

)2(

)(

4

1

)(2
)(

n riz
n

n

dz
iz

zf
iz

i

iz

iz

i
zf . 

23)  


  








0 3
20

)3(

)(
;3,

)6(

)3()1(

36

1

)3(6
)(

n riz
n

nn

dz
iz

zf
iz

i

iz

iz

i
zf . 

24)  


 






2 3

01
)3)((;3,)3(

5

)13(
)(

n riz

n

n
dzizzfiziz

n
zf . 

25)  


  








0 2
20

)2(

)(
;2,

)4(

)2()1(

16

1

)2(4
)(

n riz
n

nn

dz
iz

zf
iz

i

iz

iz

i
zf . 

26)  


 





0 2

3
0 )2)((;2,

)2(!

1
)1()(

n rz
n

n dzzzfz
zn

zf . 

27)  


 








0

2
0122

)(;0,
)1(

)1(
)(

n rz
n

n

dzzzfz
zn

zf . 

28)  


  







1 1
20

)1(

)(
;1,

2)23(

)1(3
)(

n rz
n

nn

dz
z

zf
z

n

z
zf . 

29)  


 


3 3

2
0 )3)((;3,)3)(1()(

n riz

n dzizzfizizinzf . 

30)  


  







0 1
20

)1(

)(
;1,)1(

)2)(1(

)1(
)(

n rz

n
n

dz
z

zf
zz

nn

i
zf . 

 

Задание 8 

 Дана функция  zf .  

 1. Определите изолированную особую точку 0z  данной функции и 

разложите  zf  в ряд Лорана в окрестности точки 0z .  

 2. Укажите правильную и главную части ряда Лорана. Определите тип 

особой точки 0z  и найдите вычет функции  zf  в этой точке. 
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Варианты 

1)  а)  
3

32

16

16844

z

zzz
zf


 ;  б)  

4

22sin

z

iziz
zf


 ;  

 в)  
2

2 2

5 z

iz

ezzf



 . 

2)  а)  
4

642

7

321

z

zzz
zf


 ;   б)   zezzf

2

2 ;  

 в)  
iz

z
zf

3
cos


 . 

3)  а)  
4

347

4

52345

z

zzzz
zf


 ;  б)  

6

33ch

z

zzz
zf


 ;  

 в)   2



 z

iz

zezf . 

4) а)  
3

32

2

51477

z

zzz
zf


 ;  б)  

z

iz
zf sh

4

4









 ;  

 в)  
iz

iz
zf






3

3
sin . 

5)  а)  
2

23

12

1347

z

zzz
zf


 ;   б)  

 
4

2 1cos

z

z
zf


 ;  

 в)  
iz

z
zf

3

2
sin


 . 

6)  а)  
3

234

4

358

z

zzz
zf


 ;   б)  

6

3sin3

z

zz
zf


 ;  

 в)   4 z

z

zezf . 

7)  а)  
3

52

3

423

z

zzz
zf


 ;   б)  

52

1
2

z

e
zf

z 
 ;  

 в)  
iz

z
zf


 sin . 
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8)  а)  
3

42

5

4321

z

zzz
zf


 ;   б)  

4

1

z

e
zf

iz 
 ;  

 в)   













1

3
cos

z

z
zf . 

9)  а)  
2

46

3

10283

z

zzz
zf


 ;  б)  

z
zzf

1
cos ;  

 в)  
4

2
sin




z

z
zf . 

10)  а)  
4

53 3254

iz

zzz
zf


 ;   б)  

iz

zzf

1
sin1

 ;  

 в)   



 z

z

ezf . 

11)  а)  
3

642

2

63521

z

zzzz
zf


 ;  б)  

3

3

3

1
2

z

e
zf

z 
 ;  

 в)   izzezf 2

1

 . 

12)  а)  
2

357

6

72356

z

zzzz
zf


 ;  б)  

3

1cos

iz

iz
zf


 ;  

 в)  
z

z
zf




1
sin . 

13)  а)  
4

510

4

1253

z

zzz
zf


 ;   б)   










2

9 1
sin1

z
zzf ;  

 в)   iz

z

zezf 2

2

 . 

14)  а)  
2

43

12

231911

z

zzz
zf


 ;  б)  

 
4

223sh

z

zz
zf


 ;  

 в)   4 z

z

zezf . 
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15)  а)  
2

245

6

103737

z

zzzz
zf


 ;  б)  

3

2 4cos16

z

zz
zf


 ;  

 в)  
iz

iz
zf






32
sin . 

16)  а)  
3

24

5

271110

z

zzz
zf


 ;  б)  

3

1

z

zze
zf

z 
 ;  

 в)   











 


2

2
5 4

sin
z

iz
zzf . 

17)  а)  
4

5432

3

9864

z

zzzz
zf


 ;  б)  

 
4

22sh

z

iziz
zf


 ;  

 в)   






 


z

z
zzf

2
cos3

. 

18)  а)  
3

246

5

1237

z

zzz
zf


 ;   б)  

7

2

3

2ch1

z

z
zf


 ;  

 в)   1

1





 z

z

zezf . 

19)  а)  
2

732

2

94531

z

zzzz
zf


 ;  б)  

z
zzf

1
cos3 ;  

 в)  
 2

2

1

2
sin






z

zz
zf . 

20)  а)  
3

24810

3

546810

z

zzzz
zf


 ; б)  

z

z
zf

2
sin

2

4









 ;  

 в)   











 


2

2
3 cos

z

iz
zzf . 

21)  а)  
2

258

6

32376

z

zzzz
zf


 ; б)  

z

ez
zf

z

i

2

1
22 

 ;  

 в)  
2

2

sin
z

iz
zzf


 . 
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22)  а)  
4

2347

10

1235

z

zzzz
zf


 ; б)  

4

sin

z

ze
zf

z 
 ;  

 в)  
3

sin



z

z
zf . 

23)  а)  
2

32

5

5624

z

zzz
zf


 ;  б)  

z

i
zzf cos3 ;  

 в)  
z

z
zzf

32
sin2 

 . 

24)  а)  
4

642

2

57168

z

zzz
zf


 ;  б)  

3

2ch

z

ez
zf

z


 ;  

 в)  
iz

z
zf

2
cos


 . 

25)  а)  
2

234

8

1422

z

zzzz
zf


 ;  б)  

3

6 8cos

z

ze
zf

z 
 ;  

 в)   izzezf 

1

. 

26)  а)  
4

258

3

26432

z

zzzz
zf


 ;  б)  

 
3

2
1sh

2

z

eiz
zf

z 
 ;  

 в)  
z

iz
zf

2
sin


 . 

27)  а)  
4

53

12

78910

z

zzz
zf


 ;   б)  

5

2 cos1

z

zz
zf


 ;  

 в)   






 


z

z
zzf

2
sin2

. 

28)  а)  
5

348

6

251216

z

zzz
zf


 ;  б)  

z

zie
zf

z 32

1


 ;  

 в)  
1

3
cos




z

z
zf . 
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29)  а)  
5

632

2

6534

z

zzz
zf


 ;  б)  

z
zzf

2
sin2 ;  

 в)   1

2





 z

iz

zezf . 

30)  а)  
5

369

7

2362

z

zzz
zf


 ;  б)  

3

22515cos

z

zz
zf


 ;  

 в)   













2

1
sin

z

z
zf . 

 

Задание 9 

 Дана функция  zf  и точка 0z . 

 1. Докажите, что 0z  – изолированная особая точка функции  zf . 

 2. Определите тип этой точки и найдите в ней вычет функции  zf . 

 

 Варианты 

1)  а)   iz
e

iz
zf

z 2
,

1
02







 ;  б)  

 
1,

tg
02





 z

zz

z
zf ;  

 в)   0,

3sin
2

9
1

0
23





 z

zze

z
zf

z

. 

2)  а)  
4

,
4

tg 0










 
 zzzf ; б)  

 
1,

12

sin
02





 z

zz

z
zf ; 

 в)   0,
212ch

53
02

23





 z

zz

zz
zf . 

3)  а)  
2

3
,2ctg 0


 zzzf ; б)   iz

ziz

i
z

zf
3

2
,

32

3
sh

02













 


 ; 

 в)   



 4,

1cos

4
0z

z

z
zf . 
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4)  а)  
4

3
,

4
tg 0










 
 zzzf ; б)  

3
,

3

3
sin

0













 


 z
z

z

zf ; 

 в)   0,
212ch

4
02

2




 z
zz

z
zf . 

5)  а)   iz

iz

zi
zf

4
,

4
ch

0











 



 ;  б)  

4

5
,

54

4
ctg

02













 


 z
zz

z

zf ; 

 в)   0,
841

024

2





 z

zze

zz
zf

z
. 

6)  а)  
4

3
,

4
cos

3
0











 



 z

z

z
zf ; б)   0,

2

cos
023



 z

zz

z
zf ;   

в)  
   

1,
1sin1

2
0 




 z

zz

z
zf . 

7)  а)   iz

iz

z
zf 








 



 0

2

,

2
ch

; б)  
 





 0

222

,
cos1

z
z

z
zf ;   

в)   0,

6
sh

3
03

3





 z
z

zz

z
zf . 

8)  а)  
 

2
,

2cos1

2
0

2






 z

z

z
zf ;  б)   iz

iz

zz
zf

4
,

4
ch

2
0

2 









 



 ; 

 в)   0,

6
sin

2
03

3






 z

z
zz

z
zf . 
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9)  а)  
 

4
,

2sin1

4
0

2






 z

z

z
zf ;  б)  

3
,

6
cos

6
0











 


 z

z

z
zf ; 

 в)   0,

6
sh

4
03

34






 z

z
zz

zz
zf . 

10)  а)  
4

7
,

4
cos

8
0















 z

z

z
zf ; б)  

6
,

6

3
ctg

032













 


 z
zz

z

zf ; 

 в)   0,
6sh366

2
03

345





 z

zzz

zzz
zf . 

11)  а)  
6

,

3
2sin

0











 


 z

z

iz
zf ; б)  

 
4

7
,

4cos1

74
0

2






 z

z

z
zf ; 

 в)   0,
4cos81

2
02

32





 z

zz

zz
zf . 

12)  а)   iz

iz

iz
zf

4

3
,

4
th

4
0











 



 ; б)   0,

3

3sin
02



 z

zz

z
zf ;   

в)  
 

0,
1

1
02



 z

ez
zf

z
. 

13) а)  
 

2

5
,

2cos1

254
0

222 





 z

z

z
zf ;  б)   22,

1
2

sin

2
0 












 z

z

z
zf ; 

 в)  
 

2,
2sh2

84
0

2





 z

zz

zz
zf . 
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14)  а)  
 

2,
2sh

0

4




 z
z

z
zf ;  б)  

 
0,

cos1

1
0

2





 z

z

e
zf

z

;   

в)   0,
cosch

10
02

54





 z

zzz

zz
zf . 

15)  а)    
4

,2th 0


 zizzf ;  б)   iz

i
z

izz
zf

4

3
,

4
ch

68
0

2 









 



 ; 

 в)   0,
12sin

1
02





 z

ze

z
zf

z
. 

16)  а)   iz
e

z
zf

z







 0,
1

;  б)   iz
z

i
z

zf
2

,
4

42
ch

022













 


 ; 

 в)  
 

1,
1sh1

22
0

2





 z

zz

zz
zf . 

17)  а)  
 

iz
iz

iz
zf 




 0,

1sh
; б)   1,

1

2
ctg

04






 z
z

z

zf ;   

в)   0,
222cos

6
02



 z

zez

z
zf

z
. 

18)  а)   


 0,
3tg

z
z

z
zf ;  б)   2,

44

cos1
023





 z

zzz

z
zf ; 

 в)   0,
sin

2
033

87





 z

zz

zz
zf . 

19)  а)  
4

,

4

3
5cos

14
0

3 









 



 z

z

z
zf ; б)   3,

6

3
sin

02






 z
zz

z

zf ; 

 в)   0,
cos21

2
024

67





 z

zz

zz
zf . 
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20)  а)   iz
e

z
zf

z 2

3
,

1
04

22 





 ;  б)   iz

z

z
zf 




 02

,
1

2sh
;   

в)   0,
shsin

3
0

2





 z

zz

zz
zf . 

21)  а)   2,

1
2

sin

4
0

2














 z

z

z
zf ; б)   iz

i
z

izz
zf

4

3
,

4
ch

34
0

2 









 



 ; 

 в)  

 
 

1,

2

1
11ch

2
02

23







 z

z
z

zzz
zf . 

22)  а)  
 

3,
3sin

3
0

2





 z

z

z
zf ;  б)   iz

izz

z
zf 




 02

,
2

3th
; 

 в)  
   

2,
2sin2

2
0

2





 z

zz

zz
zf . 

23)  а)  
  2

,
2sin

8
0

2 i
z

iz

z
zf


 ;  б)   iz

e

z
zf

z








3,

1

9
0

22

;  

 в)   0,

2cos

3
0

2

23

2





 z

ze

zz
zf

z
. 

24)  а)  
3

2
,

3
sin

9
0

3










 


 z

z

z
zf ; б)  

 
iz

iz

z
zf 




 2,

cos1

4
0

222

; 

 в)   0,

2

3
cos

75
0

2

32

2





 z

zze

zz
zf

z

. 

25)  а)   iz

iz

iz
zf

4
,

4
cos

24
0











 



 ; б)  

6
,

2
3

sin

6
0

2 















 z

z

zz
zf ; 
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 в)   0,

9
1

3
sin

65
02

3

2






 z

zz
e

zz
zf

z
. 

26)  а)  
4

,

3
4

5
cos

8
0

















 z

z

z
zf ; б)  

 
iz

iz

z
zf 


 0

22

,
3sin

;   

в)   0,
ch

2
0

22

54

2





 z

zez

zz
zf

z
. 

27)  а)  
  4

,
2ch

16
0

3 i
z

zi

z
zf 


 ; б)  

2
,

1

4
02

22 i
z

e

z
zf

z







 ;   

в)   0,
497cos7ch

42
02

54





 z

zzz

zz
zf . 

28)  а)  
 

iz
iz

z
zf 




 2,

3cos1

4
0

222

; б)  
 

iz
iz

zz
zf

2
,

2sin

4
0

23 



 ; 

 в)   0,

2

9
13sin

2
0

23

32










z

zze

zzz
zf

z

. 

29)  а)   iz

ie

z
zf

z




 0

2

2

, ;  б)  
4

,
12sin

4
0

23 





 z

z

zz
zf ;  

 в)   0,
212cos

910
042

67





 z

zz

zz
zf . 

30)  а)   iz
ie

z
zf

z 2
,

4
0





 ;  б)   iz

iz

z
zf

2

3
,

42
th

94
0

22 









 



 ; 

 в)   0,

2
2

sin4

43
0

2






 z

z
z

zz
zf . 
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Задание 10 

 Используя теорему Коши о вычетах, вычислите интегралы.  

 

 Варианты 

1)  а) 
   


 11

23
11z zz

dz
;   б) 





432
2

32

16

16844

iz

dz
z

zzz
; 

 в) 
  







1
4

2

2

cos114
z

zz

dzz
. 

2)  а) 
   


 2

2
11

ch

z zz

zdz
;   б) 

 35

2

2

iz

z dzez ; 

 в) 
 

 









1
2

31
3 cos1

12

i
z

zz

dzz
. 

3)  а) 
1

5

cos

z z

zdz
;    б) 







321

2

iz

z

iz

dzze ; 

 в) 
  




1
2

1
4 112

z
ziz

dz
. 

4)  а) 
 

   

 



32
2

12

2

z zz

dzz
;   б) 





43
3

32

2

51477

iz

dz
z

zzz
; 

 в) 
 

 























2

5
2 22 11

2

iz i

z

ize

dziz
. 

5)  а) 
   





2

5
2

21
z

z

zz

dze
;   б) 

 31 3

2
sin

iz

dz
iz

z
; 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 222 

 в) 
 

 
 



23
23

22

2sin44z zzzz

dzz
. 

6)  а) 
 12

2 82iz

z

izz

dze
;   б) 





32
3

234

4

358

z

dz
z

zzz
; 

 в) 
 

   


 



21
2

1

2

z
z ieiz

dziz
. 

7)  а) 
 








1
2

1
23 2

2

z
zzz

dzz
;   б) 

 






432
52

1
2

iz

z

z

dze
; 

 в) 
 

 

 



13 2

22

2

3
cos3z

z
z

dzz
. 

8)  а) 
   





2

5
1

3
21

z

z

zz

dze
;   б) 





32
4

1

iz

iz

dz
z

e
; 

 в) 
 

 

 







 




3

22

3
sin3

9

iz
iz

iz

dzz
. 

9)  а) 
 





2

3
223 4

iz
zz

dz
;   б) 

 21

1
cos

iz

dz
z

z ; 

 в) 
  










22

22291
z

z ze

dz
. 

10)  а) 
  


 21

3

2

23z zz

dzz
;   б) 





2
4

53 3254

iz

dz
iz

zzz
; 

 в) 
 

 









1
3

432 3sin28

3

z
zzzz

dzz
. 
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11)  а) 
 


 3

22

3

4z z

dzz
;    б) 





231

2

1

iz

iz dzze ; 

 в) 
 

   






4

3
1

2

2

sin2

1

z
izzz

dzz
. 

12)  а) 
 

  

 



3
3

22

32

z ziz

dzz
;   б) 





21
3

1cos

iz

dz
iz

iz
; 

 в) 
 

 








4

9
1

2

22

3
cos32

94

z
z

zz

dzz
. 

13)  а) 
 
 






2

3
1

23 2

51

z
zzz

dzz
;   б) 





31

2

2

z

iz

z

dzze ; 

 в) 
 

  


 



4

3
2

2

94

14

iz

z iez

dzz
. 

14)  а) 
  





2

3
3

12

2sin

z
zz

zdz
;   б) 





323
4

223sh

iz

dz
z

zz
; 

 в) 
 

  






1
4

3
3

2

1cos9

1

z
zzz

dzz
. 

15)  а) dz
zz

z

z








1
2

1
35

4
;   б) 

 



21

32
sin

z

dz
iz

iz
; 

 в) 

 

 

4

5
1

3

2
sin1z

z
z

zdz
. 

16)  а) 
   


 2

22 31

3

z zz

zdz
;   б) 














 


32
2

2
5 4

sin
iz

dz
z

iz
z ; 
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 в) 

 

 







 


2

1 2

2
sin2iz

iz
izz

dz
. 

17)  а) 
   


 1

22
2iz

z

ziz

dze
;  б) 










 


21

3 2
cos

z

dz
z

z
z ; 

 в) 
 

 

 












2

1

4

1 2

2

2sin
4

1

12

z zz

dzz
. 

18)  а) 
 


 21

223 4z zz

dz
;   б) 





2

3
7

2

3

2ch1

iz

dz
z

z
; 

 в) 
 

 2
23 sh1z zzzz

dz
. 

19)  а) 
  


 3

3
22

3

z ziz

zdz
;          б) 





31
2

732

2

94531

iz

dz
z

zzzz
; 

 в) 
  




2

5
2 14

z

izez

dz
. 

20)  а) 
   


 2

3
31

3ch

z

dz
zz

z
;  б) 












2

3
1

4
2

sin
2

z

dz
z

z
; 

 в) 

 
dz

z
zz

zz

z


 







 




2

5
3

23

2

2
cos2

34
. 

21)  а) 
   





2

3
21

22
12

sh

iz

dz
ziz

iz
; б) 





2
2

2

sin
iz

dz
z

iz
z ; 

 в) 
  

 3
2 9iz

z iez

dz
. 
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22)  а) 
 

 







1
2

23
i

z
ziz

dziz
;   б) 





22
4

sin

iz

z

dz
z

ze
; 

 в) 
 

  






2

3
1

4

2

11

1

iz
ziz

dzz
. 

23)  а) 
   





2

5
2

2

4cos

z
izz

zdz
;     б) 





321
2

32

7

5624

iz

dz
z

zzz
; 

 в) 

 






2

5
2

22

2
siniz

z
z

dz
. 

24)  а) 
 


 2

223 1z zz

dz
;   б) 

 2 2
cos

iz

dz
iz

z
; 

 в) 
  




2

3
1

22 11
z

zez

zdz
. 

25)  а) 
 

   

 



3
22 24z zz

dziz
;   б) 





323
3

6 8cos

iz

z

dz
z

ze
; 

 в) 
 

 

 












2

1

4

3 2 2sh
4

1

2

iz zz

dziz
. 

26) а) 
 


 2

3
1

4ch

z z

zdz
;    б) 





32

2
sin

iz

dz
z

iz
; 

 в) 

 


 z
z

z

dz

2
cos9 22

. 

27)  а) 
 21

34 2z zz

dz
;    б) 





322
4

53

12

78910

iz

dz
z

zzz
; 
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 в) 
 

dz
izz

zz

z


 



11
22

2

ch1

2
. 

28)  а) 
 

   






2

7
33

23
43

2

iz
zz

dziz
;       б) 





21
2

1
5

348

6

251216

iz

dz
z

zzz
; 

 в) 
 

  


 



1
2

1
23 134

1

z

izezzz

dzz
. 

29)  а) 
 
 


 



2
3

3

2

1

iz izz

dzz
;   б) 







2

1

2

iz

z

iz

dzze ; 

 в) 
   







2

3
2 sh2

z
izzz

dz
. 

30)  а) 
 

 1
3

3

12z

z

zz

dze
;    б) 





1
32

1
3

22515cos

i
z

dz
z

zz
; 

 в) 
 

 

 







 




22 2

2

2
ch6

3

z

i

z
zz

dzz
. 

 

Задание 11 

 С помощью вычетов вычислите интегралы от функций действительной 

переменной. 

 

 Варианты 

1) а) 
;

cos
4

5

2

0




 x

dx
 

б) 
.

)
4

1
(0 22

2




x

dxx
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2) а) 
;

cos3
4

13

2cos2

0




 x

xdx
 

б) 
.

)4)(1( 22


  xx

dx
 

3) а) 
;

sin
5

2

25

26

cos2

0




 x

xdx
 

б) 
.

9

sin

0
2




dx

x

xx
 

4) а) 
;

cos2

2

0




 x

dx
 

б) 
.

4

1

4cos

0 2

dx

x

x





 

5) а) 
;

cos2

sin2

0

2




 x

xdx
 

б) 

.
)1(

2
sin

0
22

3





dx

x

x
x

 

6) а) 
;

cos
3

2

9

10

2

0




 x

dx
 

б) 
.

)
2

1
(0 22

2




x

dxx
 

7) а) 
;

cos
2

5

25

41

2cos2

0




 x

xdx
 

б) 
.

)9)(4( 22


  xx

dx
 

8) а) 
;

cos5

2

0




 x

dx
 

б) 
.

9

1

2sin

0 2

dx

x

xx





 

9) а) 
;

sin
4

5

cos2

0




 x

xdx
 

б) 
.

1

3cos

0
2

dx
x

x




 

10) а) 
;

cos23

sin2

0

2




 x

xdx
 

б) 

.
)1(

3
sin

0
2

3

dx
x

x
x





 

11) а) 
;

cos
2

3

26

25

2

0




 x

dx
 

б) 
.

)1(0
22

2




x

dxx
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12) а) 
;

cos
3

8

9

25

2cos2

0




 x

xdx
 

б) 
.

)9)(1( 22


  xx

dx
 

13) а) 
;

sin
2

3

16

25

cos2

0




 x

xdx
 

б) 

.
4

2
sin

0
2

dx
x

x
x





 

14) а) 
;

cos2

2

0




 x

dx
 

б) 

.
4

3
cos

0
2

dx
x

x





 

15) а) 
;

cos25

sin2

0

2




 x

xdx
 

б) 
.

)1(

2sin

0
22

3





dx

x

xx
 

16) а) 
;

2

cos

16

17

2

0





x

dx
 

б) 
.

)2(0
22

2




x

dxx
 

17) а) 
;

cos817

2cos2

0




 x

xdx
 

б) 
.

)1(
4

1 22



 







 xx

dx
 

18) а) 
;

2

sin

16

17

cos2

0





x

xdx
 

б) 
.

4

1

3sin

0 2

dx

x

xx





 

19) а) 
;

cos4

2

0




 x

dx
 

б) 
.

9

1

2cos

0 2

dx

x

x





 

20) а) 
;

cos32

sin2

0

2




 x

xdx
 

б) 
.

)1(

4sin

0
22

3





dx

x

xx
 

21) а) 
;

cos
3

4

9

13

2

0




 x

dx
 

б) 
.

)3(0
22

2




x

dxx
 

22) а) 
;

cos45

2cos2

0




 x

xdx
 

б) 
.

)1(
9

1 22



 







 xx

dx
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23) а) 
;

sin
3

4

9

13

cos2

0




 x

xdx
 

б) 

.
1

3
sin

0
2

dx
x

x
x





 

24) а) 
;

cos10

2

0




 x

dx
 

б) 

.
16

2
cos

0
2

dx
x

x





 

25) а) 
;

cos26

sin2

0

2




 x

xdx
 

б) 
.

)1(

sin

0
22

3





dx

x

xx
 

26) а) 
;

cos
5

2

5

7

2

0




 x

dx
 

б) 
.

9

10
2

2

2












x

dxx
 

27) а) 
;

cos610

2cos2

0




 x

xdx
 

б) 
.

9

1

4

1 22



 
















 xx

dx
 

28) а) 
;

3

sin

36

37

cos2

0





x

xdx
 

б) 
.

4

sin

0
2

dx
x

xx




 

29) а) 
;

cos17

2

0




 x

dx
 

б) 
.

1

cos

0
2

dx
x

x




 

30) а) 






2

0

2

;
cos310

sin

x

xdx
 

б) 




0
22

3

.
)1(

3sin
dx

x

xx
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3.2. Образцы решений заданий по теме 

«Элементы теории функции комплексной переменной» 

 

Задание 1 

 Изобразите на комплексной плоскости область D , заданную системой 

неравенств  






















.
2

arg
4

,11Im

,21

z

z

iz

 Проверьте подстановкой, является ли точка 

iz 310   внутренней точкой области D . 

 Решение 

 Изобразим на комплексной плоскости области 21, DD  и 3D , являющиеся 

решениями соответствующих неравенств системы. Их пересечение – искомая 

область D . 

 Пусть iyxz  . Тогда левая часть первого неравенства имеет вид 

        22
111111  yxyixiiyxiz . 

 Следовательно,  

         21121121
2222
 yxyxiz . 

 Таким образом, область 1D  – решение 

первого неравенства данной системы – 

является кругом с центром в точке iz 1  и 

радиусом 2 , изображенным на рис. 19. 

Поскольку неравенство нестрогое, то 

окружность 21  iz  принадлежит 

области 1D , которая в нашем случае является 

замкнутой областью. 

x  O  

Рис. 19 

1 
1D  

1 

y  
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 Подставим iyxz   во второе неравенство системы. Получим 

     .111Im11Im  yiyxz  

 Это неравенство определяет полуплоскость, 

лежащую сверху от прямой 1y , включая и саму 

прямую. Область 2D  изображена на рис. 20. 

 Третье неравенство системы определяет 

множество точек плоскости, расположенных 

между лучами, исходящими из начала координат 

под углами 
4

1


  и 

2
2


  к оси Ox  (область 

3D ). Заметим, что точки, лежащие на луче 

4
arg


z , в область 3D  не входят (рис. 21). 

 Искомая область 321 DDDD   

изображена на рис. 22. 

 Для того чтобы выяснить, является ли точка 

310 iz   внутренней точкой области D , 

проверим, выполняются ли для нее неравенства: 

  11Im,21 00  ziz , 
2

arg
4

0





z .

    1313110 iiiiz  

213   – верно, 

     13131Im1Im 0  iz  – 

верно, 

 






 





2
;

431

3
arctgarg 0z  – верно. 

 Таким образом, 310 iz   является внутренней точкой области D . 

x  O  

Рис. 20 

1 

y  

2D  

x  O  

Рис. 21 

y  

3D  4
arg


z  

x  O  

Рис. 22 

1 

1 

y  

D 
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Задание 2 

 Вычислите значение функции  zf   в точке 0z : 

 а)   izezf z  3, 0 ; б)   izzzf  1,Ln 0 ;  

в)   izzzf 2,Arccos 0  . 

 

 Решение 

 а) Согласно формуле  yiyeee xiyxz sincos  
 имеем для iz  30 : 

        333
0 sincos eieezf i  

. 

 б)  По определению, функция     kkzizz 2arglnLn  – 

бесконечнозначная. Найдем модуль и аргумент числа iz 10 : 

 
2

1
cos,211 22

0 z , 
2

1
sin  , 

4
arg 0


z . 

 Тогда     










 kkiizf ,2

4
2ln1Ln0 . 

 в) В соответствии с определением  1LnArccos 2  zziz . 

        iiiiiiiii 52Ln52Ln122Ln2Arccos
2

  52Ln  ii . 

 Найдем модули и аргументы чисел  52i : 

   5252 i ,   2552 i , 

   
2

52arg


i ,   
2

52arg


i . 

 Тогда      










 kkii ,2

2
52ln52Ln , 
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      










 mnmii ,2

2
25ln52Ln . 

 Таким образом, 

           
 

 



























































mmii

kkii

iii

,2
2

25ln

,,2
2

52ln

52Ln2Arccos  

 

 



















.,25ln2
2

,,52ln2
2





mim

kik

 

 

Задание 3 

 1. Решите уравнение   0sin2 2  zzz .  

 2. Определите кратность корней данного уравнения.  

 3. Укажите корни, принадлежащие области 
4

5
2:  izD . 

 

 Решение 

   









































.0Arcsin
1

,
2

,0

0Arcsin

,02

0sin

,02
0sin2

2
2

z

z

z

z

zz

z

zz
zzz

 

 1. Зная, что корни уравнения 0sin z  имеют вид  kkz , , получим 

  kzz 0sin    kkz , . 

 Таким образом, множество всех корней данного уравнения имеет вид 
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










 kkzzz k ,,
2

,0 . 

 2. Для того чтобы определить кратность корней  kz   уравнения 0sin z , 

нужно установить, нулями какого порядка являются числа kz  для функции 

  zzf  sin . Вычислим производную функции  zf  в точках kz : 

       01coscossin 





k
kzzzf

kkz
. 

 Это означает, что числа  kkzk ,  – простые нули функции  zf , и, 

следовательно, простые корни уравнения 0sin z . 

 Корень 0z  является простым корнем уравнения 02 2  zz  и при 

этом является простым корнем уравнения 0sin z , так как он содержится в 

наборе корней kzk   при 0k . Следовательно, для исходного уравнения 

0z  – корень кратности 2;  0\,  kkzk  – простые корни, 

простой
2



z  корень, так как он не встречается в наборе корней kzk   ни 

при каком целом значении k . 

 3. Для того чтобы выяснить, какие из корней уравнения принадлежат 

области D , достаточно проверить, является ли верным неравенство 

4

5
2  iz  для каждого из них. 

   






 








 








4

5
09,11

2

4
1

2
22

2
:

2

2
2

2

iz  

Dz 



2

. 

   Dziz  0
4

5
51220:0

22
. 

 Проверим, при каких значениях k  корни  0\,  kkzk  принадлежат 

области D . Решим неравенство 
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     

.
16

7
1

16

9
2

16

9
2

16

9

16

9
2

16

25
12

4

5
12

4

5
2

222





kkk

kkik

 Последнее неравенство выполняется только при 2k . 

 Таким образом, области D  принадлежат корни 
2


z  и 2z . 

 

Задание 4 

 Дана функция     zzzzf  21 . 

 1. Выделите ее действительную  yxu ,  и мнимую  yxv ,  части. 

 2. Выясните, является ли данная функция аналитической в области 

123:  izD . 

 3. Вычислите  zf   в точках ее существования. 

 

 Решение 

 1. Пусть iyxz  . Тогда  

           

 .233

3121

22 yxyixyx

iyxiyxiyxiyxiyxzf




 

 Значит,  yxu , xyx 33 22   – действительная часть,   yxv , yxy 2  – 

мнимая часть функции  zf . 

 2. Поскольку функции  yxu ,  и  yxv ,  являются многочленами от x  и y , 

то они дифференцируемы в любой точке   yx, . Найдем их частные 

производные первого порядка: 

 12,2,2,36 


















x

y

v
y

x

v
y

y

u
x

x

u
. 
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 Проверим, выполняются ли условия Коши – Римана (достаточные 

условия дифференцируемости) 































x

v

y

u

y

v

x

u
,

 для данной функции: 

 


























.0

,1

04

,44

22

,1236

y

x

y

x

yy

xx
 

 Таким образом, условия Коши – Римана выполняются в одной 

точке  0;1 . Следовательно, функция  zf  является дифференцируемой только 

в точке 1z  и не является аналитической ни в одной точке комплексной 

плоскости, в том числе и в области D . 

 3. Найдем производную функции  zf  в точке 1z . Применяя одну из 

формул для нахождения производной, например,  
x

v
i

x

u
zf









 , получим 

     32361

0
1





y
x

yixf .  

 

Задание 5 

 Вычислите интеграл от функции комплексной переменной по указанной 

кривой L . 

 а)  dzzz
L

  1815 34
, L  – ломаная izizzABC CBA  ,1,1, . 

 б)  dziz
L

 2Im , L  – кривая ABC , где AB  – дуга параболы 

izzxy BA  ,1,12
, BC  – отрезок, 1Cz . 

 в)   dzzz
L

 13 , 






 





4

5
arg

4

3
,2: zzL . 
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Решение 

 а) Поскольку подынтегральная функция   1815 34  zzzf  является 

аналитической на всей комплексной плоскости, то интеграл от нее не зависит 

от пути интегрирования, а зависит только от начальной точки 1Az  и 

конечной точки izC  . Поэтому 

    





i

L

dzzzdzzz
1

3434 18151815 . 

 Применим формулу Ньютона – Лейбница 

        12

1

2
2

1

zFzFzFdzzf
z

zz

z

  

для вычисления полученного определенного интеграла: 

   

            .44123231121323

231815

4545

45

1

34

1

iiiiii

zzzdzzz
ii











  

 б) Изобразим кривую интегрирования L  (рис. 23) 

 Согласно свойству аддитивности 

       212Im2Im2Im IIdzizdzizdziz
BCABL

  . 

 Вычислим 1I . Запишем уравнение дуги 

параболы AB  в комплексной форме: 

  12  xixz , 

где x  изменяется от 1Re  AA zx  до 

0Re  BB zx . 

 Так как  12  xixz , то 

    dxixdxxixdz 2112 


 . 

 Вычислим значение подынтегральной функции  iz  2Im  в точках 

кривой AB : 

Рис. 23 

A  C  

x  

y  

B  

1 1  

1  Би
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      22 21Im2Im xixixiz  . 

 Тогда  

       












 

1

0

4
2

3
2212Im

430

1

32
0

1

2 x
i

x
dxixxdxixxdziz

AB

 

23

1 i
 . 

 Вычислим 2I . Уравнение прямой, проходящей через точки  1;0 B  и 

 0;1С , в декартовых координатах имеет вид 1 xy . 

 Запишем это уравнение в комплексной форме: 

  1 xixz , 

где x  изменяется от 0Re  BB zx  до 1Re  CC zx . 

 Вычислим     dxidxxixdz 


 11 . 

 Найдем значение подынтегральной функции  iz  2Im  в точках 

отрезка BC : 

      xixixiz  21Im2Im . 

 Тогда  

       
2

1

2
112Im

0

121

0







 ix

idxixdziz
BC

. 

 Таким образом, исходный интеграл 

  
6

5

2

1

23

1
2Im 




ii
dziz

L

. 

 в) Кривой интегрирования L  является дуга окружности 2z  

с центром в точке 00 z  и радиусом 2  (рис. 24). 
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 Уравнение дуги окружности L  в 

комплексной форме имеет вид 
 iez 2 , где 






 


4

5
;

4

3
arg z . Так как 

 iez 2 , то 

  


  diededz ii 22 . 

 Значение подынтегральной функции 

   zzzf 13   в точках дуги L  имеет вид 

       iezzzf 212313 . 

 Тогда 

   dzzz
L

 13       











idediee iii 212322123
4

5

4

3

2
4

5

4

3

 

    























2

3

2

5

2 123123

4

3

4

5
ii

i eee  

      

  .1232

1123
2

3
sin

2

3
cos

2

5
sin

2

5
cos123

i

iiii


















 











 

 

Задание 6 

 Дана функция  zf . Используя интегральную теорему Коши или 

интегральную формулу Коши, вычислите 
C

z

dz
zz

ze

22

2

, если  

 а) 1:  izC ; б) 2:  izC ; в) 3:  izC . 

 

  

x  

Рис. 24 

L  

4

3
 

2  

y  

4

5
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 Решение 

 Изолированными особыми точками подынтегральной функции 

 
22

2




zz

ze
zf

z

 являются нули ее знаменателя. Найдем их. 

    









.1

,2
01202

2

12

z

z
zzzz  

 а) Контуром интегрирования C  является окружность с центром в точке 

iz 0  и радиусом 1. Проверим, принадлежат ли особые точки 21 z  и 12 z  

подынтегральной функции  zf   кругу 1:  izD : 

 Dziiz  2152 11 ; 

 Dziiz  1121 22 . 

 Так как особые точки подынтегральной функции  zf  не принадлежат 

кругу D , то функция  zf  является аналитической в области D . По 

интегральной теореме Коши получаем  

 



1

2

2

0
2iz

z

dz
zz

ze
. 

 б) Контуром интегрирования C  является окружность с центром в точке 

iz 0  и радиусом 2. Выясним, какие из точек 21 z  и 12 z  принадлежат 

кругу 2:  izD .  

 Так как  2521  iiz , а 2212  iiz , то только 

точка 12 z  принадлежит кругу 2:  izD . 

 Таким образом, подынтегральная функция  
22

2




zz

ze
zf

z

 является 

аналитической во всех точках  области D , кроме точки 12 z . Представим 

 zf  в виде  
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  
  

 
11

2

122

2

2

2

2















z

z

z

z

ze

zz

ze

zz

ze
zf

z

zz

, 

где  z  – аналитическая функция в круге 2:  izD . 

 Для вычисления интеграла применим интегральную формулу Коши 

 
 0

0

2 zidz
zz

z

C





 : 

 
2

22

2

2

2
2

2

3

2

3

1
2

2
2

1

2

2 1 e

ie
i

z

ze
idz

z

z

ze

dz
zz

ze

z

z

iz

z

iz

z 

















 
 . 

 в) Контуром интегрирования C  является окружность с центром в точке 

iz 0  и радиусом 3. Кругу 3:  izD  принадлежат обе особые точки 21 z  

и 12 z  подынтегральной функции  zf , так как  

 3521  iiz  и  3212  iiz . 

 Построим окружности 1C  и 2C  с 

центрами в особых точках 21 z  и 12 z  

достаточно малых радиусов 1r  и 2r , таких, 

чтобы эти окружности не пересекались и 

целиком лежали в круге 3 iz .  

 В трехсвязной области, ограниченной 

окружностями 1C , 2C  и C  (рис. 25), 

подынтегральная функция всюду аналитична. 

 Согласно теореме Коши для 

многосвязной области  

  






 1 2

222 2

2

2

2

3
2

2

C C

zz

iz

z

dz
zz

ze
dz

zz

ze
dz

zz

ze
. 

x  

Рис. 25 

1  

1C  1 

y  

2C  

2  
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 Вычислим интегралы в правой части последнего равенства с помощью 

интегральной формулы Коши: 

 ie
e

i
z

ze
idz

z

z

ze

dz
zz

ze

C

zz

rz

z

z

z

4
22

2

2

2

2

1 1
3

4

3

2
2

1
2

2

1

2 2










 


, 

 i
e

e
i

z

ze
idz

z

z

ze

dz
zz

ze

C

z

rz

z

z

z
 



















 
2 2

2

22

1

2

2

2

3

2

3
2

2
2

1

2

2 1
. 

 Таким образом, 

 
 

i
e

e
i

e
i

e
dz

zz

ze

iz

z

2

6

2

4

3
2

2

3

122

3

2

3

4

2














. 

 

Задание 7 

 Дано разложение функции  
 
 




 




2 !83

2

n

n

n

iz
zf  в ряд Лорана в 

окрестности Riz  20  изолированной особой точки iz 20  . 

 1. Определите тип особой точки iz 20   функции  zf . 

 2. Найдите вычет функции  zf  в указанной точке. 

 3. Вычислите  интегралы 
 

 

 riz

dz
iz

zf

2
2

2
 и   




riz

dzizzf
2

2
2 , где 

Rr 0 . 

 

 Решение 

 Согласно условию функция  zf  в окрестности Riz  20  особой 

точки iz 20   представлена рядом Лорана: 
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 
 

 
  

 
  

 
 

 
 

 
     

 
.

!14

2

!11

2

!8

1

2!5

1

2!2

1

!823

2

!813

2

!803

2

!813

2

!823

2

!83

2

2

2

2

1012

2

 















































iziz

iziz

iz

iziziziz

n

iz

n

n

 

 1. Поскольку главная часть ряда Лорана 
   iziz 2!5

1

2!2

1
2 



 содержит 

два слагаемых, то iz 20   является полюсом второго порядка функции  zf . 

 2. Вычет функции  zf  в изолированной особой точке iz 20   равен 

коэффициенту 1c  при степени 1n  двучлена  iz 2 , т. е. при 

 
iz

iz
2

1
2

1





 в разложении этой функции в ряд Лорана по степеням 

 iz 2 . Таким образом,  
120

1

!5

1
2res if . 

 3. Коэффициенты nc  ряда Лорана для функции  zf  в окрестности 

Riz  20  особой точки iz 20   вычисляются по формулам 

 
 

 
 ,2,1,0,

22

1

2
1




 



ndz

iz

zf

i
c

riz
nn , 

где riz  2  – произвольная окружность  радиусом Rr  . Следовательно, 

 
 

 
n

riz
n

cidz
iz

zf







2

22
1

. 

 Тогда 

 
 

 

 

  !11

2

!11

1
22

22
1

2
11

2
2

i
icidz

iz

zf
dz

iz

zf

rizriz














, так как 

в соответствии с данным лорановским разложением коэффициент 1c  при iz   

равен 
!11

1
. 
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 Аналогично 

  
 

 

 

 

.002

2
22

2 3

2
13

2
2

2

2









 











i

cidz
iz

zf
dz

iz

zf
dzizzf

rizrizriz

 

Задание 8 

 Дана функция  zf .  

 1. Определите изолированную особую точку 0z  данной функции и 

разложите  zf  в ряд Лорана в окрестности точки 0z .  

 2. Укажите правильную и главную части ряда Лорана. Определите тип 

особой точки 0z  и найдите вычет функции  zf  в этой точке. 

 а)  
6

111076 745

z

zzzz
zf


 ; б)  

7

1
3

z

e
zf

z 
 ; в)  

iz

iz
zf




 sin . 

 

 Решение 

 а) 1. Поскольку функция  
6

111076 745

z

zzzz
zf


  определена и 

аналитична в области  0\ , то ее изолированной особой точкой является 

00 z . Разделив числитель функции на знаменатель, получим разложение 

функции  zf  в ряд Лорана в кольце  z0 : 

   54 7451 zzzzf  . 

 2. Правильная часть ряда Лорана содержит все четыре члена, а главная 

часть отсутствует. Отсюда следует, что 00 z  является устранимой особой 

точкой функции  zf . Вычет функции в устранимой особой точке равен нулю, 

т. е.   00res f . 
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 б) 1. Функция  
7

1
3

z

e
zf

z 
  определена в области  0\  и является там 

аналитической. Следовательно, 00 z  – единственная изолированная особая 

точка функции  zf . Разложим  zf  в ряд Лорана в кольце  z0 . Для 

этого используем разложение функции 
te  в ряд Маклорена:  

  t
n

tt
te

n
t ,

!!2
1

2

 . 

 Полагая 
3zt  , получим 

                















 1

!!4!3!2
1

1
1

1 3433323
3

77

3


n

zzzz
z

z
e

z
zf

n

z
 

 














2462

11

2462

1 52

4

1296
3

7

zz

zz

zzz
z

z
. 

 2. Главная часть ряда Лорана содержит два члена 
zz 2

11
4
 , а правильная 

часть 
246

52 zz
 содержит бесконечное число слагаемых. Из того что главная 

часть ряда Лорана содержит конечное число слагаемых, заключаем, что 00 z  

является полюсом функции  zf . Порядок полюса равен 4. Вычет функции 

 zf  в точке 00 z , как коэффициент 1c  при степени 
1z , будет равен 

2

1
, т. е. 

 
2

1
0res f . 

 в) 1. Так как  zf  определена в области i\  и является там 

аналитической функцией, то ее единственной изолированной особой точкой 

является iz 0 . Чтобы воспользоваться рядами Маклорена для разложения 

функции  zf  в ряд Лорана в окрестности точки iz 0 , преобразуем  zf : 
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 
 

.
2

sin1cos
2

cos1sin

2
1sin

2
sinsin

iz

i

iz

i

iz

i

iz

iiz

iz

iz
zf





























 

 Разложим  zf  в ряд Лорана в кольце  iz0 . Для этого 

применим разложения функций tsin  и tcos в ряд Маклорена:  

 
 
 





 





 tt
n

t n

n

n

,
!12

1
sin 12

0

, 

 
 
 




 




tt
n

t n

n

n

,
!2

1
cos 2

0

. 

 Полагая 
iz

i
t




2
, получим 

  
 
 

 
 





































12

0

2

0

2

!12

1
1cos

2

!2

1
1sin

n

n

nn

n

n

iz

i

niz

i

n
zf  

           

       







 nnnnn

nnnnnnnnn

iiii

ii

4222121

41414121

212

22

 

       








 








 0
12

0
2

!12

42
1cos

!2

4
1sin

n
n

n

n
n

n

izn

i

izn
 

   



































 

32
!3

82
1cos

2
11sin

iz

i

iz

i

iz
 

   



































 

32
!3

82
1cos

2
1sin1sin

iz

i

iz

i

iz
 

       










 








 1
12

1

1
2

!12

421cos

!2

41sin
1sin

n
n

n

n
n

n

izn

i

izn
 

        





























 n

n

n

n

n iznizn

i
212

1

1 !2

41sin

!12

41cos2
1sin . 
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 2. Правильная часть ряда Лорана содержит только один член – 1sin . 

Главная часть 
        




























 n

n

n

n

n iznizn

i
212

1

1 !2

41sin

!12

41cos2
 ряда Лорана содержит 

бесконечное число слагаемых. Отсюда заключаем, что iz 0  – существенно 

особая точка функции  zf . Вычет функции  zf  в точке iz 0 , как 

коэффициент 1c  при степени   1
 iz , будет равен   1cos2res iif  . 

 

Задание 9 

 Дана функция  zf  и точка 0z . 

 1. Докажите, что 0z  – изолированная особая точка функции  zf . 

 2. Определите тип этой точки и найдите в ней вычет функции  zf . 

 а)  
 

1,
1sh

12
0

3





 z

z

z
zf ; б)  

4
,

4

4
tg

0
2














 


 z

zz

z

zf ; 

в)   0,

2
1cos

3
02

2





 z
z

z

z
zf . 

 

 Решение 

 а) 1. Заметим, что функция  
 1sh

12 3






z

z
zf  задана как частное функций 

  12 3  zz  и    1sh  zz , аналитических на всей комплексной 

плоскости. А значит, и сама функция  zf  тоже является аналитической во 

всех точках плоскости за исключением нулей ее знаменателя  z . Найдем их: 
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    kkizkizz ,1101sh . 

При 0k  мы получаем данную точку 10 z , следовательно, функция  zf  

теряет аналитичность в этой точке, т. е. 10 z  – 

особая точка  zf . 

 Очевидно, что существует окрестность 

точки 10 z , в которой эта особая точка является 

единственной (рис. 26). 

 Таким образом, 10 z  – изолированная 

особая точка функции  zf  (ИОТ). 

 2. Определим тип ИОТ 10 z . Поскольку в 

этой точке числитель   0312
1

3 
z

zz , а 

знаменатель     00sh1sh
1


z

zz , то 

 
 














 0

3

1sh

12
limlim

3

10 z

z
zf

zzz
. Это означает, что ИОТ 10 z  – полюс 

функции  zf . Определим порядок полюса: точка 0z  будет полюсом порядка 

n , если она является нулем порядка n  для функции    1sh  zz  – 

знаменателя дроби  zf . Вычислим первую производную функции  z  в 

точке 10 z : 

     010ch1ch
1


z

zz . 

 Так как     01,01  , то 10 z  – простой нуль функции  z , и, 

следовательно, простой полюс функции  zf . 

Рис. 26 

kizk 1  

zRe  

zIm  

 2  

1 

  

  
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 Для нахождения вычета функции  zf  в простом полюсе 10 z  

воспользуемся формулой  
 
 0

0
0res

z

z
zf




 : 

  
    

3
1

3

0ch

112

1ch

12

1sh

12
1res

333

11
















 zz z

z

z

z
f . 

 б) 1. Функция   
zz

z

zf

4

4
tg

2 









 


  задана как частное двух функций 

  






 


4
tg zz  и   zzz

4

2 
 . Функция  z  аналитическая на всей 

комплексной плоскости, а функция  z  является аналитической во всех точках 

своей области определения: 

  








 kkkkz ,
4

3
,

24
. 

 Следовательно, особыми точками функции  zf  являются 

 


 kk,
4

3
, а также нули знаменателя  z : 0z  и 

4


z . 

 Данная в условии точка 
4

0


z  является изолированной особой точкой 

функции  zf , поскольку существует окрестность  точки 
4

0


z , в которой нет 

других особых точек функции  zf  (рис. 27). 

Рис. 27 

kzk 



4

3
 

zRe  

zIm  

4


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
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 Определим тип изолированной особой точки 
4

0


z . Заметим, что и 

числитель, и знаменатель функции  zf  обращаются в нуль в этой точке. 

Определим порядок нуля 
4

0


z  функции  z . Найдем 







 


4
: 

   01
1

1

0cos

1

4
cos

1

4
2










 


 
z

z

z . 

 Поскольку 0
4

,0
4








 








 
 , то 

4
0


z  – простой нуль функции 

 z , и, следовательно, простой полюс функции  zf . 

 Очевидно, что 
4

0


z  является простым нулем функции  z : 

   






 





44

2 zzzzz . 

 Таким образом, 
4

0


z  – устранимая особая точка функции  zf . Вычет 

в устранимой особой точке равен нулю, т. е. 0
4

res 






 
f . 

 в) 1. Функция  

2
1cos

3
2

2

z
z

z
zf



 , заданная как частное двух 

аналитических   23zz   и  
2

1cos
2z

zz  , является аналитической на 

всей комплексной плоскости, за исключением нуля знаменателя  z : 00 z . 

Единственная особая точка 00 z , очевидно, будет изолированной особой 

точкой  функции  zf . 
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 2. Определим тип точки 00 z . Очевидно, она является нулем второго 

порядка функции  z . Установим, нулем какого порядка для функции  z  

является 00 z . Найдем: 

   0sin
0


z
zzz ; 

   01cos
0


z
zz ; 

   0sin
0
 

z
zz ; 

   01cos
0

IV 
z

zz . 

 Из того что         00000    и   00IV  , заключаем, что 

00 z  – нуль четвертого порядка функции  z . 

 Поскольку 00 z  является нулем второго порядка числителя функции 

 zf  и нулем четвертого порядка знаменателя функции  zf , то данная особая 

точка 00 z  – полюс второго порядка функции  zf . 

 Для нахождения вычета  zf  в точке 00 z  воспользуемся формулой 

 
 

    zfzz
dz

d

k
zf

k

k

k

zz
01

1

0
0

lim
!1

1
res 









, где k  – порядок полюса. 

  
 































2
1cos

3
lim

!12

1
0res

2

2
2

0 z
z

z
zf

z
 





















































!6!4

3
lim

2
1

!6!4!2
1

3
lim

64

4

02642

4

0 zz

z

zzzz

z

zz
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


































































!6!4

1

1
lim3

!6!4

1
lim3

202
4

4

0 zz
z

z

zz
 





























































!6!4

1

!6!4

1

1
lim3

2

2
20

z

z
z

 

0
!6

2

!6!4

1

1
lim3

2
20





















































z

z
z

. 

 

Задание 10 

 Используя теорему Коши о вычетах, вычислите интегралы:  

 а) 
 

 31
3 1z zz

dz
; б) 

 



322

sin
iz

dz
iz

iz
;  

в) 
 






4

5
2

2 sin2

2

iz

dz
zzz

z
. 

 

 Решение 

 а) Подынтегральная функция 
 1

1
3 zz

 имеет две особые точки: 0z  – 

полюс третьего порядка и 1z  – простой полюс. 

 Проверим, принадлежат ли эти особые точки области D , ограниченной 

контуром 31 z , т. е. кругу 31 z . 

 0z :  Dz  03110 ; 
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 1z :  Dz  13211 . 

 Таким образом, функция  zf  является аналитической всюду в области 

D , за исключением точек 0z  и 1z . 

 Найдем вычеты функции  zf  в этих точках. 

 Для вычисления вычета в полюсе третьего порядка воспользуемся 

формулой  

  
 

    zfzz
dz

d

n
zf

n

n

n

zz










01

1

0
0

lim
!1

1
res , 

где n  – порядок полюса. 

 Для точки 0z  порядок полюса 3n , поэтому 

 
   

  

      .112lim
2

1
1lim

2

1

1lim
2

1

1

1
lim

!13

1
0res

3

0

2

0

1

03

3

0








































zz

z
zz

zf

zz

zz
 

 Найдем вычет функции  zf  в простом полюсе 1z . Применяя 

формулу      zfzzzf
zz




00
0

limres , получим 

    
   

1
1

1

1

1
1lim1res

331








 zz
zf

z
. 

 Согласно теореме Коши о вычетах имеем 

 
 

        01121res0res2
131

3






iffi
zz

dz

z

. 

 б) При решении задания 8 было установлено, что функция  
iz

iz
zf




 sin  

имеет существенно особую точку iz 0 , вычет в которой равен 1cos2i . 

Выясним, принадлежит ли точка iz 0  области, ограниченной контуром 

322  iz , т. е. кругу 322:  izD . 

   Diziiiiz  0
22

0 351222222 . 
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 Таким образом, функция  
iz

iz
zf




 sin  является аналитической в 

области D  всюду, за исключением точки iz 0 . Согласно теореме Коши о 

вычетах, получим 

 
 



322

sin
iz

dz
iz

iz
  1cos41cos22res2  iiifi . 

 в) Особыми точками подынтегральной функции   
zzz

z
zf






sin)2(

2
2

 

являются нули ее знаменателя. В результате решения задания 3 были найдены 

корни уравнения   0sin2 2  zzz , а также было установлено, что кругу 

4

5
2:  izD  принадлежат два корня 

2
1


z  и 22 z . Обе точки 1z  и 2z  

являются простыми нулями знаменателя функции  zf . 

 Числитель функции  zf  обращается в нуль только при 22 z . 

Следовательно, 
2

1


z  является простым полюсом функции  zf . Точка 

22 z  является простым нулем числителя функции  zf . Таким образом, 

22 z  – простой нуль как числителя, так и знаменателя подынтегральной 

функции. Отсюда заключаем, что 22 z  – устранимая особая точка функции 

 zf . Вычет функции в устранимой особой точке равен нулю, т. е. 

  02res f . 

 Найдем вычет  zf  в простом полюсе 
2

1


z . 

  
 












 








 








 






 zzz

z
zzfzf

zz sin2

2

2
lim

2
lim

2
res

2

22
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2
sin2

4

2
sin

2
2

2
2

sin2

2
lim

22

2



















 








 














 zz

z

z

. 

 Итак, подынтегральная функция  zf  является аналитической в области 

22:  izD  всюду, за исключением точек 
2

1


z  и 22 z . Согласно 

теореме Коши о вычетах получим 

 
 

  















 









2res
2

res2
sin2

2

22
2

ffidz
zzz

z

iz

 

 

2
sin

4
0

2
sin2

4
2

22 






























i
i . 

 

Задание 11 

 С помощью вычетов вычислите интегралы от функций действительной 

переменной. 

 а) 




2

0 sin817

cos

x

xdx
; б) 



0 2

4

1

4cos

x

xdx
.  

 

 Решение 

 а) Данный определенный интеграл с помощью подстановки zeix   

преобразуем к контурному интегралу по окружности 1z  от функции 

комплексной переменной. 
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 















 























1
2

2

22

2

0

2

1
sin8172

1

2

1
cos,

2

1
sin

sin817

cos

z

ix

ix

iz

z
ziz

dzz

z

z
x

iz

z
x

iz

dz
dxdxiedz

ez

x

xdx
 

 
 

 
  

 













11

2

1
2

2

2

1

44

1

2

1

4174

1

2

1

zzz

dzzF
izizz

dzz

izzz

dzz
. 

 Подынтегральная функция  zF  имеет три особые точки: 0z , 
4

i
z   и 

iz 4  – полюсы первого порядка. Точка iz 4  не принадлежит кругу 1z . 

Таким образом, в области 1z  функция  zF  аналитическая всюду, за 

исключением точек 0z  и 
4

i
z  . Найдем вычеты функции  zF  в этих 

точках. 

  
     4

1

4

1

44

1
lim0res

2

0










 iiizizz

z
zF

z
, 

 
   4

1

4
4

4
4

1
4

44

1

4
lim

4
res

2

2

4












































 i
ii

i

izizz

zi
z

i
F

i
z

. 

 По теореме Коши о вычетах получаем 

     0
4

1

4

1

4
res0res2

2

1

2

1

1


























 



i
i

FFidzzF
z
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 б) Введем вспомогательную функцию  

4

12

4





z

e
zF

iz

. Ее действительная 

часть  

4

1

4cos

4

1

4sin4cos
Re

4

1
ReRe

222

4














z

z

z

ziz

z

e
zF

iz

 совпадает с 

подынтегральной функцией  xf  исходного несобственного интеграла, если 

 xz . 

 Рассмотрим замкнутый контур  RR;CC R    где  RC  – верхняя 

полуокружность Rz , а   RR;  – отрезок 

действительной оси (рис. 28) 

 Если z , то функция 0

4

1

1

2



z

. 

Следовательно, по лемме Жордана  

 0

4

1
lim

2

4

C
R

R







dz

z

e iz

.  

 Функция  zF  имеет две особые точки: iz
2

1
  и iz

2

1
 . Так как в 

верхней полуплоскости лежит только точка iz
2

1
 , то по теореме Коши о 

вычетах для любого 
2

1
R   выполняется 0

4

12

4




 dz

z

e iz

C

. 

 Найдем вычет функции  zF  в полюсе первого порядка iz
2

1
 . 

 
i

iiz

iz

iz

iz

ie
i

e

iz

e

iziz

eiz

iF 2
24

2

1

4

2

1

2

1
lim

2

1

2

1

2

1

lim
2

1
res 













































, 

x  

Рис. 28 

RC  

R  

y  

R  
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 Тогда   ii
iz

eieidz

z

e 22

2

4

C

22

4

1



  










2

1
Rдля . 

 По свойству аддитивности получаем 

 
i

ixiziz

edx

x

e
dz

z

e
dz

z

e 2

2

4R

R2

4

С2

4

C

2

4

1

4

1

4

1
R















. 

 В последнем равенстве перейдем к пределу при R . В силу леммы 

Жордана  0

4

1
lim

2

4

С
R

R







dz

z

e iz

. Согласно определению несобственного 

интеграла первого рода по промежутку от   до  , рассматриваемому в 

смысле главного значения, имеем 

 dx

x

e
dz

z

e ixiz

4

1

4

1
lim

2

4

2

4R

R
R












. 

 Тогда 

 
i

ix

edx

x

e 2

2

4

2

4

1








. 

 Выделим действительные и мнимые части в обеих частях последнего 

равенства 

  

 2sin22cos2

4

1

4sin

4

1

4cos

22

















idx

x

x
idx

x

x
. 

 Приравняв действительные части слева и справа, получим 

 2cos2

4

1

4cos

2









dx

x

x
. 

 Поскольку подынтегральная функция четная, то  
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 dx

x

x
dx

x

x



 



 0 22

4

1

4cos
2

4

1

4cos
. 

 Итак, 2cos

4

1

4cos

0 2







dx

x

x
. 
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