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Аннотация
Сформулированы уравнения возбуждения продольно‑
нерегулярных волноводов трехмерно‑фазированными 
электронными потоками с учетом конечной проводи‑
мости стенок. При формулировке уравнений возбужде‑
ния использован метод А.Г. Свешникова, основанный на 
использовании неортогональных координат в уравне‑
ниях Максвелла, что позволяет отобразить нерегуляр‑
ную границу электродинамической структуры на регу‑
лярную и в преобразованной регулярной области 
использовать проекционный метод Галеркина при 
априори известной полной системы векторных базис‑
ных функций для этой области. Использован специаль‑
ный подход для разрешения трудности, возникающей 
из‑за разности граничных условий для базисных функ‑
ций и искомого решения на поверхности волновода в 
случае конечной проводимости. В результате исходная 
трехмерная краевая задача сводится к одномерной 
(двухточечной) краевой задаче для амплитуд нормаль‑
ных связных волн электродинамической структуры. 
Эта задача формулируется в виде системы обыкновен‑
ных дифференциальных уравнений (ОДУ) с гранич‑
ными условиями третьего рода в начальном и конеч‑
ном сечениях волновода. В такой форме уравнения воз‑
буждения вместе с уравнениями движения электронов 
образуют самосогласованную математическую модель 
для расчета и оптимизации электронных приборов 
большой мощности на нерегулярных волноводах – 
релятивистских ЛБВ, ЛОВ и клинотронов, гиро‑ЛБВ, 
гиро‑ЛОВ, гиротонов.

Ключевые слова: уравнения возбуждения, продольно-
нерегулярный волновод, конечная проводимость сте-
нок, неортогональные координаты, электронный 
поток, трехмерная фазировка

Abstract
The article formulates equations for the longitudinally 
irregular waveguide excitation by three‑dimensionally 
phased electron flows taking into account the finite wall 
conductivity. A.G. Sveshnikov’s method based on using 
non‑orthogonal coordinates for Maxwell’s equations 
takes to formulate the excitation equations which makes 
it possible to transpose the irregular boundary of the 
electrodynamic structure to a regular one. Then the 
Galerkin’s projection method realizes for the transformed 
regular domain with advance the known complete 
system of vector basis functions. A special approach 
allows to solve the difficulty arising due to the boundary 
conditions for the vector basis functions and the solution 
on the waveguide surface in the case of finite conductivity. 
As a result, the original three‑dimensional boundary 
value problem is derived to a one‑dimensional (two‑
point) boundary value problem for the amplitudes of 
normal coupled waves of the electrodynamic structure. 
This problem formulates an ordinary differential 
equation system (ODE) with boundary conditions of the 
third kind on the first and final sections of the waveguide 
part. The excitation equations, together with the 
equations of electron motion, form a self‑consistent 
mathematical model for calculating and optimizing high‑
power electronic devices using irregular waveguides ‑ 
relativistic TWTs, BWTs, and klynotrons, gyro‑TWTs, 
gyro‑BWTs, gyrotons.

Keywords: excitation equations, longitudinally irregular 
waveguide, finite wall conductivity, non-orthogonal 
coordinates, electron flow, three-dimensional phasing
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Введение
Нерегулярные электродинамические структуры (периодические и непериодические, с координатными 

и некоординатными границами) являются частью конструкции практически любого СВЧ устройства. Это 
магистральные широкополосные линии связи c пониженными потерями на гофрированных волноводах, 
дифракционные структуры и рупоры в антенной технике и интерферометрах, резонаторы с повышенной 
селекцией, фильтры и трансформаторы мод, согласующие нерегулярные волноводы [1–12]. Особое место 
занимают квазипериодические электродинамические структуры в электронике СВЧ и КВЧ диапазонов, 
а также в линейных ускорителях электронов и протонов [13–19].

Современный этап развития приборов и устройств СВЧ характеризуется широким использованием 
строгих математических методов исследования, привлечением к исследованию методов оптимального 
управления. В сущности, теория и оптимизация приборов и устройств СВЧ взаимосвязаны: наибольший 
интерес представляют исследования именно оптимальных процессов в оптимальных системах.

Главными проблемами теории являются: создание трехмерных нелинейных моделей, расчет и синтез 
электродинамических систем сложной конфигурации.

К настоящему времени в США созданы комплексы программ для использования при моделировании СВЧ 
приборов: MAFIA (solutions of MAxwell’s equations by the Finite Integration Algorithm), MWS (CST Microwave Studio), 
CHRISTINE, MICHELLE и др. Программа MAFIA реализует алгоритм конечно‑ разностного интегрирования урав‑
нений Максвелла при заданных граничных условиях. Выполнение программы требует весьма трудоемких 
вычислений, а сходимость решения не всегда гарантирована. Основанная на ней программа MWS предназна‑
чена для расчета «холодных» (т. е. без воздействия электронного пучка) характеристик электродинамических 
систем приборов СВЧ. Программа CHRISTINE реализует расчет нелинейных характеристик спиральных ЛБВ 
на основе дисковой модели электронного потока. Программа MICHELLE предназначена для расчета многосту‑
пенчатого коллектора. Может показаться, что совокупность этих программ решает все проблемы моделирова‑
ния приборов СВЧ. Однако это не так: некоторые программы имеют частный характер (например, CHRISTINE 
и MWS), но самое важное состоит в том, что все перечисленные программы требуют задания граничных усло‑
вий первого или второго рода на всей граничной поверхности рассматриваемой области. А этого сделать 
нельзя на входном и выходном сечениях нерегулярного волновода, представляющего электродинамическую 
систему электронного прибора: модовый состав здесь определяется лишь после решения самосогласованной 
задачи возбуждения волновода электронным потоком. Тогда можно поставить парциальные условия излуче‑
ния (граничные условия третьего рода) для каждой из возбужденных волн. Таким образом, перечисленные 
программы в свете изложенного могут быть использованы лишь для проверки полученного решения другими 
методами. Тем более, если это решение — следствие не только анализа, но и оптимизации профиля электроди‑
намической системы, который не может быть проведен с использованием упомянутых программ из‑за чрез‑
мерной вычислительной трудоемкости при их использовании.

Более предпочтительными представляются «интеллектуальные» методы, основанные на применении 
тех или иных процедур преобразования исходной краевой задачи, позволяющих редуцировать ее к более 
простой в вычислительном отношении. К настоящему времени известен ряд таких методов, из которых 
наиболее разработаны следующие:

1. Вариационные и проекционные методы [20, 21], позволяющие при определении полной для дан‑
ной задачи системы базисных функций свести ее решение к некоторой линейной системе алгебра‑
ических или обыкновенных дифференциальных уравнений. Главная сложность в таких методах — 
определение системы базисных функций и доказательство их полноты.

2. Метод поперечных сечений [22], в котором решение представляется в виде конечной суммы соб‑
ственных поперечных функций «волновода сравнения» в данном сечении реального волновода, 
и задача сводится к решению системы обыкновенных дифференциальных уравнений относи‑
тельно коэффициентов разложения.

3. Импедансный метод [23], в котором нерегулярная граница волновода заменяется регулярной 
с некоторыми эквивалентными импедансными граничными условиями на ней. Этот метод приме‑
ним только при частом и неглубоком гофре.

4. Метод интегрального уравнения с использованием для получения этого уравнения леммы Лоренца 
[11]. Этот метод требует при решении использования специальных функций в нелинейных уравне‑
ниях, и поэтому не эффективен в численной реализации.

5. Метод Уолкинсона [11] — модифицированный метод частичных областей. Он не обладает универ‑
сальностью (т. е. не может быть использован для произвольно‑ нерегулярных волноводов), 
но эффективен для нерегулярных волноводов с координатными границами, например, с прямоу‑
гольной формой гофра [11].
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6. Наиболее эффективным и строгим методом решения задач возбуждения нерегулярных электроди‑
намических структур к настоящему времени представляется метод, основанный на использовании 
неортогональных координат в уравнениях Максвелла [24], что позволяет отобразить нерегуляр‑
ную границу электродинамической структуры на регулярную и в преобразованной регулярной 
области использовать проекционный метод Галеркина с использованием априори известной пол‑
ной системы векторных базисных функций для этой области. Этот метод предложен А. Г. Свешни‑
ковым [25] и затем развит в работах [12, 15–19]. Его применение позволяет свести трехмерную 
исходную краевую задачу к одномерной (двухточечной) краевой задаче для амплитуд нормальных 
связанных волн нерегулярной электродинамической структуры. Эта задача формулируется в виде 
системы обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) с граничными условиями третьего 
рода (условия излучения) в начальном и конечном сечениях электродинамической структуры. 
Таким образом, использование описываемого метода позволяет существенно снизить вычисли‑
тельные затраты при решении исходной краевой задачи именно за счет сведения трехмерной 
задачи к одномерной.

Однако решение ОДУ для амплитуд связанных волн в волноводных задачах сталкивается с серьезным 
затруднением: при наличии закритических или частично закритических нормальных волн (а это всегда 
имеет место) все современные (стандартные) пошаговые методы решения ОДУ, например, из пакета Matlab 
(восемь методов) расходятся из‑за появления экспоненциально возрастающих решений [26, 27]. Из‑за этой 
трудности метод неортогональных координат не получил широкого распространения в расчетах нерегу‑
лярных волноводов. Тем не менее эта трудность вполне преодолима при использовании специальных 
методов решения двухточечной задачи для ОДУ: метода блочной матричной прогонки [18, 19], и четных 
пошаговых методов решения ОДУ [26, 27] и алгоритмы со стабилизирующими коэффициентами [28]. 
В предлагаемой читателю монографии показана эффективность использования этих методов.

В современных математических моделях мощных релятивистских приборов СВЧ с нерегулярными 
электродинамическими системами — релятивистских черенковских генераторов типа ЛБВ и ЛОВ [17–
19], гиротронов [15,16], гиро‑ ЛБВ [16], гиротонов [16] — используются уравнения возбуждения, полу‑
ченные при граничном условии на металлической стенке нерегулярного волновода в преобразован‑
ной системе координат вида
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Условие (1) соответствует бесконечной проводимости стенки, что соответствует пренебрежению оми‑
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и в квазирезонансных режимах с высокой дифракционной добротностью системы. Ниже этот вопрос реша‑
ется в отношении релятивистских ЛБВ‑ЛОВ на основе общей теории возбуждения нерегулярных волново‑
дов с конечной проводимостью стенки.

Уравнения возбуждения произвольно- нерегулярного полого волновода  
с учетом конечной проводимости стенок
Вместо условия (1) используем приближенное граничное условие Щукина‑ Леонтовича [5]
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стенки волновода, sm  — магнитная проницаемость стенки, s  — ее удельная проводимость, f  — рабочая 
частота; / ( )r b zr= , ( )b z  — внутренняя граница нерегулярного волновода; компоненты метрического 
тензора ijg  имеют вид
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Теперь задачу сформулируем так: при граничном условии (2) решить уравнения Максвелла в преобра‑

зованной системе координат для полных компонент поля ,p pE H
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 содержат как вихревые, так и потенци‑
альные (в общем случае содержащие разрывы) составляющие. В дальнейшем будут использованы проце‑
дуры, исключающие почленное дифференцирование (операция rot ) рядов, представляющих ,p pE H

 

.
Представим решение задачи (2), (3) в следующем виде:
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Правые части уравнений возбуждения (4)-(9) (интегралы возбуждения) записаны в общем случае, когда 
координаты источников могут меняться во времени, т. е. ( ) ( ) ( ), ,t t z z tr r j j= = = . Причем, эти зависимо‑
сти могут содержать и негармонические составляющие.

Левые части уравнений возбуждения (4–9), однако, должны быть преобразованы с целью исключения 
операций дифференцирования ( )tm zm mrot H H rotH+ =

  

    и ( )tm zm mrot E E rotE+ =
  

   , поскольку mE


 и mH


 содер‑
жат разрывные в общем случае потенциальные составляющие и, кроме того, ряды, представляющие эти 
функции имеют разрыв на границе 1r= , поскольку базисные функции удовлетворяют граничному усло‑
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вию (1) а не (2). Преобразования выполним с использованием следующих векторных тождеств:
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Воспользуемся также следующим интегральным тождеством (доказательство опустим):
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Тождество (10) специализировано для нашей задачи, в которой ( 1 )S const constr^ = = = .
Учтем также выражения базисных функций с индексами ( )ni-  и векторные тождества для них.
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Для перечисленных функций имеют место тождества
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( )
( )
( )

0 0 0

0

0

[ , ] ,

[ , ] ,

[ , ] ,

m ni m mz ni

e e
m ni m mz ni

M M
m ni m mz ni

E z G H H z

E h G H H h

E h G H H h

j

j

j

y r y

r

r

- -

- -

- -

= +

= +

= +

  

 




   




   




 
0

0

0 0

[ , ] 0,
[ , ] 0,
[ , ] 0.

e
ni

M
ni

ni

e
e
z

r
r
r j

-

-

-

=

=

=










С использованием (10) и перечисленных тождеств получаем систему уравнений возбуждения в следую‑
щей математически корректной форме:

 ( )
2 1

0 0
0 0

, e e
tm ni tm zm niH e z jm g E E e d d

z

p

we r r j- -

ì üé ùï ï¶ï ïê ú - + =í ýê úï ï¶ë ûï ïî þ
ò ò

  

 

   

2 2 1

0 0 0

1 p e jm t
nig e e d d d t

p p
wd r r j w

p
-

-ò ò ò




 , (11)

( )
2 1

2
0 0

0 0

( 1) ,n M M
ni mz ni tm ni tm zm niH H e z j g E E e d d

z

p

m y we r r j- - -

ì üé ùï ï¶ï ïê ú- + - + =í ýê úï ï¶ë ûï ïî þ
ò ò

  

 

   



2 2 1

0 0 0

1 p M jm t
nig e e d d d t

p p
wd r r j w

p
-

-ò ò ò




 , (12)

 ( ){ }
2 1

0 0
0 0

e
tm ni tm zm niH h j g E E z d d

p

we j r r j- -- - + =ò ò


  



   

2 2 1

0
0 0 0

1 p jm t
nig z e d d d t

p p
wd j r r j w

p
-

-ò ò ò




 , (13)

 

( ) } ( )

2 1
2

0
0 0

2

0
0 1

( 1) ,n e
zm ni ni tm ni

e e
tm zm ni m mz ni

E E h z
z

jm g H H h d d G H H h d

p

p

j

r

n j

wm r r j j

- -

- -

=

ì é ùï ¶ï ê ú- - + +í ê úï ¶ë ûïî

+ + + + =

ò ò

ò










    

  



96

Кравченко В.Ф., Кураев А.А., Матвеенко В.В.

Приборы и методы физики и техники СВЧ диапазона

 
2 2 1

0 0 0

1 pM e jm t
nig h e d d d t

p p
wd r r j w

p
-

-=- ò ò ò


 , (14)

 ( )
2 1

0 0
0 0

, M M
tm ni tm zm niE h z jm g H H h d d

z

p

wm r r j- -

ì üé ùï ï¶ï ïê ú + + +í ýê úï ï¶ë ûï ïî þ
ò ò

 
  



   

 ( )
2 2 2 1

0 0 0 01

1M pM M jm t
m mz ni niG H H h d g h e d d d t

p p p
w

j

r

j d r r j w
p

-
- -

=

+ + =-ò ò ò ò
   

 , (15)

 ( ){ }
2 1

0 0
0 0

M
tm ni tm zm niE e jm g H H z d d

p

wm y r r j- -+ + +ò ò
  

 

   

 ( )
2

0
0 1

m mz niG H H z d
p

j

r

y j-

=

+ + =ò
  



2 2 1

0
0 0 0

1 pM jm t
nig z e d d d t

p p
wd y r r j w

p
-

-- ò ò ò




 . (16)

Система уравнений возбуждения (11)‑(16) отличается от системы уравнений возбуждения из [16] 
не только тем, что в ней учтены потери в стенках волновода, но и своей математически корректной струк‑
турой, позволившей представить полное поле, возбуждаемое в нерегулярном волноводе заданной систе‑
мой источников ( )td



 и ( )M td


 и включающее как динамические, так и квазистатические составляющие. 
Поэтому даже при игнорировании потерь в стенках ( )0Ws =  система (11)‑(16) предпочтительнее системы 

уравнений возбуждения (4.36)‑(4.41) из [16].
Интегрирование в системе (11)‑(16) приводит к следующей системе ОДУ для амплитуд 
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где 0Ws  — импеданс стенки волновода, sm  — магнитная проводимость,s  — проводимость,
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Преобразования, выполненные здесь в отношении уравнений возбуждения нерегулярного полого волно-
вода, легко осуществимы и для случая нерегулярного коаксиального волновода и нерегулярного волновода 
с прямоугольным сечением. Схема таких преобразований идентична приведенной выше.
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EXCITATION EQUATIONS FOR IRREGULAR WAVEGUIDES 
TAKING INTO ACCOUNT THE FINITE WALL CONDUCTIVITY 
AND THEIR APPLICATION FOR ULTRAHIGH-POWER 
MICROWAVE PROBLEMS. PART 1

V. F. KRAVCHENKO, A.A. KURAYEV, AND V.V. MATVEYENKO

doi: 10.25210/jfop‑2202‑091099 | edn: DZSVDT

The article formulates equations for the longitudinally irregular waveguide excitation by three‑dimensionally 
phased electron flows taking into account the finite wall conductivity. A.G. Sveshnikov’s method based on using non‑
orthogonal coordinates for Maxwell’s equations takes to formulate the excitation equations which makes it possible 
to transpose the irregular boundary of the electrodynamic structure to a regular one. Then the Galerkin’s projection 
method realizes for the transformed regular domain with advance the known complete system of vector basis 
functions. A special approach allows to solve the difficulty arising due to the boundary conditions for the vector basis 
functions and the solution on the waveguide surface in the case of finite conductivity. As a result, the original three‑
dimensional boundary value problem is derived to a one‑dimensional (two‑point) boundary value problem for the 
amplitudes of normal coupled waves of the electrodynamic structure. This problem formulates an ordinary 
differential equation system (ODE) with boundary conditions of the third kind on the first and final sections of the 
waveguide part. The excitation equations, together with the equations of electron motion, form a self‑consistent 
mathematical model for calculating and optimizing high‑power electronic devices using irregular waveguides ‑ 
relativistic TWTs, BWTs, and klynotrons, gyro‑TWTs, gyro‑BWTs, gyrotons.
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