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О СВОЙСТВАХ РЕШЕНИЙ НЕЛИНЕЙНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ  

ВТОРОГО ПОРЯДКА 
 
Исследованы аналитические свойства решений нелинейного дифференциального уравнения второго порядка в 

зависимости от условий, наложенных на содержащуюся в данном уравнении произвольную аналитическую функцию 

независимой переменной.  
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ON A PROPERTIES OF SOLUTIONS OF A NONLINEAR DIFFERENTIAL 

EQUATION OF THE SECOND ORDER 
 

Analytical properties of solutions of a nonlinear differential equation of the second order are investigated depending on the 

conditions impede on an arbitrary analytical function of an independent variable contained in this equation. 

Целью работы является исследование аналитических свойств решений уравнения 

 2𝑤𝑤″ = 𝑤 ′2 + 3𝑤4 + 8𝑙(𝑧)𝑤3 + 4((𝑙2(𝑧) + 휀 (𝑙′(𝑧) + 𝑝 +
𝑞

2
))𝑤2 − 𝑞2, (1) 

в котором 𝑙(𝑧)– произвольная аналитическая функция независимой переменной 
2

, 1, 1 ,
2

q
z p = = − −−

𝑞2 + 2𝛽 = 0; 𝛼, 𝛽 −произвольные параметры. 

Уравнение (1) эквивалентно системе 

 𝑤 ′ = 𝑞 + 2휀𝑙(𝑧)𝑤 + 휀𝑤2 + 2휀𝑤𝑢, 
𝑢′ = 𝑝 − 2휀𝑙(𝑧)𝑢 − 휀𝑢2 − 2휀𝑤𝑢. (2) 

Если из (2) исключить неизвестную функцию 𝑤, то относительно 𝑢получим уравнение 

 2𝑢𝑢″ = 𝑢′2 + 3𝑢4 + 8𝑙(𝑧)𝑢3 + 4((𝑙2(𝑧) + 휀 (𝑙′(𝑧) + 𝑞 +
𝑝

2
))𝑢2 − 𝑝2. (3) 

Теорема 1.𝑤 = 𝑤(𝑧, 𝑝, 𝑞, 휀) − решение уравнения (2) при фиксированных значениях 𝑝, 𝑞, 휀. Тогда 

функция 

 𝑢 = (𝑤 ′ − 𝑞 − 2휀𝑙(𝑧)𝑤 − 휀𝑤2)(2휀𝑤)−1 (4) 

является решением уравнения (3). 

Теорема 2.Пусть 𝑢 = 𝑢(𝑧, 𝑝, 𝑞, 휀) − решение уравнения (3) при фиксированных значениях 𝑝, 𝑞, 휀.  
Тогда функция  

 𝑤 = (−(𝑢′ − 𝑝 − 2휀𝑙(𝑧)𝑢 − 휀𝑢2))(2휀𝑢)−1 (5) 

является решением уравнения (1). 

Легко видеть, что уравнение (3) получается из (2) преобразованиями 𝑢 → 𝑤,  휀 → −휀,  𝑝 → 𝑞,  𝑞 → 𝑝. 
Таким образом, соотношения (4), (5) определяют преобразование Беклунда (прямое и обратное) уравнения 

(1), которое в случае 𝑙(𝑧) = 𝑎𝑧 + 𝑏  (𝑎 ≠ 0) или 𝑙(𝑧) = 𝑏 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡является уравнением Пенлеве-типа [1-5]. 

При значениях 𝑙(𝑧), отличных от указанных выше, общее решение уравнения (1) не свободно от 

подвижных критических особых точек. 
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