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Решения системы дифференциальных уравнений

𝑦 = −𝑤 + 𝜙(𝑡) +
[𝑤′ + (𝑏− 1)𝜙′(𝑡)]2

2𝑤2
, (1.1)

𝑤 = −𝑦 + 𝜙(𝑡) +
[𝑦′ + 𝑏𝜙′(𝑡)]2

2𝑦2
(1.2)

с неизвестными функциями 𝑦 , 𝑤 независимой переменной 𝑡 , произвольной аналитиче-
ской функцией 𝜙(𝑡) и параметром 𝑏 подчинены одному из условий:
либо

[𝑤′ + (𝑏− 1)𝜙′(𝑡)]𝑦 + [𝑦′ − 𝑏𝜙′(𝑡)]𝑤 = 0, (2)

либо
[𝑤′ + (𝑏− 1)𝜙′(𝑡)]𝑦 − [𝑦′ − 𝑏𝜙′(𝑡)]𝑤 = 0. (3)

При выполнении условия (2) система (1) эквивалентна по 𝑦 (𝑦′ − 𝑏𝜙′(𝑡) ̸= 0) уравне-
нию

2𝑦𝑦′′ = 𝑦′2 + 4𝑦3 − 2𝜙𝑦2 + 2𝑏𝜙′′𝑦 − 𝑏2𝜙′2, (4)

а по 𝑤 (𝑤′ + (𝑏− 1)𝜙′(𝑡) ̸= 0) — уравнению

2𝑤𝑤′′ = 𝑤′2 + 4𝑤3 − 2𝜙𝑤2 − 2(𝑏− 1)𝜙′′𝑤 − (𝑏− 1)2𝜙′2. (5)

Теорема 1. Пусть 𝑦𝑏 = 𝑦(𝑏, 𝑡) ̸≡ 0 — решение уравнения (4) при фиксирован-
ном значении параметра 𝑏 . Тогда функция 𝑤 , определяемая (1.2) , является решением
уравнения (5) .

Легко видеть, что уравнение (4) получается из (5) заменой 𝑤 → 𝑦 , 𝑏→ 1− 𝑏 .
Теорема 2. Пусть 𝑤𝑏−1 = 𝑤(𝑏−1, 𝑡) ̸≡ 0 — решение уравнения (5) при фиксирован-

ном значении параметра 𝑏 . Тогда функция 𝑦 , определяемая (1.1) , является решением
уравнения (4) .

При выполнении условия (3) система (1) эквивалентна по 𝑦 (𝑦′−𝑏𝜙′ ̸= 0) уравнению

2𝑦𝑦′′ = 3𝑦′2 − 4𝑏𝜙′𝑦′ + 2𝜙𝑦2 + 2𝑏𝑦𝜙′′ + 𝑏2𝜙′2, (6)

а по 𝑤 (𝑤′ + (𝑏− 1)𝜙′ ̸= 0) — уравнению

2𝑤𝑤′′ = 3𝑤′2 + 4(𝑏− 1)𝜙′𝑤′ + 2𝜙𝑤2 − 2(𝑏− 1)𝑤𝜙′′ + (𝑏− 1)2𝜙′2. (7)

Теорема 3. Пусть 𝑦𝑏 = 𝑦(𝑏, 𝑡) ̸≡ 0 — решение уравнения (6) при фиксирован-
ном значении параметра 𝑏 . Тогда функция 𝑤 , определяемая (1.2) , является решением
уравнения (7) .

Теорема 4. Пусть 𝑤𝑏−1 = 𝑤(𝑏−1, 𝑡) ̸≡ 0 — решение уравнения (7) при фиксирован-
ном значении параметра 𝑏 . Тогда функция 𝑦 , определяемая (1.1) , является решением
уравнения (6) .

Уравнение (6) получается из (7) заменой 𝑤 → 𝑦 , 𝑏→ 1− 𝑏 .
Пусть 𝜙(𝑡) = 𝑐 — const. Тогда уравнения (4), (6) принимают соответственно вид

2𝑦𝑦′′ = 𝑦′2 + 4𝑦3 − 2𝑐𝑦2, (8)



Аналитическая теория дифференциальных уравнений 23

2𝑦𝑦′′ = 3𝑦′2 + 2𝑐𝑦2. (9)

Уравнение (8) имеет первый интеграл

𝑦′2 − 2𝑦3 + 2𝑐𝑦2 = 𝐻𝑦, (10)

где 𝐻 — произвольная постоянная. Уравнение (10) интегрируется в эллиптических
функциях [1].

Уравнение (9) заменой
𝑦 = 𝑝−2(𝑡) (11)

сводится к линейному 𝑝′′ = − 𝑐
2
𝑝 .

Таким образом, доказана
Теорема 5. Уравнения (4) , (6) при 𝜙(𝑡) = 𝑐 — const являются уравнениями

Пенлеве–типа.
Отметим, что уравнение (4) при 𝜙(𝑡) = 𝑡 есть уравнение XXXIV из списка [2].
Теорема 6. Уравнение (6) при 𝑏 = 0 либо при 𝜙(𝑡) = 𝑡 является уравнением

Пенлеве–типа.
Доказательство. Если в (6) 𝑏 = 0 , то преобразованием (11) оно сводится к уравнению

Эйри 𝑝′′ = −𝜙
2
𝑝 . При 𝜙(𝑡) = 𝑡 уравнение (6) принимает вид

2𝑦𝑦′′ = 3𝑦′2 − 4𝑏𝑦′ + 2𝑡𝑦2 + 𝑏2. (12)

Пусть 𝑏 ̸= 0 . Заменой 𝑦 → 𝑏𝑦−1 от уравнения (12) перейдем к уравнению

2𝑦𝑦′′ = 𝑦′2 − 4𝑦2𝑦′ − 𝑦4 − 2𝑡𝑦2. (13)

Наряду с (13) рассмотрим более общее уравнение

2𝑣𝑣′′ = 𝑣′2 − 4𝑣2𝑣′ − 𝑣4 + 2𝐹 (𝑡)𝑣2 − 𝛾, (14)

в котором 𝐹 (𝑡) — произвольная аналитическая функция; 𝛾 — параметр. Уравнение (13)
с точностью до обозначения совпадает с (14) при 𝐹 (𝑡) = −𝑡 , 𝛾 = 0 .

Используя подход в [2], в [3] показано, что уравнение (14) является уравнением
Пенлеве–типа. А именно, общее решение уравнения (14) есть рациональная функция
постоянных интегрирования. Теорема доказана.

Замечание. Уравнение (14) в случае 𝛾 = 1 есть XXVII каноническое уравнение в
списке [2] . Преобразование Беклунда для уравнения (14) в случае 𝐹 (𝑡) = 2(𝑡2 + 𝛼) ,
𝛾 = −2𝛽 (𝛼 , 𝛽 — произвольные параметры ) получено в [4] .

Следствие. Уравнение (4) при 𝜙′′(𝑡) ̸≡ 0 , а уравнение (6) при 𝑏 ̸= 0 , 𝜙′′(𝑡) ̸≡ 0 не
являются уравнениями Пенлеве–типа.
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