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Стационарные системы и функционалы. 

Стохастическое исчисление справедливо рассматривается в качестве основы многих инженер-

ных и смежных с ними дисциплин, в особенности при исследовании разнообразных задач прогнози-

рования. Центральную роль в приложениях играет изучение функционалов, определяемых текущим 

состоянием процесса, или, в более общем случае, всей его траекторией,  

)( ss Xg   или  ),(X   TtXX t  },{  

− в соответствии c зафиксированными функциями g или Ф. 

В пионерской работе [1] А.А.Марковым введен и исследован в первых примерах названный 

впоследствии его именем важный класс случайных процессов. Марковская простейшая однородная 

последовательность с матрицей переходов 
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задает, вместе с инвариантным начальным распределением вероятностей )1,( pp   стационарный 

случайный процесс 

}{ tXX  , ,...2,1,0 t  

Если все элементы матрицы Q  отличны от нуля, то инвариантное распределение π единствен-

но и может быть найдено как предел быстро сходящейся последовательности n
n Q0 , n , при 

произвольном выборе начального распределения вероятностей 0 . При этом, скорость сходимости 

nQ  к пределу определяется вторым собственным числом матрицы Q  (первое собственное число 

равно 1): 

nn CQ  )var( 0 , nn fCffQ  
, 21 рр  . 

Функция fQf n
n   позволяет вычислять прогнозы, причем предельное значение f  оказыва-

ется равным постоянной функции: 

)( ,...},,)({ 21 tntttnt XfXXXXf E ; fXfconstf k  )(E . 

Похожие утверждения оказались справедливы для широкого класса марковских процессов. 

Дальнейший прогресс связан с расширением класса рассматриваемых функционалов и исследовани-

ем стационарных систем, не обязательно марковских, но близких к ним в определенном смысле 

[2−11]. Опишем общую постановку интересующей нас задачи, несколько выходящую за рамки 

стохастического анализа. Ограничимся здесь изучением стационарных последовательностей в 

гильбертовом пространстве H. 
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Пусть U  − унитарный оператор в H; Н  и 
Н  − замкнутые подпространства, инвариантные 

относительно U  и 
1U  соответственно; E , 

E  − соответствующие ортогональные проекторы. Нам 

будут интересны убывающие (возрастающие) семейства подпространств и ортогональных проекто-

ров:  

 HH s
s U ,  

 HHt tU ,  
ss

s UEUE 
 ,  

ttt UEUE  . 

Убывающие семейства sH , sE  в математической теории рассеяния обычно называются ухо-

дящими, возрастающие семейства 
tH , 

tE  − приходящими. При исследовании стохастических 

систем в качестве приходящих пространств рассматривают пространства случайных величин, 

порожденные прошлым процесса Х, то есть величинами uX , tu , a в качестве уходящих про-

странств − пространства, порожденные будущим процесса, то есть величинами uX , su . Соответ-

ствующие проекторы оказываются условными математическими ожиданиями − операторами прогно-

зирования. Будем считать выполненными следующие естественные условия: 

0sE ,    IE s  ,    IEt      0tE ,      когда  s ,  t . 

Таким образом, по своим свойствам операторно-значные переменные sE , 
tE  похожи на 

обычные функции распределения случайных величин. Нас будет интересовать, в первую очередь, 

аккуратность, с которой выполняются указанные соотношения, точнее − скорость сходимости к нулю 

погрешностей 

0fEs ,  ffE s  ,  ffE t  ,  0 fE t
 

для функционалов f , принадлежащих тому или иному специально выделенному классу. Далее мы 

изучим первую из этих величин, определив, следуя [6], сжимающие операторы 

k
kk EUV  , 

0
1 VEBQ  , 

nnn
n UBEVB   1

1
1

, )( 1 nnn
nn EIVVBS  

и соответствующие производящие функции 
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Выписанные степенные ряды заведомо сходятся внутри единичного круга − их коэффициенты 

по норме не превосходят 1. Сходимость ряда fV )(  в круге большего радиуса означала бы соответ-

ствующее экспоненциальное убывание величин fV k . 

Марковские системы. 

Рассмотрим сперва случай, когда при 0t  пространства sН , 
stH  расположены "правильно" ‒ 

проекторы sE , 
stE 
 перестановочны, 0 

s
tsts

s
t
s EEEE . 

В теории вероятностей такое равенство выполнено для марковских процессов и последователь-

ностей, в математической теории рассеяния ‒ для систем, рассмотренных П.Лаксом, и Р.Филлипсом 

[12]. При таком упрощающем предположении  

knk
kn

n
nk

n SEUIEEUVS 
  )( 1

, так что 


 
1,1
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~

))()((
nk

kn
knSSIVS . 

Сравнивая коэффициенты при 
1 , обнаруживаем что )())(1)((  VSQ . 
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Если известно, что функция )Q(  аналитична внутри круга радиуса R>1, а функцционал f  

достаточно хорошо аппроксимируется прошлым, 0fSR k
k

,  то 0 fV kk , при любом  

R . 

Замечание 1.  В рассмотренном (марковском) случае основное соотношение между производя-

щими функциями )(),(),(  VSQ  можно легко получить из "однопараметрической" формулы  

1
1

 nn SVS  непосредственно, без использования второй переменной, вычисляя свертку  }{}{ k
k SQ   

Замечание 2.  Если функционал f  аппроксимируется прошлым без погрешности, 0)(  fS , 

то производящие функции fQ )( , fV )(  совпадают и их соответствующие коэффициенты  fQk
, 

fV k
 тоже совпадают. Во многих случаях естественно ожидать, что  1Q , однако   1kV  даже в 

простейших примерах. Последовательность  }{ fV k
  будем считать возмущением последовательно-

сти  }{ fQk
. 

Системы, близкие к марковским. 

Обратимся теперь, следуя [6], к случаю, когда при  0t   пространства  sH , 
stH  расположе-

ны "почти правильно" ‒ проекторы sE , 
tE  не обязательно перестановочны, однако c ростом t    

допустимая  "неправильность"  быстро убывает: 

t
s

tsts
s

ts
s CrEEEEtr  )(   при некотором 1r . 

Теорема.    Пусть   1 Q ,    
tCrtr )( ,    0fSk

k ,     причем   1/10  r . 

Тогда  LfV kk   при некоторых   1 ,    L . 

Используем производящие функции    
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Как и в марковском случае, получаются соотношения, восходящие к работам [2], [6]: 
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Радиус сходимости степенного ряда )(Q  не меньше, чем /1 . Функция  fS ),(
~

  оказывает-

ся аналитической в области  ,  . Можно обосновать аналогичное утверждение об аналитич-

ности величин fVS )()(  , fVS )(1   в надлежащей зоне. Остается заметить, что 1
1 SVQ   и 

поэтому 

fVSIfVSfVVIfVQI )()()()()()( 11
1  . 

Умножив левое выражение на )(Q , устанавливаем аналитичность  fV )(  в круге, радиус 

которого строго больше 1. Показатель  , определяющий скорость убывания   fV k , зависит от 

значений параметров .,, r  

Многие функционалы в стационарных моделях могут быть исследованы подобным образом. В 

качестве важных и давно изучаемых примеров можно указать разумно определенные интегральные 

характеристики процессов – в частности, времена пребывания процесса в тех или иных зонах. 
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 Аннотация. Рассматривается опыт применения технологий дистанционного обучения при реализа-

ции дисциплин кафедры БЖД СПбГЭТУ «ЛЭТИ» в очном формате. Использования функционала СДО 

Moodle позволяет упростить работу преподавателя в части сокращения числа рутинных операций. 

Разработанное кафедрой БЖД веб-приложение позволяет организовать автоматизированный учет 

посещаемости занятий. 
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Прошло более двух лет с момента начала массового обучения в дистанционном формате, 

большинство дисциплин вернулось в очный формат обучения. Однако, полученный опыт, разрабо-

танные материалы и технологии применимы и в очном формате обучения. Сегодня все дисциплины, 

реализуемые кафедрой БЖД, сопровождаются основными и дополнительными обучающими матери-

алами на университетском портале дистанционного обучения vec.etu.ru (СДО Moodle). 

Пропущенные лекции. В условиях очного обучения иногда возникает ситуация, когда студенты 

по объективным или субъективным причинам пропускают лекционные или практические занятия. В 

этом случае обучающимся сложно восполнить пробелы в изучении дисциплины. Ранее имелись 

возможности изучить чужой конспект или ознакомиться с лекционной презентацией. Имеющийся 

задел по дисциплинам кафедры БЖД позволяет предоставить доступ студентам к видео и другим 

презентациям, размещенным на портале vec.etu.ru (СДО Moodle).  

Данное решение позволяет компенсировать пропуск лекции с наименьшими временными за-

тратам для студента.  


