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Исследован характер возможных подвижных особых точек решений семейства трехмерных пятиэлемент-
ных динамических систем с одной квадратичной нелинейностью и четырьмя линейными элементами.

Введение

В работе [1] выполнено качественное иссле-
дование решений трехмерных пятиэлементных си-
стем с одной квадратичной нелинейностью с про-
извольным параметром A и параметром ε2 = 1. В
системах указанного семейства параметр A вхо-
дит как множитель при линейном элементе, либо
как отдельный элемент (константа).

I. Постановка задачи

Целью настоящей работы является исследо-
вание характера подвижных особых точек (т.е.
точек, положение которых зависит от начальных
условий) решений систем [1] с одной квадратич-
ной нелинейностью и четырьмя линейными эле-
ментами

ẋ = y2 + εx+Az, ẏ = x, ż = y. (1)

ẋ = y2 +Ax+ z, ẏ = x, ż = εz. (2)

ẋ = y2 +Ay + z, ẏ = x, ż = εz. (3)

ẋ = y2 + εx+Ay, ẏ = z, ż = x. (4)

ẋ = y2 + εx+Az, ẏ = z, ż = x. (5)

ẋ = yz + εx+Ay, ẏ = z, ż = x. (6)

ẋ = εx+ y +Az, ẏ = x2, ż = x. (7)

ẋ = εx+ y +Az, ẏ = x2, ż = y. (8)

ẋ = Ax+ y + z, ẏ = x2, ż = εz. (9)

ẋ = εx+ y +Az, ẏ = z2, ż = x. (10)

ẋ = εx+ y +Az, ẏ = xz, ż = y. (11)

ẋ = y2 + εx, ẏ = x+Az, ż = x. (12)

ẋ = y2 + εx, ẏ = x+Az, ż = y. (13)

ẋ = y2 +Ax, ẏ = x+ z, ż = εz. (14)

ẋ = y2 + εx, ẏ = Ay + z, ż = x. (15)

ẋ = y2 +Ay, ẏ = x+ z, ż = εz. (16)

ẋ = y2 +Ay, ẏ = εy + z, ż = x. (17)

ẋ = y2 +Ay, ẏ = x+ εy, ż = x. (18)

ẋ = y2 +Az, ẏ = x+ εy, ż = y. (19)

ẋ = y2 + z, ẏ = x+Ay, ż = εz. (20)

ẋ = y2 +Az, ẏ = x+ z, ż = εz. (21)

ẋ = y2 +Az, ẏ = εy + z, ż = x. (22)

ẋ = z2 +Ax, ẏ = x+ εy, ż = y. (23)

ẋ = z2 + εx, ẏ = x+Az, ż = y. (24)

ẋ = z2 +Ay, ẏ = x+ εy, ż = x. (25)

ẋ = z2 +Ay, ẏ = x+ εy, ż = y. (26)

ẋ = z2 +Ay, ẏ = εy + z, ż = x. (27)

ẋ = z2 +Az, ẏ = x+ εy, ż = y. (28)

ẋ = yz +Ax, ẏ = x+ εy, ż = x. (29)

ẋ = yz + εx, ẏ = x+Az, ż = x. (30)
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ẋ = yz + εx, ẏ = x+Az, ż = y. (31)

ẋ = yz +Ax, ẏ = εy + z, ż = x. (32)

ẋ = yz +Ay, ẏ = x+ εy, ż = x. (33)

ẋ = yz +Ay, ẏ = εy + z, ż = x. (34)

ẋ = yz +Ay, ẏ = x+ εy, ż = x. (35)

ẋ = yz +Az, ẏ = x+ εy, ż = y. (36)

ẋ = yz +Az, ẏ = εy + z, ż = x. (37)

ẋ = εx+Ay, ẏ = x+ z, ż = x2. (38)

ẋ = εx+ y, ẏ = Ay + z, ż = x2. (39)

ẋ = εx+Ay, ẏ = x+ z, ż = y2. (40)

ẋ = εx+Az, ẏ = x+ z, ż = y2. (41)

ẋ = εx+Ay, ẏ = x+ z, ż = xy. (42)

ẋ = εx+ y, ẏ = Ay + z, ż = xy. (43)

ẋ = εx+ z, ẏ = Ay + z, ż = xy. (44)

с неизвестными функциями x, y, z в предполо-
жении, что неизвестная переменная t является
комплексной; ε2 = 1, A – произвольный постоян-
ный параметр.

Системы (2), (9), (14), (15), (20), (23), (29),
(32), (39), (43), (44) являются диссипативными,
если A + ε < 0. Остальные системы из данного
списка являются таковыми, если ε = −1.

Системы (уравнения), общие решения ко-
торых не имеют подвижных критических осо-
бых точек называют системами (уравнениями)
Пенлеве-типа или P -типа.

II. Алгоритм

Для решения поставленной задачи исполь-
зован тест Пенлеве [2], представляющий набор
условий, необходимых для отсутствия у общего
решения системы дифференциальных уравнений
подвижных критических особых точек (свойство
Пенлеве).

Для анализа решений систем (1) – (44) ис-
пользован также подход, заключающийся в за-
мене каждой из них эквивалентным уравнением
третьего порядка (или второго порядка с произ-
вольной постоянной) и сравнением его с извест-
ными уравнениями Пенлеве-типа.

III. Выводы

Теорема 1. Системы (2), (3), (9), (14), (16),
(20), (21) не являются системами Пенлеве -типа

Доказательство. Третья компонента пере-
численных выше систем имеет вид z = Ceεt, где
C – произвольная постоянная. В силу этого систе-
мы (2), (3), (9), (14), (16), (20), (21) эквивалентны
неавтономным уравнениям второго порядка [1]

ÿ − y2 −Aẏ = Ceεt, (45)

ÿ − y2 −Ay = Ceεt, (46)

ẍ− x2 −Ax = εCeεt, (47)

ÿ − y2 −Aẏ = (εA−A2)Ceεt, (48)

ÿ − y2 −Ay = εCeεt, (49)

ÿ − y2 = (A+ 1)Ceεt, (50)

ÿ − y2 = (A+ ε)Ceεt (51)

соответственно. Сравнение уравнений (45)–(51)
с уравнениями из списка [3] показывает, что они
не являются уравнениями Пенлеве-типа.

Теорема 2. Системы (4), (5), (8), (10), (12),
(15), (17), (23), (25)–(30), (32), (38)–(43) не явля-
ются системами Пенлеве-типа.

Проведен Пенлеве-анализ уравнения третье-
го порядка, отличного от уравнения

ü = P (u, u̇, ü),

где P – полином относительно u, u̇, ü с постоян-
ными коэффициентами, которому эквивалентна
система (33).

Система (7) эквивалентна системе

ẍ = εẋ+ x2 +Ax, ż = x. (52)

Она не является системой Пенлеве-типа, т.к. об-
щее решение ее первого уравнения согласно [4]
содержит подвижные критические особые точки.

Выполнен Пенлеве-анализ систем (1), (6),
(19), (35), (36) демонстрирующих, согласно [1],
хаотическое поведение.
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