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Обсуждается один из подходов к прогнозированию временных рядов, основанный на рассмотрении будущих
значений временного ряда как пропущенных наблюдений. Приводятся рекуррентные формулы для расчета
прогнозных значений временного ряда. Результаты компьютерного моделирования приведены для AR (2)

модели временного ряда.

Введение

Модели в пространстве состояний были
предложены в середине прошлого века для ма-
тематического описания систем в теории опти-
мального управления и автоматического регули-
рования [1]. Математическая теория оптималь-
ного управления позволяет свести оптимального
управления и процесс построения оптимального
управления к решению краевой задачи для диф-
ференциальных уравнений (обыкновенных либо
в частных производных). Результаты, получен-
ные А. М. Летовым [2] и Р. Калманом [1] яви-
лись основой направлений синтеза систем опти-
мальной стабилизации: аналитического констру-
ирования регуляторов при измеряемом векто-
ре состояния системы и оптимального управле-
ния при неполной информации [5]. Настоящее
время модели в пространстве состояний приме-
няются во многих сферах научных исследова-
ний. В частности, все известные параметриче-
ские модели временных рядов , такие как AR(n),
ARMA(n,m), ARIMA(n, d,m), ARCH(p) и т.д.,
могут быть представлены в виде векторных ли-
нейных моделей в пространстве состояний.

I. Линейные гауссовские модели в
пространстве состояний и фильтр

Калмана

Рассмотрим линейную гауссовскую модель
в пространстве состояний

xt+1 = Ftxt + εt, εt ∼ N(0, Qt), (1)

yt = Htxt + ηt, ηt ∼ N(0, Rt), (2)

x0 ∼ N(a0, P0), t = 1, 2, . . . , T.
Матрицы Ft, Ht, Rt, Qt размеров (n×n),

(m×n), (n×n), (m×n) предполагаются извест-
ными. Изначально начальные значения парамет-
ров a0, P0 считаются известными, хотя нетрудно
рассмотреть случай, когда они неизвестны. m-
вектор yt называется наблюдением, ненаблюдае-
мый n-вектор xt называется состоянием. Случай-
ные векторы (εt, ηt), t=1, ..., T , являются после-
довательностью независимых гауссовских слу-
чайных векторов с нулевыми математическими

ожиданиями и с известными ковариационными
матрицами Qt и Rt.

Уравнение (2) является стандартной моде-
лью многомерной множественной регрессии, век-
тор коэффициентов которой xt изменяется во
времени; изменение во времени xt определяет-
ся векторной авторегрессионной моделью перво-
го порядка VAR(1), описывемой уравнением (1).
Векторный процесс (xt, yt), t=1, . . ., T , являет-
ся марковским, что позволяет привлекать аппа-
рат марковских процессов для исследования его
свойств.

Введем обозначения Yt={y1, ..., yt}, t=1, ..., T,
и сформулируем основные проблемы, связанные
с моделью (1)–(2).

1. Проблема фильтрации. Вычисление ре-
куррентных оценок µt|t = E{xt|Yt}, Pt|t =
Var{xt|Yt}, t = 1, 2, ..., T . Если распределе-
ния случайных векторов модели (1)–(2) являет-
ся нормальным, оценки µt|t, Pt|t определяются
фильтром Калмана [3].

2. Проблема сглаживания (интерполя-
ции). Сводится к вычислению µt−1|t=E{xt−1|Yt},
Pt−1|t = Var{xt − 1|Yt}, t = 1, . . . , T .

3. Проблема прогнозирования (экстраполя-
ции). Задача прогнозирования интерпретирует-
ся как специальный случай пропущенных значе-
ний.

4. Проблема пропущенных наблюдений.
Модель в пространстве состояний позволяет от-
носительно просто решить проблему пропущен-
ных наблюдений.

5. Проблема инициализации. Возникает, ес-
ли a0 = E{x0} и V0 = Var{x0} неизвестны.

6. Оценивание параметров. В случае, когда
матрицы Ft(θ1), Ht(θ2), Qt(θ3), Rt(θ4) зависят от
параметров, можно показать, что функция прав-
доподобия строится с помощью фильтра Калма-
на.

Фильтр Калмана [3] позволяет рекур-
рентно вычислять оценки µt|t=E{xt|yt} и
Pt|t=Var{xt|yt}. Ведем следующие обозначения:

314

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



xt|t−1 = E {xt|Yt−1} ,
yt|t−1 = E {yt|Yt−1} ,

Vt|t = E
{

(xt − xt|t)(xt − xt|t)T
}
,

Vt|t−1 = E
{

(xt − xt|t−1)(xt − xt|t−1)T
}
,

Mt|t−1 = E
{

(yt − yt|t−1)(yt − yt|t−1)T
}

ϑt = yt − yt|t−1 = yt −Htxt|t−1.
Здесь xt|t−1 и yt|t−1 являются прогнозными

значениями xt и yt, полученными по наблюдени-
ям {yτ} до момента t−1 включительно. Матрицы
Vt|t, Vt|t−1, Mt|t−1 представляют собой матрицы
ковариаций ошибок оценивания; ϑt – остатки ре-
грессии yt на предыдущие наблюдения.

Используя введенные выше обозначения,
удобно фильтр Калмана записать в следующей
форме [4]: xt|t = xt|t−1 +Ktϑt, (3)

Kt = Vt|t−1H
T
t

(
HtVt|t−1H

T
t +Rt

)−1
, (4)

Vt|t = (I−KtHt)Vt|t−1, (5)

xt+1|t = Ftxt|t, (6)

Vt+1|t = FtVt|tF
T
t +Qt, (7)

Mt|t+1Yt+1Vt+1|tH
T
t+1 +Rt, (8)

ϑt = yt −Htxt|t−1. (9)

Для применения фильтра Калмана требует-
ся задание начальных значений. Более того, что-
бы применить формулы (3), (4) в момент време-
ни t = 1, необходимо знать x1|0 и V1|0. Оценка
x1|0 означает оптимальную оценку x1 при усло-
вии, что нет никакой информации, т. .е. наблюде-
ния отсутствуют. Эта проблема инициализации
решается просто, если даны параметры a0 и P0, в
этом случае x1|0= a0, V1|0=P0. В случае, если эти
параметры неизвестны, полагаем x1|0 = 0, V1|0 –
диагональная матрица, где по диагонали∞ (или
достаточно большие числа).

II. Пропущенные значения и проблема
прогнозирования

В [5] показано, что проблема пропущенных
наблюдений легко решается для временных ря-
дов, представленных в форме линейных моделей
в пространстве состояний. Если наблюдение yt
пропущено в момент времени t, где t=2, ..., T−1,
полагаем в формулах (3)–(9) ϑt = 0, Kt = 0.

Проблема прогнозирования для времен-
ных рядов, представленных в форме линей-
ных моделей в пространстве состояний, сво-
дится к проблеме пропущенных наблюдений.
Предположим, что необходимо построить про-
гноз для yT+1, yT+2, ..., yT+mK по наблюдениям
{yτ}, τ=1, ..., T , и вычислить среднеквадрати-
ческие ошибки прогнозирования. Наблюдения

yT+1, yT+2, . . . , yT+K трактуются как пропу-
щенные и используются формулы (3)–(9) для
случая пропущенных наблюдений. Используем
HT+2xT+1|T , HT+2xT+2|T , . . ., HT+KxT+K|T+K−1

как прогнозные значения для yT+1, yT+2, ...,
yT+K и VT+1|T , VT+2|T+1, ..., VT+K|T+K−1 как
матрицы ковариаций ошибок прогнозирования.

III. Прогнозирование временных
рядов AR(2)

Рассмотрим AR(2)-модель временного ряда
в стандартной форме

yt − ϕ1yt−1 − ϕ2yt−2 = εt, (10)

где εt – гауссовская случайная величина с ну-
левым математическим ожиданием и дисперсией
σ2, ϕ1, ϕ2 – неизвестные параметры.

Введем обозначения

xt =

(
yt
yt−1

)
,

тогда модель (10) может быть представлена в
форме модели в пространстве состояний

xt+1 =

(
ϕ1 ϕ2

1 0

)
xt +

(
εt+1

0

)
, (11)

yt =
(

0 1
)
xt, (12)

Модель (11)–(12) – это модель временного
ряда в форме пространства состояний. где мат-

рица Ft=
(
ϕ1

1
ϕ2

0

)
известна не полностью, а мат-

рица Ht=
(
1 0
)
известна полностью, ηt=0. Требу-

ется по наблюдениям y1, ..., yT построить прогноз
xt+K и yt+K в момент времени t+K, K > 0. За-
дача сводится к нахождению

xt+K|t = E{xt+K |yt}, yt+K|t = E{yt+K |yt},

которые находятся по формулам (3)–(9), причем
предварительно строится функция правдоподо-
бия для нахождения оценок параметров ϕ1, ϕ2,
σ2. Результаты компьютерного моделирования
показывают эффективность данного подхода.
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