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Введение

Основныìи пpибоpаìи на эффекте pезонанс-
ноãо туннеëиpования в ìноãосëойных твеpäотеëü-
ных стpуктуpах [1—3] явëяþтся äиоäы и тpанзисто-
pы [1—5]. С испоëüзованиеì pезонансно-туннеëü-
ных äиоäов (PТД) и тpанзистоpов (PТТ) pазpабо-
тано боëüøое ÷исëо pазнообpазных анаëоãовых,
öифpовых и анаëоãо-öифpовых схеì [4—8]. Обpа-
щаþт на себя вниìание уäа÷ные пpиìеpы интеãpа-
öии PТД и PТТ с такиìи пpибоpныìи стpуктуpаìи
ìикpоэëектpоники, как äиоäы Шоттки, КМОП-
эëеìенты, ãетеpостpуктуpные бипоëяpные тpанзи-
стоpы, ãетеpостpуктуpные поëевые тpанзистоpы с
сеëективныì ëеãиpованиеì и äp. Боëее тоãо, воз-
ìожно созäание функöионаëüно-интеãpиpован-
ных эëеìентов, вкëþ÷аþщих PТД, PТТ и эëеìен-
ты ìикpоэëектpоники. В äанных сëу÷аях pе÷ü ÷ас-
то иäет об эëеìентах ãибpиäной наноэëектpоники.

В öеëоì схеìы, вкëþ÷аþщие PТД и PТТ, обëа-
äаþт сëеäуþщиìи основныìи äостоинстваìи, на-

пpиìеp, по сpавнениþ с тpаäиöионныìи ëоãи÷е-
скиìи схеìаìи (КМОП и äp.), а иìенно [6]:

� относитеëüно ìенüøей сëожностüþ схеì на оä-
ну выпоëняеìуþ функöиþ;

� боëее низкой ìощностüþ;

� повыøенныì быстpоäействиеì.

Отìетиì, ÷то в настоящее вpеìя созäаны PТД с
÷астотаìи функöиониpования боëее 2 ТГö. Это са-
ìые быстpоäействуþщие пpибоpы твеpäотеëüной
эëектpоники. Pассìотpенные пpи÷ины и пpивеëи
к вывоäу [8], ÷то PТД явëяется "наибоëее "созpев-
øей" из всех пpибоpных техноëоãий" наноэëектpо-
ники. Необхоäиìо отìетитü пеpспективностü ис-
поëüзования pезонансно-туннеëüных стpуктуp и в
оптоэëектpонике [9]. Пpинöипиаëüно важныì яв-
ëяется pаботоспособностü pяäа пpибоpных стpук-
туp наноэëектpоники äанноãо типа пpи коìнатных
теìпеpатуpах.

Пpоанаëизиpуеì ìоäеëи PТД, как наибоëее
pазвитые в настоящее вpеìя сpеäи ìоäеëей не
тоëüко pезонансно-туннеëüных пpибоpов, но и
äpуãих пpибоpных стpуктуp наноэëектpонки. Это,
с оäной стоpоны, позвоëит пpовести äостато÷но
поëнуþ систеìатизаöиþ ìоäеëей, а с äpуãой —
пpоãнозиpоватü основные напpавëения созäания
ìоäеëей эëеìентов наноэëектpоники äpуãих ти-
пов, а также выäеëитü пеpспективные пpинöипы
их ìоäеëиpования.

Несìотpя на, казаëосü бы, относитеëüно пpо-
стой пpинöип функöиониpования PТД [1—3] пpо-
текаþщие в pеаëüноì пpибоpе физи÷еские пpоöес-
сы, как пpавиëо, существенно усëожняþтся всëеä-
ствие сëеäуþщих фактоpов:

� пpибоp явëяется квантовой откpытой систеìой,
так как иìеет ìесто обìен энеpãией и ÷астиöа-
ìи, в ÷астности, с исто÷никоì питания, а сëе-
äоватеëüно, пpинöипиаëüно важны еãо взаиìо-
äействия с окpужениеì (вкëþ÷ая вëияние теì-
пеpатуpы окpужаþщей сpеäы); * Сì. Ч. I и II в № 8, 9 за 2006 ã., Ч. III и IV в № 1, 2 за 2007 ã.

В данной части pаботы систематизиpованы и пpо-
анализиpованы модели pезонансно-туннельных стpук-
туp твеpдотельной наноэлектpоники.
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� эëектpоны в пpибоpе ìоãут pассеиватüся на фо-
нонах, неpовностях повеpхностей pазäеëа, пpи-
ìесях, äефектах, эëектpонах и äp.;

� зна÷итеëüное вëияние ìоãут оказыватü pазëи÷-
ноãо pоäа фëуктуаöии (тоëщин сëоев, pаспpеäе-
ëения пpиìеси, состава и äp.);

� важна pеаëüная зонная стpуктуpа иссëеäуеìой
систеìы;

� зна÷итеëüное вëияние ìоãут оказыватü заpяäы
на повеpхностях pазäеëа и äp.
Эти фактоpы существенно усëожняþт заäа÷у,

пpивоäят к äопоëнитеëüныì pезонансноìу и посëе-
äоватеëüноìу туннеëиpованиþ ìеханизìов тpанс-
поpта и äеëаþт ее факти÷ески неpазpеøиìой в
стpоãоì виäе äаже äëя PТД. К сожаëениþ, пpак-
ти÷ески невозìожна и стpоãая постановка заäа÷и
ìоäеëиpования конкpетноãо PТД.

Как же поступитü в äанноì сëу÷ае? На поìощü
пpихоäит понятие ãpубости ìоäеëи [10]. Испоëü-
зование тpех ìетоäов синтеза ìоäеëей [11, 12] пpи-
воäит также к созäаниþ ìоäеëей äвух основных
pазновиäностей [12]: физико-топоëоãи÷еских и
эëектpи÷еских. Пpи этоì в pаìках pассìотpен-
ных фоpìаëизìов [13] ìоãут бытü, в пpинöипе,
постpоены поäобные (поëукëасси÷ескоìу поäхо-
äу [12]) иеpаpхии ìоäеëей (сì. ниже).

Упpощенные ìоäеëи (сì., напpиìеp, обзоpы в
[14—19]), котоpые в соответствии с опpеäеëениеì
[12] ìоãут бытü названы физико-топоëоãи÷ески-
ìи, к сожаëениþ, äаþт ìаëоуäовëетвоpитеëüные
pезуëüтаты. Они, как пpавиëо, пpивоäят ëиøü к
ãpубыì ка÷ественныì оöенкаì. Так, пpи pас÷ете
таких важных хаpактеpистик PТД, как контpастностü
и кpутизна воëüт-аìпеpных хаpактеpистик (ВАХ),
пpеäеëüная ÷астота ãенеpаöии, поãpеøностü ìожет
äостиãатü 100 % и наìноãо боëüøе. Дëя поëу÷ения
уäовëетвоpитеëüных pезуëüтатов соãëасования с
экспеpиìентаëüныìи äанныìи äаже по отäеëüныì
хаpактеpистикаì pяä исхоäных паpаìетpов ìоäе-
ëей становится ÷исто поäãоно÷ныì. Пpи÷иной
этоãо явëяется изëиøне иäеаëизиpованный хаpак-
теp упpощенных физико-топоëоãи÷еских ìоäеëей.
В них, как пpавиëо, у÷тен ëиøü основной пpинöип
функöиониpования PТД. Пpи этоì не у÷итывается
боëüøинство из отìе÷енных фактоpов. В pезуëüта-
те в настоящее вpемя нет упpощенных моделей, с по-
мощью котоpых можно было бы удовлетвоpительно
относительно экспеpиментальных данных pассчи-
тать ВАХ пpибоpных стpуктуp на эффекте pезо-
нансного туннелиpования в более или менее шиpоком
диапазоне пpикладываемых напpяжений, технологи-
ческих и электpофизических паpаметpов. Ситуаöия
зäесü поäобна с некотоpыìи упpощенныìи физи-
ко-топоëоãи÷ескиìи ìоäеëяìи эëеìентов ìикpо-
эëектpоники. Эëектpи÷еские же ìоäеëи в основ-
ноì пpеäназна÷ены äëя анаëиза схеì, вкëþ÷аþ-
щих pезонансно-туннеëüные стpуктуpы. Поэтоìу
äаëее pассìотpиì вопpосы ÷исëенноãо ìоäеëиpо-
вания с пpиìенениеì боëее аäекватных pаспpеäе-
ëенных äискpетных ìоäеëей.

Модели фоpмализма волновых функций

Пpи испоëüзовании этоãо фоpìаëизìа не pеøа-
ется ìноãо÷асти÷ная заäа÷а, котоpуþ, стpоãо ãово-
pя, необхоäиìо быëо бы pассìатpиватü пpи ìоäе-
ëиpовании pезонансно-туннеëüных пpибоpных
стpуктуp. Тpаäиöионныì стаëо пpиìенение оäно-
÷асти÷ноãо пpибëижения и ìетоäа эффективной
ìассы в усpеäненноì поëе ÷астиö в пpибоpе (эф-
фективный у÷ет и ìноãо÷асти÷ных эффектов),
пpивоäящих к боëее пpостоìу уpавнениþ Шpе-
äинãеpа. В pезуëüтате ìноãие ìикpоскопи÷еские
äетаëи не нужны, а сëеäоватеëüно, они теpяþтся.
Пpеиìуществоì явëяется то, ÷то такие ÷исëен-
ные ìоäеëи относитеëüно пpосты, ìоãут бытü
пpакти÷ески pеаëизованы на совpеìенных ЭВМ,
оäнако, к сожаëениþ, ÷асто пpивоäят к ìаëоуäов-
ëетвоpитеëüныì pезуëüтатаì. Несìотpя на то, ÷то
в pаìках äанных ìоäеëей äоìиниpуþщий эффект
pезонансноãо туннеëиpования, в пpинöипе, опи-
сывается веpно, äëя аäекватноãо ìоäеëиpования
ВАХ пpибоpных стpуктуp необхоäиìо у÷естü, по
кpайней ìеpе, некотоpые из отìе÷енных pанее
фактоpов.

Основныì исхоäныì уpавнениеì в стаöионаp-
ноì сëу÷ае в оäно÷асти÷ноì пpибëижении пpи ис-
поëüзовании ìетоäа эффективной ìассы явëяется
уpавнение Шpеäинãеpа сëеäуþщеãо виäа [20]:

ψ(r) = Eψ(r), (1)

ãäе i — постоянная Пëанка, äеëенная на 2π; r —
pаäиус-вектоp пpостpанства; m* — эффективная
ìасса ÷астиöы; V(r) — потенöиаë (эффективный),
хаpактеpизуþщий вëияние внеøних поëей; ψ(r) —
оäно÷асти÷ная воëновая функöия; E — энеpãия
÷астиöы. Тpаäиöионно pассìатpивается оäноìеp-
ный сëу÷ай.

В кëасси÷еской упpощенной ìоäеëи Тсу—Еса-
ки [2] быëо испоëüзовано боëее äесяти физи÷еских
пpеäпоëожений. Кpоìе отìе÷енных, äопоëнитеëü-
но пpиìеняëисü сëеäуþщие äопущения:
� пpенебpеãаëосü изìенениеì эффективных ìасс

от сëоя к сëоþ;
� пеpиоä pеøетки ìенüøе, ÷еì äëина свобоäноãо

пpобеãа носитеëей;
� сëои ìоäеëиpуþтся потенöиаëüныìи баpüеpаìи

и яìаìи постоянной высоты и ãëубины;
� пеpенос заpяäа пpеиìущественно осуществëя-

ется оäниì типоì носитеëей (эëектpонаìи);
� поëе в стpуктуpе оäноpоäное;
� нет исто÷ников и стоков на пеpехоäных сëоях

и äp.
Интеpесно заìетитü, ÷то несìотpя на то, ÷то

"сöенаpий pазвития" ìоäеëей в pаìках äанноãо
фоpìаëизìа факти÷ески пpоисхоäиë по пути
уìенüøения ÷исëа пpеäпоëожений ìоäеëи Тсу—
Есаки, некотоpые из них остаëисü и в саìых вы-
сокоаäекватных äискpетных ìоäеëях pассìатpи-

i
2

2m*
--------∇

2
– V r( )+
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ваеìоãо фоpìаëизìа (хоpоøие обзоpы ÷исëенных
ìоäеëей пpивеäены в [16, 21]). Пpи÷ина этоãо в ис-
кëþ÷итеëüно высокой степени сëожности заäа÷и
(боëüøая ÷увствитеëüностü к pазëи÷ныì возäейст-
вияì и äp.) и невозìожности у÷ета вëияния всех
отìе÷енных pанее фактоpов в поëноì объеìе.

В соответствии с основныì уpавнениеì ìоäе-
ëей äанноãо фоpìаëизìа (1) äве веëи÷ины обы÷но
и опpеäеëяþт их аäекватностü — это потенöиаë
V(r) и эффективная ìасса m*. Поэтоìу ãëавные
пpобëеìы зäесü связаны с заäаниеì иìенно этих
äвух веëи÷ин. Мноãое, коне÷но, зависит от коp-
pектности постановки ãpани÷ных усëовий. Так как
туннеëиpование — это факти÷ески ÷астный сëу÷ай
оäноìеpноãо pассеяния, то основные сëожности
все же связаны с заäаниеì V(r). К сожаëениþ,
стpоãое опpеäеëение этой веëи÷ины пpакти÷ески
невозìожно, хотя бы всëеäствие ее эффективноãо
хаpактеpа. В [21] пpивеäен пеpе÷енü ее составëяþ-
щих, опpеäеëяеìых сäвиãоì зон на ãетеpопеpехо-
äах, пpикëаäываеìыì напpяжениеì к пpибоpу,
пpофиëеì ëеãиpования и поäвижныìи заpяäаìи,
коppеëяöионныìи и обìенныìи взаиìоäействия-
ìи. В öеëоì, äанный потенöиаë äоëжен у÷итыватü
не тоëüко эти, но и äpуãие фактоpы из отìе÷енных
pанее, ÷то зна÷итеëüно усëожняет описание повеäе-
ния PТД. К сожаëениþ, этоãо пока никто не сäеëаë!

Вна÷аëе быëи попытки заäатü потенöиаë V(r) в (1)
с поìощüþ пpостых анаëити÷еских аппpоксиìа-
öий. В pезуëüтате заäа÷а сиëüно упpощается и необ-
хоäиìо pеøатü тоëüко уpавнение Шpеäинãеpа (1).
Тpаäиöионно пpи этоì с÷итается, ÷то носитеëи
äвижутся баëëисти÷ески в pазëи÷ных обëастях
стpуктуpы. Пpи ввеäении äаëüнейøих упpощений
äëя постpоения ìоäеëей ÷асто испоëüзуþтся сëе-
äуþщие хоpоøо известные и отpаботанные ìето-
äы: Вентöеëя—Кpаìеpса—Бpиëëþэна, ìатpиö пе-
pеноса, сиëüной связи, анаëоãии с pас÷етоì ëиний
пеpеäа÷. Боëее стpоãие ìоäеëи обы÷но основаны
на ÷исëенноì pеøении уpавнения Шpеäинãеpа с
поìощüþ ìетоäов коне÷ных pазностей иëи ìатpиö
пеpеноса (сì., напpиìеp, [16, 21]). К сожаëениþ,
ìоäеëи, в котоpых пpиìеняþтся пpостые анаëити-
÷еские аппpоксиìаöии потенöиаëа V(r), как пpа-
виëо, äаþт неуäовëетвоpитеëüные pезуëüтаты со-
ãëасования с экспеpиìентоì. О÷евиäно, ÷то это
связано с низкой то÷ностüþ заäания V(r).

В боëее стpоãих ìоäеëях äëя нахожäения потен-
öиаëа äопоëнитеëüно обы÷но испоëüзуется уpав-
нение Пуассона [21]. Пpи этоì äëя конöентpаöий
поäвижных носитеëей заpяäа пpиìеняþтся кван-
товоìехани÷еские соотноøения, по кpайней ìеpе,
в квантовой яìе (сì., напpиìеp [21—24]). Даëее
эëектpостати÷еский потенöиаë ϕ испоëüзуется äëя
нахожäения V(r). Такиì обpазоì, необхоäиìо pе-
øатü систеìу уpавнений Шpеäинãеpа и Пуассона,
т. е. саìосоãëасованнуþ заäа÷у. Посëе этоãо пpо-
хоäящий ток вы÷исëяется на основе известноãо
стpоãоãо квантовоìехани÷ескоãо соотноøения [21]
иëи с поìощüþ фоpìуëы Тсу—Есаки [2].

Так как нет pабот, в котоpых у÷итываëасü бы
вся ãаììа отìе÷енных pанее фактоpов, то иìеется
ìноãо не тоëüко относитеëüно пpостых, но и ÷ис-
ëенных ìоäеëей, пëохо соãëасуþщихся с экспеpи-
ìентаëüныìи äанныìи. Уäовëетвоpитеëüное соãëа-
сование ìожет бытü поëу÷ено с испоëüзованиеì ìо-
äеëей, в котоpых у÷итываþтся, по кpайней ìеpе,
сëеäуþщие фактоpы: заpяä квантовой яìы, посëе-
äоватеëüные сопpотивëения пассивных обëастей,
pассеяние в квантовой яìе. Это äостиãается с поìо-
щüþ некотоpых ÷исëенных ìоäеëей [21—23, 25].

У÷ет заpяäа в пассивных обëастях и квантовой
яìе важен пpи pас÷ете ВАХ PТД [21]. Не ìенее
важно пpеäставëение пpи ìоäеëиpовании стpукту-
pы PТД в виäе поäобëастей, в ÷астности, ãäе иìеет
ìесто тепëовое pавновесие, ãäе ìожно испоëüзо-
ватü поëукëасси÷еский поäхоä (ìакpоскопи÷еские
обëасти), ãäе пpинöипиаëüно необхоäиìо пpиìе-
нятü квантовоìехани÷еский поäхоä, так как pаз-
биение обы÷но сиëüно вëияет на заpяä в кванто-
вой яìе и пëотностü пpохоäящеãо тока. Как пpо-
воäитü это pазбиение? В настоящее вpеìя не со-
всеì ясно, так как оно зависит от таких фактоpов,
как стpуктуpа, пpикëаäываеìые сìещения и теì-
пеpатуpа. Интеpесно заìетитü, ÷то pазpаботка
таких комбиниpованных моделей, в котоpых пpиме-
няются полуклассический и квантовомеханический
подходы, фактически обязательна не тоëüко äëя
эконоìии вы÷исëитеëüных pесуpсов ЭВМ, но и
всëеäствие возìожных ÷исëенных пpобëеì пpи
испоëüзовании тоëüко квантовоìехани÷ескоãо
поäхоäа äëя всеãо пpибоpа.

У÷ет неупpуãоãо pассеяния обы÷но также явëя-
ется важныì [21]. Оäин из наибоëее эконоìи÷ных
поäхоäов зäесü основан на ввеäении коìпëексной
составëяþщей в эффективный ãаìиëüтониан [21,
25, 26]. В pяäе сëу÷аев важен у÷ет ìноãозонных эф-
фектов [21], втоpоãо изìеpения [27], повеpхност-
ноãо заpяäа на ãpаниöах pазäеëа [25, 28]. Боëее то-
ãо, возìожно "усиëение" вëияния пpи оäновpеìен-
ноì у÷ете некотоpых из отìе÷енных фактоpов, на-
пpиìеp, теìпеpатуpы и эффектов pассеяния [29],
÷то еще боëüøе усëожняет заäа÷у.

Кpатко о äpуãой веëи÷ине. Метоä эффективной
ìассы, как известно, явëяется пpибëиженныì и,
стpоãо ãовоpя, пpиìениì в окpестности экстpеìу-
ìов зон поëупpовоäника. Кpоìе тоãо, m* — это
тензоp, а сëеäоватеëüно, испоëüзование изотpоп-
ных по сëояì веëи÷ин пpи ìоäеëиpовании PТД, по
кpайней ìеpе, не совсеì коppектно. Ситуаöия еще
боëее усëожняется всëеäствие тоãо, ÷то пpи pас÷е-
тах эффективные ìассы беpутся pавныìи зна÷ени-
яì äëя соответствуþщих объеìных ìатеpиаëов. Не
вызывает соìнений то, ÷то äëя низкоpазìеpных
обëастей эти веëи÷ины ìоãут отëи÷атüся от ука-
занных. Всëеäствие изëоженноãо пpи моделиpова-
нии PТД эффективные массы целесообpазно зада-
вать в качестве подгоночных паpаметpов пpи согла-
совании с экспеpиментом, особенно в упpощенных мо-
делях.
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К сожаëениþ, по описанныì пpи÷инаì в на-
стоящее вpеìя в pаìках pассìатpиваеìоãо фоpìа-
ëизìа пока не созäано ìоäеëи PТД äëя pас÷ета
ВАХ, котоpая ìоãëа бы бытü пpиìениìа в øиpо-
коì äиапазоне констpуктивно-техноëоãи÷еских
паpаìетpов и возäействий и пpи этоì äаþщая хо-
pоøее соãëасование с экспеpиìентоì. Несìотpя на
это ìоäеëи äанноãо фоpìаëизìа øиpоко испоëüзу-
þтся ввиäу их относитеëüной пpостоты, вы÷исëи-
теëüной эффективности и, по кpайней ìеpе, воз-
ìожности пpавиëüноãо пpеäсказания ка÷ественноãо
повеäения эëектpи÷еских хаpактеpистик пpибоpов.
В öеëоì, зäесü пpеäстоит еще ìноãое сäеëатü.

Каpдинальное напpавление качественного улучше-
ния моделей фоpмализма волновых функций должно
быть, по-видимому, в пеpеходе к pешению многочас-
тичной задачи и в отказе от использования метода
эффективной массы. Сеpüезные опасения [30] вы-
зывает и обы÷ное пpиìенение фоpìуëы Тсу—Еса-
ки äëя пëотности тока оäноìеpноãо пpибëижения.
Желательна и pазpаботка двух- и тpехмеpных моде-
лей. Необходимо также создание более совеpшенных
комбиниpованных моделей, описываþщих взаиìо-
äействие кëасси÷еских и квантовоìехани÷еских
обëастей на основе иеpаpхии ìоäеëей, обëаäаþ-
щих тpебуеìой аäекватностüþ ìоäеëиpования äëя
соответствуþщих обëастей пpибоpа. Возможно бо-
лее стpогое pассмотpение и на основе системы уpав-
нений Шpедингеpа, описывающих все подсистемы
(напpиìеp, эëектpоны, äыpки, фононы и т. п.),
входящие в исследуемую пpибоpную стpуктуpу и ока-
зывающие влияние на ее функциониpование. Ясно,
÷то эта систеìа уpавнений äоëжна у÷итыватü хотя
бы опpеäеëяþщие взаиìоäействия ìежäу поäсис-
теìаìи. В öеëоì, модели, базиpующиеся на фоpма-
лизме волновых функций, целесообpазно по-пpежнему
pазвивать для пpибоpных стpуктуp на эффекте pе-
зонансного туннелиpования несмотpя на встpечаю-
щиеся сложности на данном пути.

Модели фоpмализма матpиц плотности

Данный фоpìаëизì пpи ìоäеëиpовании PТД
испоëüзуется не÷асто (сì., напpиìеp, [31, 32]).
Пpи этоì обы÷но pассìатpивается оäно÷асти÷ная
ìатpиöа пëотности и пpиìеняется пpибëижение
эффективной ìассы, а сëеäоватеëüно, упpощенное
кинети÷еское уpавнение, котоpое, стpоãо ãовоpя,
необхоäиìо вывести из уpавнения Лиувиëëя—фон
Нейìана (2) из [13]. Интеpесный возìожный ва-
pиант такоãо поäхоäа описан в книãе [32]. Кине-
ти÷еское уpавнение äëя оäно÷асти÷ной ìатpиöы
пëотности ρ(x, x', t) записывается в виäе [32]

ii  = – (  – ) + V (x) – V(x') Ѕ 

Ѕ ρ(x, x', t ) + ii , (2)

ãäе t — вpеìя; i — ìниìая еäиниöа; m* пpеäпоëа-
ãается независиìой от кооpäинаты x, а посëеäний
÷ëен в (2) явëяется общиì пpеäставëениеì pассея-
ния, котоpый записывается в поëукëасси÷еской
ìанеpе [12, 32]. Это позвоëяет ëеãко ввести в уpав-
нение квазиуpовни Феpìи, ÷то существенно об-
ëеã÷ает анаëиз. Пpи ìоäеëиpовании PТД поëу÷ае-
ìое из (2) уpавнение pеøается совìестно с уpав-
нениеì Пуассона. Основныìи äопоëнитеëüныìи
оãpани÷енияìи äанноãо поäхоäа явëяþтся сëеäуþ-
щие [32]: не вкëþ÷аþтся антисиììетpи÷ные коì-
поненты в pеøаеìое уpавнение äëя ìатpиöы пëот-
ности; äëя заäания ãpани÷ных усëовий на контактах
äëя ìатpиöы пëотности испоëüзуется pавновесная
функöия pаспpеäеëения Феpìи—Диpака. К сожа-
ëениþ, в настоящее вpеìя не иссëеäована äопус-
тиìостü этих пpеäпоëожений пpи ìоäеëиpовании
пpибоpных стpуктуp наноэëектpоники. Спpавеä-
ëивости pаäи отìетиì, ÷то анаëоãи÷ные неäостат-
ки, как пpавиëо, хаpактеpны и äëя фоpìаëизìа
функöий Виãнеpа (оäно÷асти÷ный сëу÷ай). Сëож-
ности также возникаþт пpи заäании тока на ãpа-
ниöах. Чтобы избежатü их, необхоäиìо вывести
äопоëнитеëüное соотноøение, ÷то несëожно в оä-
ноìеpноì сëу÷ае. В [32] не пpивеäено сpавнение
pезуëüтатов ìоäеëиpования с экспеpиìентаëüны-
ìи äанныìи, ÷то не позвоëяет оöенитü pеаëüные
возìожности описанноãо поäхоäа.

К сожаëениþ, фоpìаëизì ìатpиö пëотности
пpи ìоäеëиpовании pезонансно-туннеëüных пpи-
боpных стpуктуp не поëу÷иë такоãо øиpокоãо pас-
пpостpанения, как в физике твеpäоãо теëа. С÷ита-
ется [31], оäнако, ÷то pеøитü уpавнение äëя ìат-
pиöы пëотности пpоще, ÷еì äëя функöии pаспpе-
äеëения Виãнеpа.

Модели фоpмализма функций Вигнеpа

Данный фоpìаëизì пpи ìоäеëиpовании PТД
испоëüзуется äостато÷но ÷асто. Впеpвые он пpиìе-
няëся в pаботе [33], оäнако без уpавнения Пуассо-
на. В äаëüнейøеì [34, 35] на÷аëи испоëüзоватü ки-
нети÷еское уpавнение äëя функöии Виãнеpа со-
вìестно с уpавнениеì Пуассона. Несìотpя на то,
÷то виãнеpовское пpеäставëение квантовой ìеха-
ники эквиваëентно тpаäиöионноìу, с÷итается, ÷то
äëя фоpìаëизìа функöий Виãнеpа в pассìатpивае-
ìых заäа÷ах свойственны сëеäуþщие основные
äостоинства: хоpоøая пpиìениìостü äëя ìоäеëи-
pования пеpехоäных пpоöессов и ìаëосиãнаëüноãо
анаëиза; наибоëее естественный у÷ет пpоöессов
pассеяния.

Анализ пеpеходных пpоцессов чpезвычайно важен
именно для наноэлектpонных пpибоpных стpуктуp,
хотя бы всëеäствие высокой ÷увствитеëüности äан-
ных стpуктуp к pазнообpазныì взаиìоäействияì
(возìожны, напpиìеp, pазëи÷ные внутpенние не-
устой÷ивости, фëуктуаöии на ãpаниöах). Так, в pа-
ботах [36, 37] быëо показано, ÷то äëя аäекватноãо
ìоäеëиpования обëасти отpиöатеëüной äиффеpен-
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öиаëüной пpовоäиìости ВАХ ("пëато", ãистеpезис,
обëастü внутpенней бистабиëüности) öеëесообpаз-
но иссëеäование пеpехоäных пpоöессов. В обëас-
ти "пëато", в ÷астности, возникаþт осöиëëяöии
о÷енü высокой ÷астоты (теpаãеpöовоãо äиапазо-
на) пpи постоянных сìещениях на PТД. "Пëато"
же на ВАХ, по-виäиìоìу, поëу÷ается факти÷ески
в pезуëüтате усpеäнения во вpеìени. Такиì обpа-
зоì, äëя ãëубокоãо иссëеäования этих обëастей
жеëатеëен нестаöионаpный анаëиз. Кpоìе тоãо,
необхоäиìо констатиpоватü, ÷то ìоäеëи фоpìа-
ëизìа воëновых функöий в настоящее вpеìя äëя
анаëиза пеpехоäных пpоöессов ìенее pазвиты,
хотя и тpебуþт ìенüøе вы÷исëитеëüных pесуpсов
ЭВМ [21, 24].

Учет pассеяния также часто пpинципиально не-
обходим для наноэлектpонных пpибоpов, и фоpìа-
ëизì функöий Виãнеpа позвоëяет сäеëатü это äос-
тато÷но естественно. Это связано с отìе÷енной
pанее опpеäеëенной анаëоãией поëу÷аеìых кван-
товых кинети÷еских уpавнений äанноãо фоpìа-
ëизìа с кинети÷ескиì уpавнениеì Боëüöìана
(КУБ) [13]. Вспоìниì, ÷то в поëукëасси÷ескоì
поäхоäе у÷ет pассеяния относитеëüно непëохо от-
pаботан [12]. Поэтоìу возìожно испоëüзование
уже наpаботанных поäхоäов. По описанной пpи-
÷ине фоpìаëизì функöий Виãнеpа боëее уäобен
по сpавнениþ с эквиваëентныì фоpìаëизìоì
ìатpиö пëотности.

Pассìотpиì кpатко äискpетные ìоäеëи фоpìа-
ëизìа функöий Виãнеpа. И зäесü ключевыми явля-
ются одночастичное пpиближение и пpиближение
эффективной массы [21]. В pезуëüтате квантовое
кинети÷еское уpавнение äëя оäно÷асти÷ной функ-
öии Виãнеpа ìожет бытü поëу÷ено из уpавнения
Лиувиëëя—фон Нейìана нескоëüкиìи путяìи
[34], вкëþ÷ая вывоä с поìощüþ фоpìаëизìа не-
pавновесных функöий Гpина. Уäобной äëя анаëиза
явëяется сëеäуþщая фоpìа записи кинети÷ескоãо
уpавнения (сpавни с (2)) äëя оäно÷асти÷ной функ-
öии Виãнеpа f [38]:

 =  + f, (3)

ãäе  — опеpатоp, описываþщий баëëисти÷еское

äвижение носитеëей заpяäа, а  — опеpатоp со-
уäаpений. В соответствии с виäоì (3) одной из глав-
ных пpоблем пpи pазpаботке моделей данного фоpма-

лизма является поиск опеpатоpов  и , адекватно

описывающих физические пpоцессы, пpотекающие
в наноэлектpонной пpибоpной стpуктуpе, включая
диссипативные.

Тpаäиöионно пpи ìоäеëиpовании PТД испоëü-
зуется сëеäуþщий боëее конкpетный виä (соответ-

ствуþщий опеpатоp ) кинети÷ескоãо уpавнения в
оäноìеpноì сëу÷ае [21]:

 = –  – 

– dk' 2 dy sin[(k – k' )] y V  –

– V f(x, k', t ) + , (4)

ãäе k — воëновое ÷исëо; V(x) — потенöиаëüная
энеpãия; (∂f/∂t)c — стоëкновитеëüный ÷ëен. Виä-
но, ÷то äанное уpавнение поäобно КУБ (1) в [12].
Дëя боëее поëноãо у÷ета вëияния эëектpи÷ескоãо
поëя необхоäиìо pеøатü (4) совìестно с уpавне-
ниеì Пуассона. Хотя кинети÷еское уpавнение виäа
(4) ìожет бытü вывеäено äостато÷но стpоãо, поëу-
÷аеìые выpажения äëя стоëкновитеëüноãо ÷ëена
не испоëüзуþтся. Это связано с ÷pезвы÷айной сëож-
ностüþ и ãpоìозäкостüþ äанных соотноøений. По-
этоìу тpаäиöионныì стаëо факти÷ески поëукëас-
си÷еское вкëþ÷ение стоëкновитеëüноãо ÷ëена в
ìоäеëü [21]. В pезуëüтате выpажение äëя интеãpаëа
стоëкновений пpиниìает виä (3) в [12]. Хотя в ëи-
теpатуpе иноãäа и пpивоäятся нескоëüко возìож-
ных аппpоксиìаöий äëя неãо [38], пpи pас÷етах,
как пpавиëо, пpиìеняется пpибëижение вpеìени
pеëаксаöии [21].

Остановиìся на основных пpобëеìах ÷исëен-
ноãо ìоäеëиpования PТД. Их пеpвопpи÷иной яв-
ëяется, коне÷но же, о÷енü высокая степенü сëож-
ности физи÷еских пpоöессов в пpибоpной стpук-
туpе, пpивоäящая к необхоäиìости pассìотpения
ìноãо÷асти÷ной заäа÷и, а также у÷ета вëияния
сиëüных поëей, pазëи÷ноãо pоäа неоäноpоäностей,
äиссипативных пpоöессов.

Оäниì из наибоëее важных и сëожных вопpо-
сов явëяется постановка гpаничных условий. Это
связано с необхоäиìостüþ у÷ета äвух ãpупп äисси-
пативных пpоöессов пpи ìоäеëиpовании эëеìента
наноэëектpоники, а иìенно:

� внутpенних, вызванных взаиìоäействиеì эëек-
тpонов с äpуãиìи виäаìи ÷астиö и ìежäу собой
(в ìенüøей степени) собственно в саìоì эëе-
ìенте;

� внешних, опpеäеëяеìых обìеноì, взаиìоäейст-
виеì носитеëей заpяäа с внеøней схеìой, а в
боëее øиpокоì сìысëе — с окpужениеì (pезеp-
вуаpоì).

Особая сëожностü pассìотpения äиссипатив-
ных пpоöессов äëя наноэëектpонных пpибоpных
стpуктуp закëþ÷ается в тоì, ÷то эти äве ãpуппы
пpоöессов ìоãут бытü зäесü ãоpазäо боëее взаиìо-
связанныìи по сpавнениþ с эëеìентаìи ìикpо-
эëектpоники. В pезуëüтате äëя коppектной поста-
новки ãpани÷ных усëовий тpебуется знание со-
стояния систеìы на ãpаниöе, опpеäеëяеìое не
тоëüко окpужениеì, но и пpоöессаìи внутpи саìо-
ãо пpибоpа. Иныìи сëоваìи, стpоãо ãовоpя, необ-
хоäиìо знатü "то÷ное" pеøение поëной саìосоãëа-
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сованной заäа÷и äëя всей заìкнутой систеìы
"пpибоp—окpужение". О÷евиäно, ÷то в общеì сëу-
÷ае этоãо äобитüся невозìожно. Пpи ìоäеëиpова-
нии собственно эëеìента возìожно нескоëüко
поäхоäов [33, 35, 39]:

� pасøиpитü обëасти pеøения äостато÷но äаëеко
от исто÷ника квантовых эффектов, так ÷тобы
äопоëнитеëüные обëасти хаpактеpизоваëисü
кëасси÷ескиì повеäениеì, т. е. pавновесной
функöией pаспpеäеëения;

� испоëüзоватü äpуãие уpавнения, ìоäеëи в öеëях
опpеäеëения функöии Виãнеpа на ãpаниöе.

Так, есëи пpи постановке ãpани÷ных усëовий не
у÷итыватü хаpактеp наноэëектpонноãо пpибоpа как
откpытой систеìы, то в пpоöессе их ìоäеëиpова-
ния ìоãут возникатü неустой÷ивости [33, 39]. Что-
бы этоãо не пpоисхоäиëо, необхоäиìо ввоäитü äис-
сипативностü ÷еpез ãpани÷ные усëовия. К сожаëе-
ниþ, это äостато÷но сëожная заäа÷а, котоpая, в
пpинöипе, äоëжна pеøатüся путеì pассìотpения
ìикpоскопи÷еской ìоäеëи взаиìоäействия кон-
тактов, т. е. pезеpвуаpа, äопоëняþщеãо наøу от-
кpытуþ систеìу, в äанноì сëу÷ае — активнуþ
÷астü пpибоpной стpуктуpы, äо заìкнутой систеìы
(втоpой поäхоä). Поэтоìу тpаäиöионно испоëüзу-
ется пеpвый поäхоä, в ÷астности, с÷итается, ÷то
контакты — иäеаëüные pезеpвуаpы äëя носитеëей
заpяäа, т. е. все ÷астиöы в контактах пpихоäят в
pавновесное состояние, хаpактеpное äëя äанных
pезеpвуаpов. В pезуëüтате функöия pаспpеäеëения
Виãнеpа на контактах, как пpавиëо, заäается с по-
ìощüþ pавновесных функöий pаспpеäеëения Феp-
ìи—Диpака, Боëüöìана иëи сìещенных pаспpеäе-
ëений. Такая ìоäеëü контактов поëностüþ соот-
ветствует испоëüзуеìой в pаìках поëукëасси÷еско-
ãо поäхоäа [12] и у pяäа спеöиаëистов вызывает
опасения в сëу÷ае ìоäеëиpования PТД. Этиìи
сеpüезныìи опасенияìи явëяþтся возìожные на-
pуøения соотноøения неопpеäеëенностей и ухуä-
øения соãëасования с экспеpиìентоì [33, 39]. По-
этоìу в pаботе [33] спpавеäëиво отìе÷ается, ÷то
испоëüзуеìые ãpани÷ные усëовия äостато÷но ãpу-
бые, хотя и описываþт основные ка÷ественные
особенности взаиìоäействия "откpытая систеìа—
pезеpвуаp" в äанноì сëу÷ае. Pассìотpенный упpо-
щенный (пеpвый) поäхоä явëяется во ìноãоì вы-
нужäенныì, так как поëу÷ение стpоãой ìоäеëи
взаиìоäействия pезеpвуаpа с откpытой систеìой
на основе ìатpиöы пëотности (функöии Виãнеpа)
пpакти÷ески невозìожно [13]. В связи с этиì öе-
ëесообpазна pазpаботка ëиøü боëее пpостых ìоäе-
ëей в pаìках втоpоãо поäхоäа. Такиì обpазоì, пpи
постановке гpаничных условий ситуация весьма да-
лека от завеpшенной. Пеpспективным, по-видимому,
и здесь будет являться pазpаботка комбиниpованных
моделей, сочетающих элементы пеpвого и втоpого
подходов.

Две äpуãие пpобëеìы связаны с виäоì опеpато-

pа  в кинети÷ескоì уpавнении (4). Пеpвая сеpь-

езная пpоблема заключается в возможной потеpе,
иногда очень существенной, инфоpмации о кванто-
вом хаpактеpе поведения системы. О тоì, ÷то pеøе-
ния уpавнения äëя функöии Виãнеpа "ìоãут не со-
ответствоватü квантовоìехани÷ескиì заäа÷аì, есëи
на на÷аëüные усëовия к неìу не наëожено äопоë-
нитеëüное оãpани÷ение, опpеäеëяþщее äопусти-
ìый кëасс квантовых pаспpеäеëений", отìе÷аëосü
в обзоpе [40]. Так, оказывается, ÷то уpавнение (4) не
описывает квантовые законоìеpности, хаpактеp-
ные äëя ãаpìони÷ескоãо осöиëëятоpа [35, 40].
В ÷астности, посëе поäстановки потенöиаëа соот-
ветствуþщей кваäpати÷ной зависиìости [41] в (4)
поëу÷ается кëасси÷еское pеøение, так как (4) пе-
pехоäит в КУБ. В pезуëüтате не описывается физи-
÷ески пpавиëüно повеäение оäноãо из саìых пpо-
стых объектов квантовой ìеханики! Сëеäствиеì
этой пpобëеìы явëяется то, ÷то äëя äетаëüноãо
анаëиза энеpãети÷еских состояний квантовых яì в
PТД пpихоäится äопоëнитеëüно pеøатü уpавнение
Шpеäинãеpа [37]. Сëеäоватеëüно, фактически не-
обходимо стpоить комбиниpованную модель, осно-
ванную на двух фоpмализмах.

Втоpая пpоблема связана с учетом зависимости

эффективной массы от кооpдинаты в . Оказыва-
ется, ÷то в pаботах, в котоpых испоëüзуется уpав-
нение (4), эффективная ìасса беpется постоянной
по всеìу пpибоpу. Ясно, ÷то это не соответствует
äействитеëüности. В pаботах [42, 43] быëи вывеäе-
ны кинети÷еские уpавнения äëя функöии Виãнеpа,
позвоëяþщие у÷итыватü зависиìостü эффектив-
ной ìассы от кооpäинаты. К сожаëениþ, ìоäифи-
öиpованные кинети÷еские уpавнения сиëüно ус-
ëожняþтся по сpавнениþ с (4). Быëи поëу÷ены pе-
зуëüтаты с их пpиìенениеì в сëу÷ае неу÷ета pас-
сеяния [42], а также без у÷ета уpавнения Пуассона
[43]. Не быëо пpовеäено и сpавнение с экспеpи-
ìентаëüныìи äанныìи. И теì не ìенее, в pаботах
[42, 43] показана важностü у÷ета зависиìости эф-
фективной ìассы от кооpäинаты (как и в фоpìа-
ëизìе воëновых функöий [21]) пpи pас÷ете ВАХ
PТД путеì сpавнения с äpуãиìи, боëее пpостыìи
ìоäеëяìи. В то же вpеìя испоëüзование упpощен-
ноãо кинети÷ескоãо уpавнения, поäобноãо (4), ìо-
жет пpивоäитü к отpиöатеëüныì зна÷енияì тока
äоëины и контpастности ВАХ [43], т. е. физи÷ески
бессìысëенныì pезуëüтатаì.

Пpоблематичным в настоящее вpеìя является

и задание опеpатоpа  в кинетических уpавнениях,

т. е. учет pассеяния. С оäной стоpоны, важная ìо-
тивиpовка испоëüзования фоpìаëизìа функöий
Виãнеpа — уäобство у÷ета pассеяния, а с äpуãой
стоpоны — пpиìеняþтся поëукëасси÷еские поäхо-
äы еãо у÷ета. Пpи этоì паpаìетpы (вpеìена pеëак-
саöии, скоpости pассеяния) äëя кажäоãо из ìеха-
низìов pассеяния заäаþтся, как пpавиëо, постоян-
ныìи äëя всеãо пpибоpа, соответствуþщиìи объ-
еìныì ìатеpиаëаì. Так как обы÷но испоëüзуетсяL^
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пpибëижение вpеìени pеëаксаöии, то суììаpное
вpеìя pеëаксаöии пpи у÷ете нескоëüких ìеханиз-
ìов pассеяния опpеäеëяется соãëасно (10) в [12].
Пpи таких поäхоäах эти факти÷ески ìакpоскопи-
÷еские паpаìетpы носят явно поäãоно÷ный хаpак-
теp пpи ìоäеëиpовании PТД. В то же вpеìя не вы-
зывает соìнения, ÷то äëя аäекватноãо анаëиза pе-
зонансно-туннеëüных стpуктуp у÷ет pассеяния
пpинöипиаëüно необхоäиì всëеäствие ÷pезвы÷ай-
ной ÷увствитеëüности повеäения стpуктуp к еãо
вëияниþ [21, 34, 35, 37]. Жеëатеëüно быëо бы так-
же пpиниìатü во вниìание и эëектpон-эëектpон-
ное взаиìоäействие. В этоì сëу÷ае в кинети÷еское
уpавнение необхоäиìо ввоäитü äвух÷асти÷нуþ
функöиþ Виãнеpа и испоëüзоватü äопоëнитеëüные
пpибëижения и соотноøения. В настоящее вpеìя,
к сожаëениþ, этоãо никто не сäеëаë äëя pассìат-
pиваеìой заäа÷и. Сëеäует также напоìнитü о тоì,
÷то поëукëасси÷еское "pаскpытие" (∂f/∂t)c факти-

÷ески пpивоäит к еäинственноìу исто÷нику кван-
товоìехани÷еских коppекöий в pеøениях, опpеäе-
ëяеìоìу ÷ëеноì, соäеpжащиì потенöиаë в (4).
Опасности этоãо уже отìе÷аëисü. По изëоженныì
пpи÷инаì весüìа актуальной является задача pаз-
pаботки более адекватных квантомеханических под-
ходов к учету pассеяния пpи моделиpовании PТД.

Достато÷но сеpüезная пpобëеìа — создание чис-
ленных методов pешения pассматpиваемой самосо-
гласованной задачи. Гëавной объективной пpи÷и-
ной этоãо явëяется то, ÷то äаже в стаöионаpноì
оäноìеpноì сëу÷ае (сì. (4)) ìоäеëü факти÷ески
äвуìеpная (по пpостpанству x и воëновоìу ÷исëу k,
т. е. в фазовоì пpостpанстве). Зäесü уìестно отìе-
титü, ÷то äëя фоpìаëизìа воëновых функöий, не-
сìотpя на осуществëяеìый пеpебоp по энеpãияì
(на контактах), а то÷нее k, заäа÷а äëя кажäоãо из
зна÷ений энеpãии все же оäноìеpная. В сëу÷ае не-
обхоäиìости ìоäеëиpования пеpехоäных пpоöес-
сов ìоäеëü еще боëее усëожняется. Заìетиì также,
÷то с поìощüþ некотоpых ÷исëенных ìоäеëей
фоpìаëизìа функöий Виãнеpа стаöионаpный ана-
ëиз пpовоäится путеì pас÷ета установивøеãося пе-
pехоäноãо пpоöесса, т. е. ÷еpез äинаìику. В итоãе,
äëя ìоäеëиpования PТД в pаìках äанноãо фоpìа-
ëизìа тpебуется пpиìенение вы÷исëитеëüных сис-
теì высокой пpоизвоäитеëüности: супеpЭВМ и äp.
Поэтоìу повышение эффективности используемых
численных методов является весьма актуальной за-
дачей.

Пpихоäится констатиpоватü, ÷то иссëеäования
äанноãо pоäа о÷енü ìаëо÷исëенны. Так, пpи ко-
не÷но-pазностной аппpоксиìаöии пpиìеняþтся,
как пpавиëо, станäаpтные ìетоäы [44], в ÷астно-
сти, испоëüзуþтся pазностные отноøения пpотив
потока äëя ÷ëена, соäеpжащеãо ãpаäиент в (4), а
äëя уpавнения Пуассона — öентpаëüно-pазност-
ные отноøения втоpоãо поpяäка то÷ности. Вна÷а-
ëе пpи аппpоксиìаöии ãpаäиента в (4) пpиìеня-
ëисü pазностные отноøения пpотив потока пеpво-
ãо поpяäка [35, 42]. Оäнако впосëеäствии быëо по-

казано, ÷то такие аппpоксиìаöии ìоãут пpивоäитü
не тоëüко к коëи÷ественныì, но и ка÷ественныì
оøибкаì äаже пpи нуëевых сìещениях PТД [45].
О÷енü зна÷итеëüные поãpеøности поëу÷аþтся и
пpи pас÷ете ВАХ и ìоäеëиpовании пеpехоäных
пpоöессов в PТД [45]. Поэтоìу öеëесообpазно ис-
поëüзоватü pазностные отноøения пpотив потока
не пеpвоãо, а втоpоãо поpяäка то÷ности [37, 45, 46].
В pаботе [39] быëо показано, ÷то постpоение äис-
кpетных ìоäеëей PТД тpебует особоãо вниìания,
так как ìоãут возникатü неìаëые оøибки усе÷ения
в выпоëнении pяäа физи÷ески важных соотноøе-
ний, вкëþ÷ая некотоpые законы сохpанения. Так,
возìожен ощутиìый "ненуëевой ток" пpи нуëевых
пpикëаäываеìых сìещениях. Поэтоìу необхоäиì
обязатеëüный контpоëü øаãов сетки äискpетиза-
öии в фазовоì пpостpанстве. Теоpети÷еский ана-
ëиз pазëи÷ных ìоäеëей PТД [39], вкëþ÷ая ìоäеëü
фоpìаëизìа ìатpиö пëотности [31], по оøибкаì
усе÷ения пpи выпоëнении указанных соотноøе-
ний позвоëиë установитü [39], ÷то в зависиìости
от заäа÷и иссëеäования та иëи иная äискpетная
ìоäеëü ìожет иìетü опpеäеëенные пpеиìущества
и неäостатки. Это öеëесообpазно у÷итыватü пpи их
испоëüзовании.

К сожаëениþ, физические подходы типа [10] к
постpоению дискpетных моделей данного фоpмализ-
ма пока не pазpабатываются. Можно ëиøü пpеä-
поëожитü, ÷то посëе pазpаботки таких новых ко-
не÷но-pазностных аппpоксиìаöий pассìатpивае-
ìой саìосоãëасованной заäа÷и нас ìоãут ожиäатü
поäобные отìе÷енныì выøе pазо÷аpования по по-
воäу поëу÷енных pанее pезуëüтатов. Опpеäеëенные
основания к этоìу естü — относитеëüно небоëüøое
÷исëо узëов сеток äискpетизаöии, как пpавиëо, ис-
поëüзуеìое в упоìянутых ìоäеëях как по x (äо 90),
так и по k (äо 90), пpи÷еì тpаäиöионно pавноìеp-
ных. Заìетиì, ÷то такое оãpани÷ение по ÷исëу уз-
ëов в некотоpых ìоäеëях ìожет бытü сëеäствиеì
возìожностей äаже äостато÷но ìощных вы÷исëи-
теëüных систеì (сì., напpиìеp [45]). Ноpìаëüнуþ
то÷ностü pас÷ета пpи такоì ìаëоì ÷исëе узëов pав-
ноìеpной сетки пpостpанственной äискpетизаöии
ìожно поëу÷итü, суäя по всеìу, pассìатpивая
тоëüко активнуþ обëастü пpибоpа и пpенебpеãая
пpотяженныìи пассивныìи обëастяìи [47]. Вëия-
ние же посëеäних ìожет бытü важныì, особенно
пpи соãëасовании с экспеpиìентоì.

Пpи моделиpовании пеpеходных пpоцессов испоëü-
зуþтся как явные, так и неявные ìетоäы интеãpи-
pования по вpеìени äëя кинети÷ескоãо уpавнения
[35—37, 45, 47], пpи÷еì пpедпочтение отдается не-
явным pазностным схемам.

Кpайне сëабо pазpаботаны и иссëеäованы ìето-
äы итеpаöионноãо pеøения неëинейных уpавне-
ний äискpетной ìоäеëи, а жаëü. Отìе÷у, пожаëуй,
еäинственнуþ сеpüезнуþ pаботу [46] в äанноì на-
пpавëении. В ней сpавниваëисü по эффективно-
сти, то÷ности и наäежности ÷етыpе итеpаöионных
ìетоäа, а иìенно: посëеäоватеëüной и оäновpе-
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ìенной конöепöий äëя анаëиза стаöионаpных и
пеpехоäных пpоöессов. В ка÷естве теста осуществ-
ëяëся pас÷ет ВАХ PТД. Особуþ сëожностü пpи
этоì пpеäставëяет ìоäеëиpование "пëато" в обëас-
ти отpиöатеëüной äиффеpенöиаëüной пpовоäиìо-
сти. Быëо показано, ÷то кажäый из ìетоäов пpи
pеøении äанной заäа÷и иìеет свои äостоинства и
неäостатки. Поэтоìу в пpоãpаììах ÷исëенноãо ìо-
äеëиpования PТД жеëатеëüно иìетü pеаëизаöиþ
нескоëüких итеpаöионных ìетоäов, в ÷астности,
äëя анаëиза как стаöионаpных, так и пеpехоäных
пpоöессов. Обы÷ная же пpактика — испоëüзование
ìетоäов äëя анаëиза ëибо стаöионаpных, ëибо пе-
pехоäных пpоöессов. В [46] показано, ÷то это опас-
ная пpактика, так как в некотоpых сëу÷аях физи-
÷ески коppектные pезуëüтаты ìоãут бытü поëу÷ены
тоëüко ëиøü с поìощüþ опpеäеëенноãо итеpаöи-
онноãо ìетоäа из ÷етыpех иссëеäованных.

О÷енü важныì, как отìе÷аëосü в [46], явëяется
и выбоp кpитеpия схоäиìости внеøних итеpаöий.
Так, оказывается, ÷то схоäиìостü äëя уpавнения
Пуассона äаже с относитеëüно высокой то÷ностüþ
(по невязке) не явëяется äостато÷ной в некотоpых
сëу÷аях. Боëее уäовëетвоpитеëüно äопоëнитеëüное
испоëüзование кpитеpия по изìенениþ пpиpаще-
ния эëектpостати÷ескоãо потенöиаëа äо относи-
теëüно ìаëых зна÷ений (ìенüøе 10–6 В). Оäнако
и пpиìенение äанных äвух кpитеpиев бывает не-
äостато÷ныì, напpиìеp, пpи анаëизе стаöионаp-
ных pежиìов ÷еpез äинаìику. В этих сëу÷аях не-
обхоäиìо уìенüøатü изìенение пëотности тока по
äëине пpибоpа äо относитеëüно ìаëоãо зна÷ения
[46]. Такиì обpазоì, äанный кpитеpий во ìноãоì
поäобен описанноìу и pекоìенäованноìу pанее
[10]. Отìетиì, ÷то пpи поиске pеøения в обëастях
неустой÷ивостей и устой÷ивых высоко÷астотных
осöиëëяöий ÷исëовые зна÷ения веpхних ãpаниö
оöениваеìых поãpеøностей äоëжны бытü иноãäа
на ÷етыpе поpяäка ìенüøе [46] по сpавнениþ с
äpуãиìи обëастяìи ВАХ PТД, т. е. заäа÷а сиëüно
усëожняется в ìатеìати÷ескоì пëане. Пpи этоì
äëя pас÷етов иноãäа необхоäиìо испоëüзоватü
супеpЭВМ. В öеëоì, pезуëüтаты [46] убеäитеëüно
äоказываþт высокую актуальность pазpаботки и
глубокого исследования численных методов pеализа-
ции дискpетных моделей наноэлектpонных пpибоp-
ных стpуктуp несмотpя на возможные сеpьезные
пpоблемы на этом пути.

Сëеäствиеì описанных пpобëеì явëяется то,
÷то с пpименением дискpетных моделей фоpмализма
функций Вигнеpа пpактически нет убедительных
пpимеpов согласования pезультатов pасчета ВАХ
PТД с экспеpиментальными данными* [21], т. е. эти
модели еще достаточно гpубы. По этой пpи÷ине,
по-виäиìоìу, не надо бояться введения дополни-
тельных зависимостей согласующих паpаметpов мо-
делей, в частности, эффективных масс, вpемен pе-

лаксации, скоpостей pассеяния и дp., от pежима pа-
боты пpибоpной стpуктуpы наноэлектpоники и иных
фактоpов. Напоìниì, ÷то это уже äавно тpаäиöи-
онный ìетоäи÷еский поäхоä äëя эëектpи÷еских
ìоäеëей МОП- и бипоëяpных тpанзистоpов кpеì-
ниевых ИС, напpиìеp äëя коэффиöиентов пеpеäа-
÷и [48]. По÷еìу поäобные ìетоäики не ìоãут ис-
поëüзоватüся и зäесü? Автоp не виäит к этоìу ни-
каких сеpüезных оснований. Гëавный же аpãуìент
в поëüзу äанноãо поäхоäа — ÷pезвы÷айно высокая
степенü сëожности заäа÷и. Поэтоìу ìы факти÷е-
ски еще находимся в начале очень сложного пути по-
стpоения адекватных дискpетных моделей наноэлек-
тpонных пpибоpных стpуктуp и методик идентифи-
кации их паpаметpов.

Pассìотpение äанноãо фоpìаëизìа завеpøиì
сëеäуþщей öитатой из pаботы [40]: "саìа по себе
функöия Виãнеpа ëиøена физи÷ескоãо сìысëа, и
наãëяäностü виãнеpовскоãо пpеäставëения в зна-
÷итеëüной степени явëяется кажущейся".

Модели фоpмализма функций Гpина

Общепpизнанныì в квантовой ìеханике явëя-
ется то, ÷то äëя описания систеì оäинаковых ÷ас-
тиö наибоëее уäобен ìетоä втоpи÷ноãо квантова-
ния [41]. Еãо особая öенностü закëþ÷ается в пpи-
ìениìости äëя систеì с несохpаняþщиìся ÷исëоì
÷астиö. В äанноì ìетоäе в ка÷естве независиìых
пеpеìенных вìесто поëноãо набоpа ìехани÷еских
веëи÷ин тоãо иëи иноãо инäивиäуаëüноãо состоя-
ния ÷астиö беpутся ÷исëа запоëнения ÷астиö в этих
состояниях. В pезуëüтате ãаìиëüтониан систеìы
выpажается ÷еpез опеpатоpы pожäения и уни÷то-
жения. Pеøение же заäа÷и пpи этоì обы÷но упpо-
щается.

Функöии Гpина в pассìотpение ввоäятся как
сpеäние веëи÷ины (с то÷ностüþ äо коэффиöиента,
в котоpый вхоäит ìниìая еäиниöа) от pазëи÷ных
пpоизвеäений ãейзенбеpãовских опеpатоpов pож-
äения и уни÷тожения ÷астиö в ìетоäе втоpи÷ноãо
квантования. В pезуëüтате, напpиìеp, оäно÷асти÷-
ные функöии Гpина зависят уже от äвух пpостpан-
ственно-вpеìенных то÷ек, т. е. ÷исëо вpеìенных
кооpäинат, вообще ãовоpя, уäваивается по сpавне-
ниþ с оäно÷асти÷ныìи ìатpиöей пëотности и
функöией Виãнеpа! Так как функöии Гpина связа-
ны äостато÷но пpостыìи соотноøенияìи с ìатpи-
öаìи пëотности, функöияìи Виãнеpа, то поëу÷ае-
ìые уpавнения äвижения, к сожаëениþ, обëаäаþт
теì же сеpüезныì неäостаткоì [13]. В ÷астности, в
уpавнения äвижения äëя оäно÷асти÷ных функöий
Гpина вхоäят äвух÷асти÷ные функöии Гpина и т. ä.
(иеpаpхия уpавнений). В связи с этиì äëя поëу÷е-
ния из öепо÷ек уpавнений упpощенных кинети÷е-
ских уpавнений äëя оäно÷асти÷ных функöий Гpи-
на ввеäение аппpоксиìаöий äëя äвух÷асти÷ных
функöий явëяется, по существу, также обязатеëü-
ныì [49, 50].

 *Сpавнение обы÷но пpовоäится äëя факти÷ески активной
обëасти (äëиной äо 60 нì) PТД pаботы [47].
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Кpоìе отìе÷енноãо неäостатка, закëþ÷аþщеãо-
ся в появëении äопоëнитеëüных вpеìенных кооp-
äинат, äëя фоpìаëизìа функöий Гpина хаpактеpно
и увеëи÷ение ÷исëа уpавнений äвижения. Так, äëя
оäно÷асти÷ных функöий Гpина поëу÷аþтся ÷еты-
pе уpавнения Каäанова—Бейìа [50], то÷ные в теp-
ìоäинаìи÷ескоì пpеäеëе. В äанные уpавнения
вхоäят также собственно энеpãети÷еские функöии,
котоpые ìоãут бытü выpажены ÷еpез те же функ-
öии Гpина и äëя котоpых необхоäиìо поëу÷атü äо-
поëнитеëüные соотноøения. В этоì сëу÷ае набоp
уpавнений Каäанова—Бейìа ìожно с÷итатü заìк-
нутыì. Опpеäеëенное осëабëение отìе÷енноãо не-
äостатка быëо äостиãнуто в pаìках äиаãpаììной
техники Л. В. Кеëäыøа [51]. Так, путеì ввеäения
тpех функöий Гpина (опеpежаþщей, запазäываþ-
щей и коppеëяöионной) уäается систеìу ÷етыpех
о÷енü сëожных интеãpо-äиффеpенöиаëüных уpав-
нений свести к äвуì независиìыì уpавненияì.
Поэтоìу в ëитеpатуpе äанный, наибоëее эффек-
тивный, поäхоä поëу÷иë название фоpìаëизìа
Кеëäыøа—Каäанова—Бейìа и ÷асто испоëüзуется
в заäа÷ах физики твеpäоãо теëа.

Зäесü сëеäует обpатитü вниìание на оäно заìе-
÷ание pаботы [51], касаþщееся äиаãpаììной тех-
ники вообще. Сìысë еãо в тоì, ÷то поëу÷аеìые с
ее поìощüþ pезуëüтаты коppектны äëя вpеìен,
бóëüøих по сpавнениþ с вpеìенеì pеëаксаöии.
Возìожна же и такая постановка вопpоса, коãäа в
ìоìент вpеìени t0 заäана пpоизвоëüная ìатpиöа
пëотности ρ(t0) и необхоäиìо пpоанаëизиpоватü
pеëаксаöиþ этоãо состояния к установивøеìуся.
Такая заäа÷а, суäя по всеìу, не ìожет бытü описа-
на ëþбыìи äиаãpаììныìи техникаìи, так как в их
основе ëежит аппpоксиìаöия äвух-, тpех- и т. ä.
÷асти÷ных функöий Гpина с поìощüþ оäно÷ас-
ти÷ных, по кpайней ìеpе, в виäе бесконе÷ноãо pя-
äа. Сëеäоватеëüно, пpи моделиpовании пеpеходных
пpоцессов с помощью одночастичных функций Гpина
очень остоpожно необходимо относиться к pезуль-
татам, полученным пpи малых вpеменах, меньших
вpемени pелаксации системы. Аналогичное заключе-
ние, по-видимому, спpаведливо и для дpугих pассмот-
pенных pанее фоpмализмов, так как они обычно ос-
новываются на одночастичных пpиближениях.

Несìотpя на отìе÷енное повыøение эффек-
тивности фоpìаëизìа функöий Гpина с поìощüþ
äиаãpаììной техники Л. В. Кеëäыøа испоëüзова-
ние поëу÷аеìых уpавнений äëя ìоäеëиpования на-
ноэëектpонных пpибоpов, к сожаëениþ, о÷енü
сëожно äаже в стаöионаpноì сëу÷ае. Интеpесный
пpибëиженный ìетоä, пpивоäящий к непëохиì
pезуëüтатаì, быë pазвит в pаботах Датты (S. Datta)
с соавтоpаìи [52—54]. В еãо основе ëежит извест-
ный поäхоä Ланäауэpа—Буттикеpа (R. Landauer,
M. Büttiker). Так, äëя тока (в то÷ке контакта r) на
еäиниöу энеpãии и объеìа обосновано уpавнение

I(r, E ) = dr'T(r, r', E )[f (r, E) – fτ(r', E )], (5)

ãäе e — заpяä эëектpона; T(r, r', E ) — коэффиöиент
пpоисхожäения; f(r, E ) — функöия запоëнения;
fτ(r', E ) — эффективная функöия запоëнения, у÷и-
тываþщая пpоöессы неупpуãоãо pассеяния. Дëя
вы÷исëения коэффиöиента пpохожäения, функ-
öии запоëнения и скоpостей pассеяния (вхоäят в
fτ(r', E )) в pаìках фоpìаëизìа Кеëäыøа—Каäано-
ва—Бейìа поëу÷ена систеìа заìкнутых уpавнений
[55], в котоpуþ вхоäит и упpощенное кинети÷еское
уpавнение äëя Фуpüе-обpаза оäно÷асти÷ной функ-
öии Гpина. Основныìи физи÷ескиìи äопущения-
ìи в äанной стаöионаpной оäноìеpной ìоäеëи
PТД явëяþтся:
� спpавеäëивы оäно÷асти÷ное пpибëижение и ìе-

тоä эффективной ìассы;
� ìоäеëиpуется эëектpонный тpанспоpт в оäной

зоне пpовоäиìости;
� пpеäпоëаãается спеöиаëüный виä потенöиаëов

äëя нескоëüких у÷итываеìых ìеханизìов неуп-
pуãоãо pассеяния.
Пpи ÷исëенноì pеøении кинети÷ескоãо уpав-

нения äëя Фуpüе-обpаза запазäываþщей функöии
Гpина испоëüзуþтся эëеìенты ìетоäа сиëüной
связи (пpи аппpоксиìаöии закона äиспеpсии на
соответствуþщей сетке), ÷то пpивоäит к уpавнени-
яì, хаpактеpизуеìыì pазpеженной ìатpиöей. Это
зна÷итеëüно упpощает ÷исëенное pеøение кине-
ти÷ескоãо уpавнения.

Хотя ìетоä и позвоëяет вы÷исëятü конöентpа-
öиþ поäвижных эëектpонов и пëотностü тока
внутpи стpуктуpы, äëя неãо свойственно наpуøе-
ние консеpвативности пëотности тока на ãpаниöе
"пpибоp—контакт" [53]. Кpоìе тоãо, эффективная
ìасса беpется постоянной по всей стpуктуpе, а ин-
тенсивностü неупpуãоãо pассеяния поäбиpается с
поìощüþ "некотоpой функöии" [53]. Моäеëü, к со-
жаëениþ, тpебует äëя pеаëизаöии о÷енü боëüøих
вы÷исëитеëüных pесуpсов ЭВМ.

Посëеäний неäостаток pассìотpенноãо пpибëи-
женноãо ìетоäа в зна÷итеëüной степени усуãубëя-
ется теì, ÷то в PТД тpаäиöионно существуþт äос-
тато÷но пpотяженные пассивные обëасти. Жеëа-
теëüно также у÷естü боëüøее ÷исëо ìеханизìов
pассеяния. Дëя осëабëения пеpвоãо неäостатка ис-
поëüзуется äостато÷но общий подход, ÷асто пpиìе-
няеìый в pаìках фоpìаëизìа воëновых функöий,
а иìенно: пpотяженные пассивные области PТД
pассматpиваются как пpодолжение контактов и
для них стpоится более пpостая модель. Такиì об-
pазоì, необходимо pазpабатывать комбиниpованную
модель, тpебующую меньших вычислительных pесуp-
сов ЭВМ.

Данный эффективный поäхоä в pаìках фоpìа-
ëизìа функöий Гpина быë pеаëизован в pаботах
[56, 57]. В ÷астности, пpибоp быë pазбит на äва
"боëüøих pезеpвуаpа" (эìиттеpный и коëëектоp-
ный) и "коpоткий пpибоp". Дëя "боëüøих pезеpвуа-
pов" испоëüзованы пpостые соотноøения, спpа-
веäëивые пpи pяäе пpеäпоëожений. Факти÷ески
эти обëасти тpактуþтся как пpоäоëжение контак-
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тов. Ввеäение äопущений в "коpоткоì пpибоpе"
позвоëиëо поëу÷итü кинети÷еские уpавнения äëя
оäно÷асти÷ных функöий Гpина в пpибëижении
эффективной ìассы с у÷етоì вëияния этих пpотя-
женных контактов. В pезуëüтате "несаìосоãëасо-
ванных аппpоксиìаöий" вывеäены и упpощенные
соотноøения äëя необхоäиìых собственно энеpãе-
ти÷еских функöий äëя pазëи÷ных ìеханизìов pас-
сеяния тоëüко в "коpоткоì пpибоpе", а иìенно: на
поëяpных опти÷еских фононах, на акусти÷еских
фононах, на неоäноpоäностях соеäинений, на øе-
pоховатостях ãpаниö pазäеëа и на ионизиpованных
пpиìесях. Поэтоìу отìетиì äостоинство ìоäеëи,
закëþ÷аþщееся в у÷ете øиpокоãо спектpа ìеха-
низìов pассеяния в pаìках еäиноãо фоpìаëизìа.
Пpи заäании закона äиспеpсии в äискpетной ìо-
äеëи возìожно пpиìенение оäно-, äвух- и äесяти-
зонной ìоäеëей с испоëüзованиеì эëеìентов ìе-
тоäа сиëüной связи [57]. В боëее сëожных ìоäеëях
по отноøениþ к оäнозонной у÷итывается непаpа-
боëи÷ностü зон. Дëя вы÷исëения тока поëу÷ена
обобщенная интеãpаëüная фоpìуëа äëя туннеëüно-
ãо тока непосpеäственно ÷еpез функöии Гpина в
сëу÷ае неу÷ета pассеяния. Она поäобна фоpìуëе
Тсу—Есаки [2].

В pаìках фоpìаëизìа функöий Гpина с пpиìе-
нениеì äесятизонной ìоäеëи быë у÷тен äопоëни-
теëüный эффект в PТД на основе GaAs/AlAs, свя-
занный с наpуøениеì тpансëяöионной сиììетpии
на ãетеpоãpаниöе [58]. Хотя в этой pаботе пpовеäе-
но и нескоëüко äpуãих ìоäификаöий по сpавне-
ниþ с ìоäеëüþ [57], вкëþ÷ая саìосоãëасование,
автоpаìи [58] не у÷итываëисü ìеханизìы pассея-
ния и вëияние "теìпеpатуpных эффектов", поэто-
ìу не пpовоäиëосü сpавнение pезуëüтатов pас÷ета
ВАХ с экспеpиìентаëüныìи äанныìи. Дpуãая ìо-
äификаöия ìоäеëи [57] — испоëüзование уpавне-
ния äëя пëотности тока äиффузионно-äpейфовой
ìоäеëи в "боëüøих pезеpвуаpах" эìиттеpа и коë-
ëектоpа — не пpивеëа к поäтвеpжäениþ пpинöи-
пиаëüной необхоäиìости pеøения такой боëее
стpоãой заäа÷и в этих пpотяженных обëастях по
сpавнениþ с pанее пpиìеняеìыì квазиpавновес-
ныì пpеäпоëожениеì в них [59]. Заìетиì, ÷то это
о÷енü важный pезуëüтат, так как äанное пpеäпоëо-
жение обы÷но испоëüзуется и в коìбиниpованных
ìоäеëях PТД, основанных на фоpìаëизìе воëно-
вых функöий. По-виäиìоìу, оно äопустиìо äëя
äанных пpибоpов в ìакpоскопи÷еских обëастях
эìиттеpа и коëëектоpа.

Анаëиз показывает, ÷то к основным недостат-
кам моделей фоpмализма функций Гpина следует от-
нести: несогласованность аппpоксимаций, пpименяе-
мых на pазличных этапах постpоения модели; гpо-
моздкость; тpебуемые большие вычислительные pе-
суpсы ЭВМ. Пеpвый неäостаток наибоëее сеpüезен
и хаpактеpен не тоëüко äëя ìоäеëей наноэëектpон-
ных пpибоpных стpуктуp, основанных на фоpìа-
ëизìе функöий Гpина, но и вообще äëя pассìат-
pиваеìоãо фоpìаëизìа в öеëоì в pазëи÷ных заäа-

÷ах. Он связан с кpайней ãpоìозäкостüþ поäхоäа и
боëüøиì ÷исëоì исхоäных уpавнений. Поэтоìу
äëя существенных, вынужäенных упpощений и
пpихоäится пpиìенятü саìые pазнообpазные ап-
пpоксиìаöии на pазëи÷ных этапах постpоения ìо-
äеëей, к сожаëениþ, ÷асто не соãëасованных ìеж-
äу собой, а иноãäа пpосто пpотивоpе÷ащих äpуã
äpуãу. Pезуëüтатоì явëяþтся такие о÷енü сеpüез-
ные неäостатки ìоäеëей наноэëектpонных эëеìен-
тов, как отсутствие баëанса в pавновесных усëовиях
(пpи нуëевых сìещениях!) [57], возìожное наpуøе-
ние консеpвативности пëотности тока [53, 57]. В об-
щей теоpии фоpìаëизìа функöий Гpина pекоìен-
äуется такие сëожные ситуаöии обхоäитü с поìо-
щüþ äопоëнитеëüноãо испоëüзования законов со-
хpанения [50], ÷то, стpоãо ãовоpя, спpавеäëиво äëя
заìкнутых систеì и äобавëяет в ìоäеëü новые
уpавнения и, естественно, еще боëüøе ее усëожня-
ет. В отìе÷енных ìоäеëях вìесто этоãо пpиìеня-
þтся ëиøü пpостые ка÷ественные физи÷еские со-
обpажения, ÷то весüìа опасно иìенно äëя нано-
эëектpонных пpибоpных стpуктуp как откpытых
систеì.

Несìотpя на повыøение эффективности ìоäеëи
[57] по сpавнениþ с pассìотpенной pанее [53, 55],
÷исëо уpавнений äискpетной ìоäеëи все же пpосто
оãpоìное. Так, в сëу÷ае у÷ета тоëüко упpуãоãо pас-
сеяния в оäнозонной ìоäеëи типи÷ные ÷исëа та-
ковы [57]: NL = 50 (÷исëо сëоев); Nk = 200 (÷исëо
узëов сетки по иìпуëüсу), ÷то пpивоäит к поëной
ìатpиöе, хаpактеpизуþщей систеìу ëинейных аë-
ãебpаи÷еских уpавнений с 108 эëеìентаìи! Дëя pе-
øения таких оãpоìных систеì испоëüзуется "ìеä-
ëенный" итеpаöионный ìетоä, в ÷астности, ìетоä
Якоби в со÷етании с посëеäоватеëüной веpхней pе-
ëаксаöией [57]. Пpи у÷ете неупpуãоãо pассеяния
заäа÷а, коне÷но же, еще боëее усëожняется, по
кpайней ìеpе, в 3 pаза увеëи÷ивается ÷исëо уpав-
нений [57]. Все это и пpивоäит к зна÷итеëüныì за-
тpатаì вы÷исëитеëüных pесуpсов ЭВМ как по па-
ìяти, так и по вpеìени. В итоãе ìоäеëü сëожна в
испоëüзовании, тpебует боëüøоãо ÷исëа соãëасуþ-
щих паpаìетpов, т. е. ее пpиìенение, вообще ãо-
воpя, — искусство. В связи с изëоженныì модели
данного фоpмализма пока, к сожаëениþ, явно не
пpедназначены для шиpокого использования.

Анаëиз ìоäеëей PТД pассìатpиваеìоãо фоpìа-
ëизìа öеëесообpазно завеpøитü öитатой из книãи
[49]: "... метод функций Гpина ... в pасчетном отно-
шении ... отнюдь не обязательно является самым
пpостым. Иногда он позволяет pешить задачу толь-
ко с помощью довольно "лихих" аппpоксимаций".
Коììентаpии, как ãовоpится, изëиøни.

Такиì обpазоì, возлагаемые, очень большие на-
дежды на кинетические модели PТД, основанные на
фоpмализмах функций Вигнеpа и Гpина, пока, к со-
жаëениþ, не опpавдались. Дëя них в той иëи иной
ìеpе хаpактеpны сëеäуþщие сеpüезные неäостат-
ки: ãpоìозäкостü; боëüøие затpаты вы÷исëитеëü-
ных pесуpсов ЭВМ (äаже äëя оäноìеpных стаöио-
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наpных ìоäеëей); ÷асто неуäовëетвоpитеëüное со-
ãëасование с экспеpиìентоì.

Главным напpавлением pазвития кинетических
моделей в pамках фоpмализмов функций Гpина и Виг-
неpа, судя по всему, будет pазpаботка комбиниpо-
ванных моделей, т. е. pеаëизаöия отìе÷енноãо pанее
эффективноãо поäхоäа. Опpеäеëенные поëожи-
теëüные pезуëüтаты уже поëу÷ены и äëя фоpìаëиз-
ìа функöии Виãнеpа äëя ìоäеëи, в котоpой pеøа-
ется кинети÷еское уpавнение äëя функöий Виãнеpа
в квантовой (активной) обëасти пpибоpа и испоëü-
зуется ìетоä Монте-Каpëо в ìакpоскопи÷еских
обëастях [60, 61]. В pазpаботанных коìбиниpован-
ных ìоäеëях обоих фоpìаëизìов иìеется pяä не-
äостатков, в ÷астности, соãëасуþщиìи паpаìетpа-
ìи явëяþтся øиpины баpüеpов и яì, уpовни ëеãи-
pования (!) [62], высота баpüеpа [61], ÷то в общеì-
то нехоpоøо. С оäной стоpоны, все же существуþт
опpеäеëенные сëожности в экспеpиìентаëüноì
опpеäеëении этих исхоäных äанных. С äpуãой сто-
pоны, экспеpиìентаëüные иссëеäования позвоëи-
ëи также установитü о÷енü высокуþ ÷увствитеëü-
ностü ВАХ PТД к изìенениþ øиpин баpüеpов,
квантовых яì, ìоëüной фpакöии и уpовней ëеãи-
pования (сì., напpиìеp [63]). Кpоìе тоãо, в коì-
биниpованной ìоäеëи [60, 61] ìоãут возникатü
пpобëеìы и со схоäиìостüþ äëя pеаëüных конöен-
тpаöий пpиìесей. И несìотpя на неäостатки отìе-
÷енных коìбиниpованных ìоäеëей поäхоä, бес-
споpно, пеpспективен ввиäу существенной эконо-
ìии вы÷исëитеëüных pесуpсов ЭВМ без сущест-
венной потеpи то÷ности ìоäеëиpования.

Дëя pеаëизаöии ìоäеëей PТД pазëи÷ных фоp-
ìаëизìов иноãäа пpиìеняþтся ìетоäы Монте-
Каpëо [64—66]. Это так называеìые "квантовые
ìетоäы Монте-Каpëо", в отëи÷ие от pассìотpен-
ных в [12] "кëасси÷еских (поëукëасси÷еских) ìето-
äов Монте-Каpëо". Так же, как и pанее, возìожны
äва ваpианта, а иìенно: 1) ìетоä Монте-Каpëо ис-
поëüзуется в ка÷естве ÷исëенноãо ìетоäа pеøения
интеãpоäиффеpенöиаëüных уpавнений; 2) ìетоä
Монте-Каpëо пpиìеняется как ìетоä иìитаöии
äвижения ÷астиö. Зäесü естü оäна пpобëеìа ìето-
äоëоãи÷ескоãо хаpактеpа, состоящая в непpиìени-
ìости понятия "тpаектоpия" в квантовой ìеханике.
Ее ìожно, оäнако, обойти, напpиìеp, с поìощüþ
испоëüзования "тpаектоpий Боìа", вы÷исëяеìых
на основе воëновых функöий [64, 65]. Метоä Мон-
те-Каpëо в pезуëüтате становится боëее фоpìаëü-
ныì по сpавнениþ с поëукëасси÷ескиì сëу÷аеì.
К сожаëениþ, квантовые ìетоäы Монте-Каpëо
тpебуþт пpи pеаëизаöии пpосто оãpоìных затpат
вы÷исëитеëüных pесуpсов ЭВМ, ÷то пpивоäит к
необхоäиìости ввеäения существенных пpибëиже-
ний и пpиìенения супеpЭВМ. Пpи этоì обы÷но
испоëüзуþтся теоpия возìущений и äиаãpаììная
техника. Сеpüезные пpобëеìы возникаþт и со схо-
äиìостüþ ìетоäов [66]. Бóëüøая эконоìи÷ностü
аëãоpитìов хаpактеpна пpи у÷ете pассеяния в
квантовой яìе в pаìках фоpìаëизìа воëновых

функöий [29], а также в pаìках коìбиниpованной
ìоäеëи [60, 61] в äанных сëу÷аях, оäнако пpи ис-
поëüзовании кëасси÷еских ìетоäов Монте-Каpëо.
Как и pанее, все же имеется значительный pезеpв
повышения эффективности моделей, основанных на
квантовых методах Монте-Каpло, в ÷астности, пу-
тем постpоения комбиниpованных моделей. Опpеäе-
ëенные поëожитеëüные pезуëüтаты в этоì напpав-
ëении уже äостиãнуты [64, 65].

Итак, главным напpавлением пpактического усо-
веpшенствования моделей всех (!) фоpмализмов, суäя
по всеìу, будет создание комбиниpованных моделей.
Именно такие модели, как пpавило, и позволяют по-
лучить удовлетвоpительное согласование с экспеpи-
ментом. Бесспоpно, важными äëя PТД будут яв-
ляться сëеäуþщие основные напpавëения повы-
øения аäекватности ìоäеëей:
� отказ от одночастичного и пеpеход к многочас-

тичным пpиближениям (сна÷аëа к äвух- и тpех-
÷асти÷ныì);

� отказ от метода эффективной массы;
� пеpеход к анализу многомеpных и пеpеходных фи-

зических пpоцессов;
� более полный учет влияния контактов, пpикон-

тактных и дpугих пассивных областей, гpаниц
pаздела;

� более детальное описание пpоцессов pассеяния;
� более детальный учет pеальных электpофизиче-

ских свойств низкоpазмеpной системы, входящей
в пpибоpную стpуктуpу;

� более детальный учет взаимодействия пpибоpа с
окpужением.
Важным является и повышение экономичности

моделей.
К сожаëениþ, äаже отäеëüные из отìе÷енных на-

пpавëений повыøения аäекватности пpивоäят к не-
избежноìу усëожнениþ ìоäеëей (не ãовоpя о всех
напpавëениях, у÷итываеìых совìестно), а сëеäо-
ватеëüно, к äаëüнейøеìу понижениþ их эффек-
тивности. В этой связи уìестно пpивести некото-
pые äанные из pаботы [21] по сpавнениþ ìоäеëей

Сравнение моделей различных формализмов

Искоìая 
функöия

Моäеëü форìаëизìа

Воëновая
Матриöа 
пëотности

Виãнера Грина

У÷ет 
рассеяния

Да Да Да Да

Трактовка 
рассеяния

Разëи÷ные 
аппрокси-
ìаöии

Аппрокси-
ìаöия 
вреìени 
реëаксаöии

Аппрокси-
ìаöия 
вреìени 
реëаксаöии

Собствен-
но энерãе-
ти÷еские 
функöии

Перехоäной 
анаëиз

Да Да Да Нет

Вы÷исëи-
теëüные 
ресурсы 
ЭВМ

Незна÷и-
теëüные

Среäние Среäние Зна÷и-
теëüные
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pассìотpенных фоpìаëизìов (сì. табëиöу). Хотя
пpивеäенные свеäения и носят скоpее ка÷ествен-
ный хаpактеp, они, теì не ìенее, поëезны, так как
в öеëоì хаpактеpизуþт äостиãнутые успехи в pаз-
pаботке ìоäеëей pазëи÷ных фоpìаëизìов повы-
øенной аäекватности. Выбиpатü ÷итатеëþ.

Итак, боëее pеаëüныì явëяется äpуãой поäхоä,
особенно пpи отсутствии высокопpоизвоäитеëü-
ной вы÷исëитеëüной техники, — пеpехоä к еще бо-
ëее пpостыì по сpавнениþ с отìе÷енныìи основ-
ныìи уpавненияì, т. е. äаëüнейøая экспëуатаöия
свойства ãpубости ìоäеëи.

Модели на основе дpугих уpавнений

Пpивëекатеëüный путü закëþ÷ается в поиске
относитеëüно пpостых уpавнений и в pазpаботке на
их основе ìоäеëей повыøенной эффективности,
обëаäаþщих в то же вpеìя тpебуеìой степенüþ
аäекватности ìоäеëиpования. Наиболее естествен-
ное зäесü напpавление — использование более пpо-
стых кинетических уpавнений по сpавнению с pас-
смотpенными. Интеpес для моделиpования пpибоpов
наноэлектpоники могут пpедставить следующие
уpавнения: основное (упpавляющее*) кинетическое
уpавнение Паули; обобщенное основное кинетическое
уpавнение Ван Хова; обобщенное основное кинетиче-
ское уpавнение Пpигожина—Pесибуа; обобщенное ки-
нетическое уpавнение Больцмана и дp.

Из отìе÷енных кинети÷еских уpавнений äëя
анаëиза PТД пpиìеняëосü основное уpавнение
Пауëи [67]. В ìоäеëи [67] осуществëяется саìосо-
ãëасованное pеøение этоãо уpавнения, уpавнений
Шpеäинãеpа и Пуассона. Отìе÷ается, ÷то испоëü-
зование основноãо уpавнения Пауëи äопустиìо в
сëу÷ае, коãäа ìожно пpенебpе÷ü вëияниеì неäиа-
ãонаëüных ÷ëенов в ìатpиöе пëотности. Это обы÷-
но спpавеäëиво äëя сëабых взаиìоäействий и не
о÷енü быстpых аäиабати÷еских пpоöессов. Дëя pе-
øения основноãо уpавнения Пауëи пpиìеняется
ìетоä Монте-Каpëо. Моäеëü испоëüзоваëасü äëя
оäноìеpноãо анаëиза стаöионаpных пpоöессов в
PТД. "Метоä Монте-Каpëо, пpиìеняеìый зäесü, ...
вносит эëеìент неустой÷ивости и осöиëëяöионно-
ãо повеäения" [67] в pеøение. Это хаpактеpно äëя
äанноãо ìетоäа и в äpуãих ìоäеëях, ÷то, вообще ãо-
воpя, затpуäняет обpаботку поëу÷енных pезуëüта-
тов. Несìотpя на это ìетоä Монте-Каpëо пpи pе-
øении основноãо уpавнения Пауëи тpебует все же
боëее иëи ìенее pеаëüных затpат вы÷исëитеëüных
pесуpсов ЭВМ [67].

Дpуãое важное напpавление связано с уpавнения-
ми квантовой гидpодинамики. Данные уpавнения
ìожно вывоäитü из уpавнения Шpеäинãеpа, Лиу-
виëëя—фон Нейìана и кинети÷еских в pазëи÷ных
фоpìаëизìах отëи÷аþщиìися способаìи. В pе-
зуëüтате ìожно поëу÷атü pазные систеìы уpавне-

ний, пpи÷еì со своиìи äопоëнитеëüныìи соотно-
øенияìи, а сëеäоватеëüно, и паpаìетpаìи. С по-
ìощüþ ìоäеëей, основанных на таких уpавнениях,
äопустиìо, в пpинöипе, у÷итыватü ìноãоìеpные
эффекты. К сожаëениþ, поëная систеìа кванто-
вых ãиäpоäинаìи÷еских уpавнений äëя ìоäеëиpо-
вания PТД испоëüзоваëасü не÷асто. Иноãäа пpиìе-
няþтся уpавнения тоëüко äëя нуëевоãо и пеpвоãо
ìоìентов [32, 68].

И. А. Обухов с соавтоpаìи [69] поставиëи еще бо-
ëее интеpеснуþ заäа÷у, а иìенно: получить кванто-
вый аналог фундаментальной системы уpавнений [12],
т. е. обобщить эту систему. Дëя этих öеëей ìожно
пpосто испоëüзоватü некотоpые из уpавнений
квантовой ãиäpоäинаìики с äопоëнитеëüныìи со-
отноøенияìи. Оäнако быë выбpан отëи÷аþщийся
от тpаäиöионно пpиìеняеìоãо поäхоä [69]. Заìе-
÷у, ÷то и в этоì сëу÷ае уpавнение (2) из [70] äëя ка-
жäоãо соpта ÷астиö ("саìостоятеëüная фаза äëя не-
котоpоãо квантовоãо ãаза" [70]) иìеет тpаäиöион-
ный виä уpавнения äëя нуëевоãо ìоìента (сì. (11)
из [12])*. Поäхоä, оäнако, позвоëиë поëу÷итü яв-
ные выpажения äëя стоëкновитеëüных ÷ëенов ÷е-
pез хиìи÷еский потенöиаë кажäоãо соpта ÷астиö.
Иìенно это явëяется ÷pезвы÷айно важныì. По-
этоìу уpавнение непpеpывности äëя пëотности
эëектpонов кажäоãо соpта ("фазы") ÷астиö явëяет-
ся, по существу, уpавнениеì, опpеäеëяþщиì хи-
ìи÷еский потенöиаë соответствуþщеãо соpта ÷ас-
тиö. Зäесü необхоäиìо отìетитü, ÷то в pяäе äаже
высокоаäекватных ìоäеëей фоpìаëизìов воëно-
вых функöий и функöий Гpина äëя хиìи÷ескоãо
потенöиаëа обы÷но испоëüзуþтся pазëи÷ные ап-
пpоксиìаöии. Хотя и показана их äопустиìостü
äëя PТД [59], оäнако это все же аппpоксиìаöии.
На äанноì этапе неäостаткоì ìоäеëи [69, 70] яв-
ëяþтся необхоäиìостü pеøатü уpавнение Шpеäин-
ãеpа с äетеpìиниpованныì потенöиаëоì äëя кажäой
"фазы" äëя всеãо пpибоpа, вкëþ÷ая и пpотяженные
ìакpоскопи÷еские обëасти, а также заäание "неко-
тоpоãо известноãо потенöиаëа, отве÷аþщеãо за тот
иëи иной виä сëу÷айноãо взаиìоäействия" [70].
Бесспоpныì äостоинствоì ìоäеëи явëяется хоpо-
øее соãëасование pас÷етов ВАХ PТД с экспеpи-
ìентаëüныìи äанныìи [69, 70]. Поä÷еpкну, ÷то
уäовëетвоpитеëüное соãëасование с экспеpиìен-
тоì в настоящее вpеìя äостиãается тоëüко с поìо-
щüþ нескоëüких коìбиниpованных ìоäеëей фоp-
ìаëизìа воëновых функöий [21, 25, 28], функöий
Гpина и Виãнеpа [57, 61, 62]. Кpоìе тоãо, на основе
ìоäеëи [69, 70] постpоена коìбиниpованная ìоäеëü,
у÷итываþщая äвуìеpные эффекты в PТД, в ÷астно-
сти, быëо оöенено вëияние поäëожки [69, 70].

Pассìотpенная ìоäеëü [69, 70] интеpесна и в
ìетоäоëоãи÷ескоì пëане, так как поäтвеpжäает по-
ëожение (неäостаþщее звено), ÷то и для наноэлек-
тpонных пpибоpных стpуктуp (на пpиìеpе PТД)

 *Pе÷ü иäет о "master equation". В pусскоязы÷ной спеöиаëü-
ной ëитеpатуpе испоëüзуþтся äва названия, а иìенно: "основное
уpавнение" иëи "упpавëяþщее уpавнение".

 *Виä уpавнений äëя нуëевоãо ìоìента в квантовоì и по-
ëукëасси÷ескоì сëу÷аях оäинаков.
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можно на пpактике постpоить подобную иеpаpхию
(по кpайней ìеpе основных) классов моделей, как и
для элементов микpоэлектpоники [12], а именно:
квантовые кинетические* модели, квантовые мето-
ды Монте-Каpло; квантовые гидpодинамические мо-
дели; квантовые квазигидpодинамические модели;
квантовые диффузионно-дpейфовые модели; комби-
ниpованные модели. Пpи÷ины этоãо уже pазъясня-
ëисü. Заìетиì, ÷то отëи÷ие в названиях кëассов ìо-
äеëей по сpавнениþ с pанее pассìотpенныìи [12]
обы÷но в äобавëении оäноãо сëова — "квантовые".
Важным в этих классах моделей является то, что
пpи опpеделенных пpедположениях (в макpоскопиче-
ских областях) они пеpеходят в соответствующие
классы моделей полуклассического подхода (нет ëиøü
пpяìоãо анаëоãа у ìоäеëей фоpìаëизìа воëновых
функöий, хотя и äëя них существует квазикëасси-
÷еское пpибëижение). Таким обpазом, в pамках еди-
ного фоpмализма можно описывать как квантовые,
так и классические области. В итоге, более pацио-
нально возможно также стpоить комбиниpованные
модели, в частности, задавать гpаницы областей
пpименимости pазличных моделей, т. е. для pешения
главной пpоблемы данного класса моделей.

***

В закëþ÷ение необхоäиìо отìетитü, ÷то äëя
äpуãих уpавнений, испоëüзуеìых пpи ìоäеëиpова-
нии PТД, кpайне жеëатеëüно поëу÷итü оöенки äо-
пустиìых äиапазонов их пpиìениìости, как это
быëо сäеëано äëя ìоäеëей поëукëасси÷ескоãо поä-
хоäа [12]. Такая оöенка в настоящее вpеìя сäеëана
тоëüко ëиøü äëя основноãо уpавнения Пауëи [67].

Итак, какой из фоpìаëизìов испоëüзоватü? От-
ветитü на этот вопpос непpосто, так как кажäый из
pассìотpенных фоpìаëизìов иìеет свои äостоин-
ства и неäостатки. Pеøатü саìоìу ÷итатеëþ. Зäесü
еще pаз обpатиì вниìание на оäно äостоинство
фоpìаëизìа воëновых функöий — относитеëüно
высокая эконоìи÷ностü ìоäеëей. По кpайней ìе-
pе, боëее иëи ìенее стpоãий äвух- и тpехìеpный
квантовоìехани÷еский анаëиз пеpехоäных пpо-
öессов в пpибоpных стpуктуpах осуществëяëся
тоëüко с поìощüþ уpавнения Шpеäинãеpа.

Читатеëþ также сëеäует поìнитü, ÷то пpи исполь-
зовании дpугих фоpмализмов с неëинейныìи функ-
öияìи (от воëновых функöий) возможны потеpи пpи
описании некотоpых важнейших свойств квантовых
объектов. В этих случаях пpименение комбинации фоp-
мализмов с обязательным пpивлечением волновых
функций фактически является вынужденным!

Автоp считает своим пpиятным долгом выpазить
искpеннюю пpизнательность пpофессоpам И. Г. Не-

известному, G. I. Haddad, A. Seabaugh, доктоpу
G. Klimeсk, канд. физ.-мат. наук И. А. Обухову за
любезно пpедоставленные публикации, а также моим
ученицам И. А. Гончаpенко и Н. В. Коломейцевой, со-
вместно с котоpыми были пpоведены исследования по
моделиpованию PТД и частично описанные в pаботах
[23, 25, 28].
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