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Контрольная работа №1 
 

ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ И АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ. 
 

Литература: [1], гл.1, § 1–3, гл. 2, 3, § 1–3; [2], гл. 1, § 1–3; 
[5], ч.1, § 1.1 – 1.5; [6], гл.4, 7, 9; [6] ч.1.; 

[1], гл.5, § 1–5, гл.6; [5], ч.I, § 1.6; 
1.10; § 1.15 – 1.19; [9], ч.I; [10], ч.I. 

 
1. Основные теоретические сведения 

1.1.  Базисом пространства  3R  называется совокупность линейно  
независимых векторов, на которые можно разложить любой вектор этого про-
странства. 

Если векторы rqp ,,  образуют базис, то любой вектор 3Ra ∈  можно 
представить в виде  

 rqpa γβα ++= .  (1.1) 
При этом числа βα ,  и γ  называются координатами вектора a  в базисе 

rqp ,,  и определяются однозначно. Если известны координаты векторов 
rqp ,,  и  a  в некотором базисе, то из (1.1) может быть получена система трех 

уравнений с тремя неизвестными βα , , γ . Для нахождения βα , , γ  такая 
система может быть решена по правилу Крамера 

,/,/,/ ∆∆=∆∆=∆∆= γβα γβα  
где определитель системы 

,

333

222

111

rqp
rqp
rqp

=∆  ),,(),,,(),,,( 321321321 rrrrqqqqpppp , 

а γβα ∆∆∆ ,,  – определители, полученные из основного определителя ∆  за-

меной 1, 2, 3-го столбцов соответственно столбцом из координат вектора a . 
1.2. Скалярным произведением двух векторов kajaiaa 321 ++=  и 

kbjbibb 321 ++=  называется число, определяемое равенством 

,cos),( 332211 bababababa ++=⋅⋅= ϕ  

где ϕ  –  угол между векторами  a  и b . 
При этом длина вектора определяется по формуле 

 2
3

2
2

2
1),( aaaaaa ++== . (1.2) 
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1.3. Векторным произведением двух векторов a  и b  называется вектор 
c ,  который направлен перпендикулярно век-
торам  a  и b  так, что векторы  a , b , c  обра-
зуют правую тройку, и длина вектора c  равна  

ϕsin⋅⋅= bac  (рис. 1.1). 

Геометрически c  равен площади S  па-

раллелограмма, построенного на векторах  a  и 
b :    

ϕsinbaS ⋅= . 
В координатной форме 

 

321

321

bbb
aaa
kji

bac =×=  . (1.3) 

1.4.  Смешанное произведение трех векторов  
kajaiaa 321 ++= , kbjbibb 321 ++= , kcjcicc 321 ++=   

есть число, равное 

 

321

321

321

),,(
ccc
bbb
aaa

cba = . (1.4) 

Модуль смешанного произведения равен объему параллелепипеда, по-
строенного на векторах a , b , c . 

1.5. Общее уравнение плоскости  P   
имеет вид 

,0=+++ DCzByAx  

где ),,( CBAn =  – вектор, нормальный 
(перпендикулярный) плоскости (рис. 1.2). 

Уравнение плоскости, проходящей 
через точку  ),,( 0000 zyxM  перпенди-

кулярно вектору ),,( CBAn = , записыва-
ется в виде  
 0)()()( 000 =−+−+− zzCyyBxxA . (1.5) 
Угол  ϕ   между двумя плоскостями с нормальными векторами 

),,( 1111 CBAn =  и ),,( 2222 CBAn =  определяется по формуле  

bac ×=  

b
r

 

ar  

Рис. 1.1 

ϕ  

● 

● ● 

),,( CBAn =  

0M  

1M  

2M  

ρ  

Рис. 1.2 Би
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21

21 ),(cos
nn
nn

⋅
=ϕ . 

 Уравнение плоскости, проходящей через три заданные точки ),,( 0000 zyxM ,  
),,( 1111 zyxM ,  ),,( 2222 zyxM , имеет вид  

 0

020202

010101

000

=
−−−
−−−
−−−

zzzyxx
zzyyxx
zzxyxx

. (1.6) 

1.6. Уравнение прямой в пространстве, проходящей через две заданные 
точки  ),,( 0000 zyxM  и  ),,( 1111 zyxM , имеет вид 

 
01

0

01

0

01

0
zz
zz

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−

=
−
−

. (1.7) 

1.7. Уравнение прямой на плоскости в виде bkxy +=  называется урав-
нением с угловым коэффициентом k . Если две прямые перпендикулярны, то 
произведение их угловых коэффициентов равно –1, т. е. 121 −=⋅ kk ; если они 
параллельны, то 21 kk = . 

Уравнение прямой с угловым коэффициентом k , проходящей через точ-
ку ),( 000 yxM , имеет вид  )( 00 xxkyy −=− . 

1.8. Пусть L  – некоторая линия, каждая точка  M   которой обладает сле-
дующим свойством: отношение расстояний от точек L  до данной точки  F  и 

до данной прямой 0=++ CByAx  (d) равно числу ε,  т.е. ε=
d

MF
. Число ε  

называется эксцентриситетом. Если ε < 1, то множество точек L  определяет 
эллипс: 1/)(/)( 22

0
22

0 =−+− byyaxx . 

Если 1>ε , то L  – гипербола: 1/)(/)( 22
0

22
0 =−−− byyaxx . 

Если 1=ε , то L  – парабола: 2
0 )( xxpy −= . 

Пример 1.1. Показать, что векторы )1;2;3( −=p ,  )2;1;1( −−=q  и 
)3;1;2( −=r  образуют базис,  и найти разложение вектора )5;6;11( −=d  по ба-

зису  rqp ,, . 

Решение. Базисом в пространстве 3R являются любые три некомпла-
нарные векторы. Условием компланарности  трех векторов является равенство 
их смешанного произведения нулю. Итак, находим 
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−⋅−⋅+−−⋅+−⋅⋅=
−
−−

−
= 1)1(1)2)(2(2)3(13

312
211

123
),,( rqp  

08)662(189))3()1)(2(3)2(1112( ≠=−−−−+−=−⋅−−+⋅−⋅+⋅⋅− . 

Значит, векторы rqp ,,  некомпланарны и образуют базис. Составим сис-

тему уравнений (1.1) в координатном виде 







=−−
−=++−

=+−

532
62

1123

γβα
γβα
γβα

 и найдем 

γβα ∆∆∆ ,, .  Определитель  ∆  найден выше и ∆ = 8. 

,16
325

116
2111

=
−−

−
−

=∆α   ,24
351

162
2113

−=
−

−−=∆ β  

 

.8
521
612

1113
=

−
−−

−
=∆γ  

Имеем 2=
∆

∆
= αα ; 3−=

∆

∆
= ββ ; 1=

∆

∆
= γγ . 

Значит,  rqpd +−= 32 . 
 
Пример 1.2. Даны координаты вершин пирамиды 4321 AAAA . Требуется 

найти:  1) длину ребра 21AA ; 2) угол между ребрами 21AA  и 41AA ;  3) угол 
между ребром 41AA  и гранью 321 AAA ; 4)  площадь грани 321 AAA ; 5) объем 
пирамиды; 6)  уравнения прямой 21AA ; 7) уравнение плоскости 321 AAA ;  
8) уравнения высоты, опущенной из вершины 4A  на грань 321 AAA . Сделать 
чертеж, если )1;2;1(1A , )7;1;3(2 −A , ),2;0;2(3A   )2;4;7(4 −A . 

Решение. 1. Находим координаты вектора  =−−−−= )17;21;13(21AA  

)6;3;2( −=   и длину ребра 76)3(2 222
21 =+−+=AA  по формуле  (1.2). 

2. Угол ϕ  между ребрами  21AA  и 41AA  вычисляется по формуле  
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4121

4121 ),(cos
AAAA
AAAA

⋅
=ϕ  из скалярного произведения. )6;3;2(21 −=AA ,   

)3;2;6(41 −=AA ; ;12)3(62)3(62),( 4121 −=−⋅+⋅−+⋅=AAAA  

7)3(26 222
41 =−++=AA . 

Поэтому  
49
12

77
12cos −=
⋅

−
=ϕ , .

49
12arccos)

49
12arccos( −=− π  

3.   Угол θ между ребром 41AA  и плоскостью 321 AAA  – это угол между 

вектором 41AA  и его ортогональной проекцией 41AA ′  на грань 321 AAA   
(рис. 1.3). 

 
 
 
 
Вектор 3121 AAAAc ×=  перпендикулярен грани 321 AAA , что вытекает 

из определения векторного произведения векторов 21AA  и 31AA  (1.3): 

kji
kji

c −+=
−
−= 49

121
632  (здесь );6;3;2(21 −=AA   ))1;2;1(31 −=AA . 

Как и в предыдущем пункте, находим   

249
65

116817
)1(34296),(sin)2/cos(

41

41 =
++⋅

−⋅−⋅+⋅
=

⋅
==−

cAA
cAA

θθπ , 

249
65arcsin=θ . 

4.   Площадь грани 321 AAA  находим, используя геометрический смысл 
векторного произведения 

2
2749

2
1

2
1

3121321
=−+=×=∆ kjiAAAAS AAA . 

2A  

3A  
4A  

4A′  1A  

θπ −2/  
θ  

c  

Рис. 1.3 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 9 

 
5. Объем пирамиды 4321 AAAA  численно равен одной шестой модуля 

смешанного произведения векторов 21AA , 31AA , 41AA  (1.4). 

6
65

326
121
632

),,(
6
1

413121 =
−

−
−

== AAAAAAV . 

6. Для составления уравнений прямой 21AA  воспользуемся формулой 
(1.7),  где 000 ,, zyx  – координаты точки 1A ; 111 ,, zyx  – координаты точки 2A . 

6
1

3
2

2
1 −

=
−
−

=
− zyx

. 

В таком виде уравнения прямой называются каноническими. Они могут 
быть записаны и в виде  









−
−

=
−

−
=

−

3
2

2
1

6
1

2
1

yx

zx

 или 




=−+
=−−

0723
023

yx
zx

 , 

т.е. уравнение прямой как линии пересечения двух плоскостей. 
7. Для составления уравнения плоскости 321 AAA  воспользуемся форму-

лой (1.6), где 000 ,, zyx  – координаты 1A ; 111 ,, zyx  – координаты 2A ; 

222 ,, zyx  – координаты 3A . 

.016490
121
632

121
=−−+⇔=

−
−

−−−
zyx

zyx
 

8. Искомые уравнения высоты получим из канонических уравнений пря-

мой  
p
zz

n
yy

m
xx 000 −

=
−

=
−

, где ),,( 0000 zyxM  – точка, лежащая на ис-

комой прямой; pnm ,,  – координаты вектора l , параллельного искомой пря-
мой. При этом в качестве точки 0M   возьмем точку )2;4;7(4 −A , а в качестве 

вектора  e  – нормальный вектор плоскости 321 AAA , т.е. )1;4;9( −=n .  Имеем  

1
2

4
4

9
7

−
+

=
−

=
− zyx

. 

9.   Сделаем чертеж (рис. 1.4). 
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Пример 1.3. Составить уравнения сторон треугольника, зная одну из его 

вершин )1;4( −=A   и уравнения двух биссектрис 01 =−x   и  01 =−− yx . 
Решение. Нетрудно прове-

рить, что координаты точки А не 
удовлетворяют уравнениям биссек-
трис, т.е. 014 ≠−   и  

01)1(4 ≠−−− . Пусть ВD  и  СЕ –  
биссектрисы (рис. 1.5). Найдем ко-
ординаты точки 1A , симметричной 
точке А относительно биссектрисы 
СЕ. Она лежит на стороне ВС. Для 
этого:  

1. Напишем уравнение пря-
мой CEAA ⊥1   bxy +−=  (угловые коэффициенты перпендикулярных пря-
мых 1k  и 2k  связаны соотношением 11,1 2121 −=⇒=−= kkkk ). Под-
ставляем в это уравнение координаты точки  А, находим   341 =+−=b ;  
итак, уравнение 3:1 +−= xyAA . 

2.  Из системы 




−=
+−=
1
3

xy
xy

  находим точку пересечения прямых 1AA  и 

СЕ,  т.е. точку  )1;2(=N . 
3.  Находим координаты точки  ),(1 yxA , зная координаты )1;4(1 −A  и 

середины отрезка 1AA , т.е. точки )1;2(N : 









−
=

+
=

2
11

2
42

y

x
 ⇔  





=
=

3
0

y
x

. 

0 

x  

y  

z  
2A  

1A  

4A  

3A  

Рис. 1.4 

1A  

A  D  

C  

B  
E  N  

2A  

01 =−− yx  

01 =−x  

Рис. 1.5 
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 Аналогично находим координаты точки 2A , симметричной точке А от-
носительно биссектрисы )1;2(: 2 −−ABD . Составляем уравнение стороны BC  
как прямой, проходящей через точки 1A   и  2A : 

032
31
3

02
0: =+−⇒

−−
−

=
−−

− yxyxBC . 

Находим координаты точки В как точки пересечения прямых BD  и BC : 





=−
=+−

01
032

x
yx

 ⇒  




=
=

5
1

y
x

. 

По точкам )1;4( −=A  и  )5;1(=B  записываем уравнение прямой 

072
6

1
3
4: =−+⇒

+
=

−
− yxyxAB . 

Аналогично из системы уравнений  




=−−
=+−
01
032

yx
yx

  находим координа-

ты точки )5;4( −−C . По точкам  А   и  С   составляем уравнение стороны  АС: 

062
4
1

8
4

=−−⇒
−
+

=
−
− yxyx

. 

Пример 1.4. Построить на плоскости область решений системы линей-
ных неравенств  








−≥+
≤−−
≤−+

.33
012
02

yx
xy

yx
 

Решение. Чтобы решить 
неравенство 02 ≤−+ yx , рас-
смотрим прямую 2=+ yx . 
Она проходит через две точки 

)0;2(   и  )2;0( . При 
0,0 == yx  неравенство 
02 ≤−+ yx  является верным. 

Следовательно, ему удовлетво-
ряют все точки, лежащие ниже 
прямой 02 ≤−+ yx  и на прямой. Для решения второго неравенства 

012 ≤−− xy  строим прямую 12 =− xy , проходящую через точки )0;1(−  и 
)2/1;0( . Точка )0;0(  удовлетворяет неравенству 012 ≤−− xy , следователь-

но, ему удовлетворяют все точки, лежащие ниже прямой 12 =− xy   и на этой 
прямой. Находим точку А пересечения прямых  2=+ yx   и  12 =− xy ,  ре-

02 =−+ yx  

012 =−− xy  

033 =++ yx  

x  

y  

)1;1(A  

)4,0;8,1( −−B  
1−  3−  

)5,2;5,4( −C  

Рис. 1.6 Би
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шая систему 





=
=

⇒




=−
=+

1
1

12
2

y
x

xy
yx

. 

Наконец, решаем неравенство  33 −≥+ yx . Для этого строим прямую 
33 −=+ yx , проходящую через точки );1;0( −  и  )0;3(− . Точка (0;0) также 

удовлетворяет этому неравенству 33 −≥+ yx , поэтому его решением является 
множество точек плоскости выше прямой 33 −=+ yx  и на самой прямой. 

Решая системы уравнений  




−=+
=+

33
2

yx
yx

  и  




−=+
=−

33
12

yx
xy

, находим ко-

ординаты точек 





 −−

5
2;

5
9B  и 






 −

2
5;

2
9C . Данной системе неравенств удовле-

творяют все точки внутри треугольника  АВС  и на его границе (рис. 1.6). 
 

Пример 1.5. Составить уравнение линии,  для каждой точки которой от-
ношение расстояния до данной точки )0;4(−F  к расстоянию до данной прямой 

0254 =+x  равно 
5
4

. 

Решение. Обозначим произвольную точку искомой линии ),( yxM  
(рис. 1.7). Тогда по условию PMFM 45 = , где  Р  – основание перпендику-

ляра из точки  М  к прямой 0254 =+x . Но ;)4( 22 yxFM ++=   
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4/25+= xPM . Значит, 4/254)4(5 22 +=++ xyx . Возводя в квад-

рат, получаем 1
925

225259
22

22 =+⇔=+
yxyx . Это каноническое уравнение 

4 
x 

+ 
25

 =
 0

 

3−  

3  

5  
x  

5−  

M  P  

F  

Рис. 1.7 

y  
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эллипса с полуосями  3,5 == ba  и центром в начале координат. 
 
1. Система трех линейных уравнений с тремя неизвестными 321 ,, xxx  

имеет вид 







=++
=++
=++

,3333232131

2323222121

1313212111

bxaxaxa
bxaxaxa
bxaxaxa

 

или в матричном виде BAX = , где ija – коэффициенты системы; ib  – свобод-

ные члены. Если определитель матрицы  А  системы 0≠∆=A , то система 
совместна и ее решение может быть получено матричным способом: 

BAX 1−= , 
где  А  – матрица системы;  1−A  – обратная матрица. 

 
















=

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

A , 
















=

3

2

1

b
b
b

B ,  
















=

3

2

1

x
x
x

X . 

В случае когда определитель матрицы 0=∆ , для исследования совмест-
ности системы следует найти ранги матрицы )( ArA  и расширенной матрицы 

)(~
~ArA , где  
















=

3

2

1

333231

232221

131211~

b
b
b

aaa
aaa
aaa

A . 

Если система совместная, т.е. AA rr ~= , но меньше числа неизвестных, в 

данном случае 3~ <= AA rr , то система имеет бесконечное множество реше-
ний, которые можно найти, например, методом Гаусса [1]. Он применим также 
и в случае, когда 0≠∆ . 

2. Однородная система линейных уравнений вида  










=+++

=+++
=+++

,0...
..............................................

0...
0...

2211

2222121

1212111

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

 

или в матричном виде АХ = 0, всегда совместна и имеет только тривиальное   
решение 0...21 ==== nxxx ,  если ранг  r матрицы  А равен числу неиз-
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вестных  n. Если ранг  r матрицы  А  меньше n , то множество решений одно-
родной системы 0=AX  образует линейное подпространство размерности  
n – r  пространства  nR . Совокупность  n – r  линейно независимых решений 
однородной системы называется фундаментальной системой решений и обра-
зует базис пространства решений .,..., 21 rnxxx −  Тогда любое решение одно-
родной системы линейных уравнений есть линейная комбинация базисных век-
торов, т.е. rnrn xcxcxcx −−+++= ...2211 , где  rnccc −,...,, 21  – произволь-
ные постоянные. 

3.  Пусть даны два линейных преобразования  f   и  q  с матрицами  А  и В  
соответственно  и пусть )(),( yqzxfy == . Тогда последовательное приме-
нение этих преобразований равносильно линейному преобразованию  h , пере-
водящему вектор  x  в вектор  z , матрица которого  С  вычисляется как произ-
ведение матриц  В  и  А:   ABC ⋅= . 

4. Вектор 0≠x  называется собственным вектором некоторого линейного 
преобразования с матрицей  А  в некотором базисе, если  xxA λ= . При этом 
число  λ  называется собственным значением матрицы  А. 

Для нахождения собственных векторов линейного преобразования с мат-
рицей  А  находим сначала собственные значения из уравнения  

0)det( =− EA λ . 

Координаты  TXxxx =),,( 321 , соответствующие собственному значе-
нию λ, являются решением системы уравнений 

 







=−++
=+−+
=++−

.0)(
0)(
0)(

333232131

323222121

313212111

xaxaxa
xaxaxa
xaxaxa

λ
λ

λ
  (1.8) 

Подставляя собственные значения в систему (1.8), находим с точностью 
до постоянного множителя соответствующие собственные векторы. 

5. Однородный многочлен второй степени относительно переменных   
х  и  у 
 2

2212
2

11 2),( yaxyaxayxФ ++=  (1.9) 
называется квадратичной формой от этих переменных. 

Матрица  







=

2212

1211

aa
aa

A   называется матрицей квадратичной формы; 

отметим, что она является симметричной матрицей, т.е. .2112 aa =  Пусть  А  – 
матрица квадратичной формы (1.9) в некотором ортонормированном базисе, 
например,  в базисе )1,0(),0,1( ji . Если в качестве нового базиса взять орто-
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нормированные собственные векторы матрицы А, т.е. ),,( 21111 dde  

),( 2212 dde , то в этом базисе матрица квадратичной формы будет иметь кано-
нический вид 
 2

12
2

1111 ),( yxyxФ λλ += ,  (1.10) 
где переменные yx,  и  11, yx   связаны соотношениями 

 




+=
+=

,122121

112111

ydxdy
ydxdx

 (1.11) 

а   21,λλ   – собственные числа матрицы  А. 
Приведение квадратичной формы к каноническому виду можно исполь-

зовать для приведения к каноническому виду уравнений линии (поверхности) 
второго порядка. 

Пример 1.6. Методом Гаусса решить систему линейных уравнений 









=++
=−+
−=+−

.232
622
2

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

Решение. При решении системы методом Гаусса действия производят-
ся над строками расширенной матрицы 















 −
−

−
=

2
6
2

321
212

111
~A  

с целью приведения ее путем элементарных преобразований к треугольному 
или трапециевидному виду. Для этого прибавим ко 2-й  строке  1-ю, умножен-
ную на (–2), к 3-й строке прибавим 1-ю, умноженную на (–1), получим 















 −
−

−

4
10

2

230
430

111
~A . 

Из 3-й строки вычтем 2-ю, получим 

















−

−
−

−

















−

−
−

−

1
10

2

100
430

111
~

6
10

2

600
430

111
~A . 

Таким образом, ранги основной и расширенной матриц равны 3. Система 
имеет единственное решение. Она сводится к системе 









−=
=−

−=+−

.1
1043

2

3

32

321

x
xx
xxx
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Отсюда, подставляя 13 −=x  во второе уравнение, получим  22 =x , а из 
первого уравнения  11 =x . Итак, 11 =x , 22 =x , 13 −=x . 

Пример 1.7.   Решить систему матричным методом: 








=++
=+−

−=−+

.43
1722

532

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

Решение. Определитель системы  26
311
221
312

−=−
−

=∆   отличен от 

нуля, значит, находим решение по формуле BAX 1−=  или 

















3

2

1

x
x
x

=  

B
AAA
AAA
AAA

⋅
















∆
=

332313

322212

3121111
, где 















−
=

4
17

5
B ,  ijA – алгебраические дополнения 

элементов ija  матрицы  А: 

;8
31
22

11 −=
−

=A  ;6
31
31

21 −=
−

−=A     ;4
22
31

31 −=
−

−
−=A  

 

;1
31
21

12 −==A  ;9
31
32

22 =
−

−=A     ;7
21
32

32 −=
−

−=A  

 

;3
11
21

13 =
−

=A  ;1
11
12

23 −=−=A     .5
21

12
33 −=

−
−=A  

 
Проверим правильность вычисления обратной матрицы  

















−−
−−
−−−

−=−

513
791
4689

26
11A , исходя из определения обратной  матрицы 

=











−

−













−−
−−
−−−

−=−

311
221
312

513
791
468

26
11AA
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( )
.

100
010
001

2600
0260
0026

26
1

3)5(2)1(33
3)7(29)3(1

3)4(2)6()3(8

1)5()2)(1(131)5(1)1(23
1)7()2(9111)7(1921
)14()2)(6(18)1)4(1)6(28

26
1

E=















=

















−
−

−
−=









⋅−+⋅−+−
⋅−+⋅+−⋅−

⋅−+⋅−+−⋅−









⋅−+−−+⋅⋅−+⋅−+⋅
⋅−+−⋅+⋅−⋅−+⋅+⋅−
⋅−+−−+⋅−⋅−+⋅−+⋅−

−=

 

Значит, матричное решение системы имеет вид 












−=













−

−
−=











−













−−
−−
−−−

−=












2
5

3

52
130

78

26
1

4
17

5

513
791
468

26
1

3

2

1

x
x
x

. 

Откуда следует, что  .2,5,3 321 =−== xxx  
Пример 1.8.  Найти общее решение однородной системы 










=−++
=+−+
=−++
=−++

.0192483
03254
04653
0342

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

 

Решение. Находим ранг основной матрицы системы с помощью эле-
ментарных преобразований: 

 

.2

0000
0000
5610
3421

~

151830
151830
5610
3421

~

192483
3254
4653
3421

=⇒


















−
−



















−
−−
−−

−



















−
−

−
−

Ar  

 
Так как ранг системы меньше числа неизвестных, то система имеет ненулевые 
решения. Размерность пространства решений этой системы .2=− rn  Преоб-
разованная система, эквивалентная исходной, имеет вид 





+−=
+−=+

⇔




=−+
=−++

432

4321

432

4321

56
342

056
0342

xxx
xxxx

xxx
xxxx

. 

Отсюда 




+−=
−=

.56
78

432

431

xxx
xxx

 

Эти формулы дают общее решение. В векторном виде его можно записать 
следующим образом: 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 18 

















−

+


















−

=


















+−

−

=



















=

1
0
5
7

0
1
6

8
56

78

43

4

3

43

43

4

3

2

1

xx

x
x

xx
xx

x
x
x
x

x , 

где 3x  и 4x  –  произвольные числа. Вектор-столбцы 


















−

=

0
1
6

8
1x  и  

















−

=

1
0
5
7

2x  образуют базис пространства решений данной системы. 

Полагая 2413 , cxcx == , где 21,cc  – произвольные постоянные, по-

лучим общее решение в векторном виде  2211 xcxcx += . 
Пример 1.9.  Найти линейное преобразование, выражающее  321 ,, xxx ′′′′′′  

через  321 ,, xxx ,  если  










−+=′
+=′
+=′

3213

212

211

53
2

xxxx
xxx

xxx
  и  










′+′+′−=″

′+′−′=″

′+′=″

.5
3

2

3213

3212

311

xxxx
xxxx

xxx
 

Решение. Первое линейное преобразование  
















=



















′

′

′

3

2

1

3

2

1

x
x
x

A
x
x
x

 имеет мат-

рицу 

















−
=

111
053
012

A , второе 



















′

′

′

=



















″

″

″

3

2

1

3

2

1

x
x
x

B
x
x
x

 имеет матрицу  

















−
−=

115
311
102

B .  Тогда произведение (т.е. последовательное выполнение) 
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линейных преобразований имеет матрицу  ABC ⋅= , т.е. 

















−−
−−
−

=
















−
⋅

















−
−=

116
312
135

111
053
012

115
311
102

C . 

Поэтому искомое линейное преобразование имеет вид  
  

















−−
−−
−

=



















″

″

″

116
312
135

3

2

1

x
x
x

















3

2

1

x
x
x

. 

 
Пример 1.10. Найти собственные значения и собственные векторы мат-

рицы   

















−

−
=

131
111
322

A . 

Решение. Составляем характеристическое уравнение матрицы 

⇔=+−−⇔=
−−

−
−−

=− 06520
131
111
322

23 λλλ
λ

λ
λ

λEA  

3,2,10)3)(2)(1( 321 =−==⇔=−+−⇔ λλλλλλ . 
При 11 =λ  система (2.1) имеет вид 





=
−=⇔







=−+
=+

=+−

.023
0

032

32

31

321

31

321

xx
xx

xxx
xx

xxx
 

Таким образом, числу  11 =λ  соответствует собственный вектор 















−
=















−
=
















=

1
1
1

3

3

3

3

3

2

1

1 x
x
x
x

x
x
x

x , 

где   3x  – произвольное действительное число. В частности, при 13 =x  имеем 

[ ]Tx 1111 −= . 
Аналогично для 2−=λ  имеем   
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



−=
=

⇔







=++
=++
=+−

13

21

321

321

321

14
11

03
03

0324

xx
xx

xxx
xxx

xxx
. 

Откуда второй собственный вектор  

















−
=

















−
=
















=

14
1
11

14

11

2

2

2

1

3

2

1

2 x
x

x
x

x
x
x

x . 

При 12 =x  получаем собственный вектор [ ]Tx 141112 −= . 
Наконец, при 33 =λ  решаем систему 





=
=

⇔







=−+
=+−

=+−−

13

12

321

321

321

043
02

032

xx
xx

xxx
xxx

xxx
, т.е. вектор  
















=
















=

1
1
1

1

3

2

1

3 x
x
x
x

x . 

Итак, матрица А имеет три собственных значения 11 =λ ,  22 −=λ , 
33 =λ . Соответствующие им собственные векторы (с точностью до постоян-

ного множителя) равны  

[ ] ,1111
Tx −= [ ] ,141112

Tx −= [ ]Tx 1113 = . 
Пример 1.11. Привести к каноническому виду уравнение линии второго 

порядка 163103 22 =++ yxyx , используя теорию квадратичных форм. 

Решение. Левая часть уравнения 163103 22 =++ yxyx  представляет 

собой квадратичную форму с матрицей 







=

35
53

A .  Решаем характеристиче-

ское  уравнение  

,0=− EA λ  т.е. 0
35

53
=

−
−

λ
λ

81 =⇔ λ ,  22 −=λ . 

Находим собственные векторы из системы уравнений   




=−+
=+−

0)3(5
05)3(

21

21

xx
xx

λ
λ

  

при  2,8 21 −== λλ   (см. пример 1.10). 

Получаем  21 xx = , т.е. собственный вектор 







=

1
1

1X  для 81 =λ , и 

21 xx −= , т.е. собственный вектор 






−
=

1
1

2X  для 22 −=λ . Нормируем соб-
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ственные векторы 







=

X
Xe , получаем 

T
e 






=

2
1;

2
1

1 , 

T
e 






−=

2
1;

2
1

2 . Составляем матрицу перехода от старого базиса к новому 















 −
=

2
1

2
1

2
1

2
1

T , в которой координаты нормированных собственных векто-

ров записаны по столбцам.  Выполняя преобразование 

⇒







′
′

⋅














 −
=








′
′

=







y
x

y
x

T
y
x

2
1

2
1

2
1

2
1

);(
2

1 yxx ′−′= )(
2

1 yxy ′+′= ,  

получаем из исходного уравнения кривой  

.1
82

1628

16)(
2
3)(5)(

2
3

2
1

2
12

1
2

1

22222

=
′

−
′

⇔=′−′⇔

⇔=′+′+′−′+′−′

yxyx

yxyxyx
 

Последнее уравнение есть каноническое уравнение гиперболы. 
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Контрольная работа №2 
 

ВВЕДЕНИЕ В АНАЛИЗ 
 

Литература:  [2] гл.1, §1–8; гл. 2, §1–5; [3], гл.2, 3; 
[5], §2.1– 2.6; [10], ч.I. 

 
2. Основные теоретические сведения 

 
2.1.  Первое задание контрольной работы заключается в построении гра-

фика функции bamxkfy ++= )(  путем преобразования исходного графика 
)(xfy = . 

2.2. Полярные  ),( ϕr  и прямоугольные декартовы координаты ),( yx  
связаны соотношениями   

.sin
cos

22

x
ytg

yxr

ry
rx

=

+=
⇒





=
=

ϕϕ
ϕ

 

Если известно уравнение линии в полярных 
координатах )(ϕrr = , то, подставляя r  и ϕ  в 
уравнение данной линии, получим уравнение ли-
нии в декартовой системе координат, у которой на-
чало совпадает с полюсом, а положительная полуось абсцисс – с полярной 
осью. 

2.3. Для выполнения задания №3 необходимо знание следующих опреде-
лений и правил: 

а) определение конечного предела функции в точке: число А называется 
пределом функции )(xf  при ax → , если для любого 0>ε  найдется такое 

0>δ , что ε<− Axf )(  при δ<−< ax0 ; записывается: Axf
ax

=
→

)(lim ;  

б) функция )(xf  называется бесконечно малой (бесконечно большой) 
при ax → , если  

0)(lim =
→

xf
ax

  




 ∞=

→
)(lim xf

ax
; 

в)  две функции )(xf   и  )(xq , бесконечно малые при ax → , называют-

ся эквивалентными, если 1
)(
)(lim =

→ xq
xf

ax
; записывается: )(xf ~ )(xq  при 

ax → ; 
г)  справедливы следующие основные правила вычисления пределов. 

Пусть α – постоянная, )(xf  и )(xq  имеют пределы при ax → . Тогда 

y  

x  

r  
ϕ  

0 

),( yxM  

Рис. 2.1 
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1) )(lim)(lim xfxf
axax →→

= αα ; 

2) )(lim)(lim)]()([lim xqxfxqxf
axaxax →→→

±=± ; 

3) )(lim)(lim)()(lim xqxfxqxf
axaxax →→→

⋅=⋅ ; 

4) 
ax

ax

ax
ax

xq
xq

xf

xq
xf

→
→

→

→
≠= 0)(lim,

)(lim

)(lim

)(
)(lim ; 

5) )()(lim)()(lim 1 xqxfxqxf
axax

⋅=⋅
→→

; 
)(
)(lim

)(
)(lim

1 xq
xf

xq
xf

axax →→
= ; 

где )(~)( 1 xqxq   при ax → ; 
д) вычисление пределов может привести к неопределенностям вида 

00 ,0,1,,0,,
0
0

∞∞−∞∞⋅
∞
∞ ∞ . Элементарными приемами раскры-

тия неопределенностей являются: 
1) сокращение на множитель, создающий неопределенность; 
2) деление числителя и знаменателя на старшую степень аргумента 
  (для отношения многочленов при ∞→x ); 
3) применение эквивалентных бесконечно малых функций; 
4) использование замечательных пределов 

;1
)(

)(sinlim
)(
0)(

=
→

→ x
x

ax
x α

α
α

( ) ex x

ax
x

=+
→

→

)(/1

)(
0)(

)(1lim α

α
α . 

2.4. Функция называется непрерывной в точке ax = , если функция опре-
делена в этой точке и ее окрестности и )()(lim afxf

ax
=

→
. Функция )(xf  назы-

вается непрерывной в точке ax =  справа (слева), если существует правый (ле-
вый) предел функции, равный значению функции в этой точке. Обозначается  

)()0()(lim
0

afafxf
ax

=+=
+→

   (правый предел), 

)()0()(lim
0

afafxf
ax

=−=
−→

 (левый предел). 

Если функция непрерывна в точке  а  слева и справа, то она непрерывна в 
этой точке. 

Точка ax =  является точкой разрыва функции )(xf , если в этой точке 
функция не является непрерывной, т.е. функция в ней либо неопределена: 

0,1)( == x
x

xf , либо предел функции не равен значению функции в этой точ-
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ке: 






=

≠=
.0,2

,0,sin
)(

x

x
x

x
xf    

Точка ax =  называется точкой устранимого разрыва, если  
).()(lim afAxf

ax
≠=

→
 

Точка ax =  называется точкой разрыва первого рода, если правый и ле-
вый пределы функции в этой точке конечны, но не равны друг другу: 

.)(lim)(lim
00

AxfxfB
axax

=≠=
−→+→

 

Точка ax =  называется точкой разрыва второго рода, если хотя бы один 
из пределов (правый или левый) не существует или равен ∞ . 

Для выполнения первого задания  контрольной работы следует знать, что 
если известен график функции )(xfy = , то график функции 

)( cbxAfy += строится с помощью следующих преобразований графика 
)(xfy = . 

2.4.1. График )(bxf  получается сжатием графика )(xf  в  b  раз к оси Оу 

при 1>b  или растяжением  в 
b
1

 раз от этой оси при 10 << b  (рис. 2.2). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2.4.2. График )( cxf +  получается параллельным переносом графика 

)(xf  в положительном направлении оси Ох при 0<c  на  с  и в отрицатель-
ном направлении этой оси при 0>c  (рис. 2.3). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

y  

x  

1−  

1 

π2−  

π2  

xy
2
1sin=  y  

x  

1−  

1 

π−  
π  

xy sin=  
y  

x  

1−  

1 

2/π−  
2/π  

xy 2sin=  

Рис. 2.2 

π−  

y  

x  

1−  

1 

2−−π  
2−π  

)2sin( += xy  y  

x  

1−  

1 

π  

xy sin=  
y  

x  

1−  

1 

2+− π  
2+π  

)2sin( −= xy  

Рис. 2.3 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 25 

2.4.3. График функции )(xAfy =  получается растяжением графика 

)(xf  вдоль оси  Оу  в А раз при 1>A  или сжатием  вдоль этой оси в 
A
1

 раз 

при 10 << A  (рис. 2.4). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Пример 2.1.  Дана линия своим уравнением в полярной системе коорди-

нат 
ϕcos21

3
+

=r .   

Требуется: 
1)  построить линию по точкам; 2) найти уравнение данной линии в пря-

моугольной декартовой системе координат, у которой начало совпадает с по-
люсом, а положительная полуось абсцисс – с полярной осью; по полученному 
уравнению определить, какая это линия. 

Решение  
1.  Составим таблицу. 
 

ϕ  0 
8
π

 
4
π  π

8
3  

2
π  π

8
5  

3
2π  

4
3π  π

8
7  

r 1 ≈1,1 ≈1,2 ≈2 3 ≈6 ∞ <0 <0 
 

π  
8

9π  
4

5π  
3

4π  
8

11π  
2

3π  π
8

13  
4

7π  
8

15π  2π 

<0 <0 <0 ∞ ≈6 3 ≈2 ≈1,2 ≈1,1 1 
 

Из таблицы видно, что при 
3

4;
3

2 ππ
ϕ →  ∞→r ; при 






∈

3
4;

3
2 ππ

ϕ   

точек линии нет, так как не может быть 0<r . Для вычерчивания линии прове-

y  
y  

x  

1−  

1 

π−  
π  

xy sin2=  

x  

2−  

2  

π−  
π  

xy sin2=  y  

x  

2/1−  

2/1  π−  
π  

2
sin xy =  

Рис. 2.4 
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дем радиусы-векторы, соответствующие углам φ, взятым с интервалом 
8
π

.  

На каждом из этих радиусов-
векторов откладываем отрезки, равные 
значению r при соответствующем значе-
нии ϕ  из таблицы. Соединяя точки, яв-
ляющиеся концами этих отрезков, полу-
чаем график данной линии (рис. 2.5); 

2. Подставляя  22 yxr +=  и 

22
cos

yx

x

+
=ϕ  в уравнение заданной 

линии, получим 

⇒−=+⇒

+
+

=+ xyx

yx
xyx 2321

3 22

22

22

1
31

)2(09123
22

22 =−
−

⇒=+−−⇒
yxyxx . 

Полученное уравнение есть уравнение ветви гиперболы с полуосями  
3,1 == ba  с центром в точке )0;2(A . 

 

Пример 2.2.  Найти 
)4ln(
)3(lim

3 x
xctg

x −
−

→
. 

Решение. Подставляя вместо  х  его предельное значение, равное  3, по-
лучаем в числителе бесконечно большую, а в знаменателе – бесконечно малую 

функцию: 0)4ln(lim,)3(lim
33

=−∞=−
→→

xxctg
xx

. Поэтому ∞=
−
−

→ )4ln(
)3(lim

3 x
xctg

x
. 

 

Пример 2.3.  Найти  
xx
xx

x 74
512lim 4

4

+−

+
∞→

. 

Решение. Подстановка предельного значения аргумента приводит к не-

определенности 
∞
∞

. Разделим числитель и знаменатель на старшую степень ар-

гумента, т.е. на 4x . Получим  

y  

x  

0  

3  

3−  

1 2  

A  

Рис. 2.5 
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3
04
012

74

512
lim

74
512lim

4

3

4

4
−=

+−
++

=
+−

+
=

+−

+
∞→∞→

x

x
x

xx
xx

, 

так как при ∞→x    3
5
x

 и  4
7
x

 – бесконечно малые функции. 

Пример 2.4.  Найти  
2012
65lim 2

2

2 +−

+−
→ xx

xx
x

. 

Решение. Непосредственная подстановка аргумента 2=x  приводит к 

неопределенности  
0
0

. Так как 2=x  является корнем многочленов в числителе 

и знаменателе, то, разложив на множители, сократим дробь на 2−x ,  получим 

8
1

10
3lim

)10)(2(
)3)(2(lim

2012
65lim

222

2

2
=

−
−

=
−−
−−

=
+−

+−
→→→ x

x
xx
xx

xx
xx

xxx
. 

 

Пример 2.5.  Найти   
2

188lim 21 −+

+−+
→ xx

xx
x

. 

Решение. Пределы числителя и знаменателя при 1→x   равны 0, т.е. 

имеем неопределенность 
0
0

. Избавимся от иррациональности в числителе,  

домножив числитель и знаменатель на 188 +++ xx , получим 

=
++++−

+−+
=

−+

+−+
→→ )188)(2)(1(

)18()8(lim
2

188lim
121 xxxx

xx
xx

xx
xx

 

.
18
7

)188)(2(
1lim7

)188)(2)(1(
)1(7lim

1

1

−=
++++

−=

=
++++−

−−
=

→

→

xxx

xxxx
x

x

x
 

 

Пример 2.6.  Найти  
xtgx

x
x

cos1lim
0

−
→

. 

Решение. Заменяя  ,
2

sin2cos1 2 xx =−
x
xtgx

cos
sin

= , получим  
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=⋅⋅⋅=
⋅

=
−

→→→
x

x
xx

x

xx

xx

xtgx
x

xxx
cos

sin
1

4

2
sin

2
1lim

sin

cos
2

sin2
limcos1lim 2

2

0

2

00
 

2
11

1
11

2
1

=⋅⋅⋅= . 

Здесь использован первый замечательный предел 1sinlim
0

=
→ x

x
x

. 

Пример 2.7.  Найти 2
1

2
)25(lim +

−→
+ x

x
x . 

Решение. Подстановка 2−=x  приводит к неопределенности ∞1 . Сде-
лаем замену переменной 2+= xy ,  0lim

2
=

−→
y

x
. Тогда  

2

2

2
1

0

1

0
2

1

2
)21(lim)21(lim)25(lim eyyx y

y
y

y
x

x
=














+=+=+

→→
+

−→
. 

Здесь использован второй замечательный предел ez z
z

=+
→

1

0
)1(lim . 

Пример 2.8. Задана функция 

xe

xf
−+

=

1
1

1

1)(  и значения аргумента 

.1,0 21 == xx   Исследовать данную функцию на непрерывность в точках 1x  
и 2x . В случае разрыва функции найти левый и правый пределы функции в 
данной точке, сделать схематический чертеж. 

Решение. Функция в точке 01 =x  непрерывна, так как в этой точке не-

прерывны функции 
x

y
−

=
1

1
, xe −+ 1

1

1 , а также 












+ −xe1

1

1/1 . Точка 12 =x  

есть точка разрыва этой функции, так как )(xf  в этой точке не определена. 

( ) ,01

1

1lim
1

101
==

+

∞−

−
+→

e
e x

x
 ( )∞==

+

∞

−
−→

e

e x
x

0

1

1lim
1

101
. 

Значит, 12 =x  – точка разрыва первого рода.   
Чтобы сделать схематический чертеж, найдем  
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2
1

1
1

1

1lim)(lim
0

1
1

=
+

=

+

=

−
∞→∞→ e

e

xf
x

xx
. 

Изобразим схематично график этой функции (рис. 2.6). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Пример 2.9.  Задана функция   







>+
≤<−+

−≤+
=

.1если,3
,11если,1

,1если,52
)(

2

2

xx
xx

xx
xf  

Найти точки разрыва, если они существуют. Сделать чертеж. 
Решение. Функция 52 +x  непрерывна на ]1;( −−∞ , функция 12 +x  

непрерывна на ]1;1(− , а 32 +x  непрерывна на );1( +∞ , значит )(xf  непре-
рывна на интервалах );1()1;1()1;( +∞∪−∪−−∞ . Остается исследовать точки 

11 −=x  и 12 =x .  Находим правые и левые пределы функции в этих точках: 
;3)32(lim)(lim

0101
=+=

−−→−−→
xxf

xx
 

3)1()1(,2)1(lim)(lim 22

0101
=+=−=+=

+−→+−→
xfxxf

xx
, 

т.е. 11 −=x    является точкой разрыва 1-го рода, так как   
)(lim)(lim

0101
xfxf

xx −−→+−→
≠ , 

,2)1(lim)(lim 2
0101

=+=
−→−→

xxf
xx

 

.23lim)(lim 2
0101

=+=
+→+→

xxf
xx

 

Так как 2)1(lim)(lim
0101

===
+→−→

fxf
xx

, то )(xf  в точке 12 =x  непре-

y  

x  1 

1 
2/1  

Рис. 2.6 
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рывна. 
Сделаем ее чертеж (рис. 2.7). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

y  

x  

2  

3 

1 1−  
5,2−  

Рис. 2.7 
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Контрольная работа №3 
 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 
 

Литература:  [2], гл.3–6, 8; [3], гл.4, 8; 
[5], ч. I, §3.1– 3.7, ч.II, гл.6; [10], ч.II. 

 
3. Основные теоретические сведения 

 
3.1. Производной функции )(xf в точке 0x  называется число, обозна-

чаемое )( 0xf ′  и равное пределу разностного отношения  
0

0 )()(
xx

xfxf
−
−

 при 

0xx → ,   т.е. ;lim)()(lim)(
00

0

0
0 x

y
xx

xfxfxf
xxx ∆

∆
=

−
−

=′
→∆→

  
.

),()(

0

0

xxx
xfxfy

−=∆
−=∆

 

 
Для решения задачи № 1 следует знать: 
а)  таблицу производных; 
б)  правила дифференцирования функций 

Rxfxf ∈′=′ ααα ),(])([ , 
),()(])()([ xqxfxqxf ′±′=′±  

),()()()(])()([ xqxfxqxfxqxf ′⋅+⋅′=′⋅  

,0)(,
)(

)()()()(])(/)([ 2 ≠
′⋅−⋅′

=′ xq
xq

xqxfxqxfxqxf  

);()(ln)()()()(])([ )(1)()( xqxfxfxfxfxqxf xqxqxq ′⋅⋅+′⋅⋅=′ −  
 
в)  правила дифференцирования  
 – сложной функции )()],([ xfyxfy ϕϕ ϕ ′⋅′=′= ; 

 – обратной функции  
)(

1);(1
yf

xyfx y ′
=′= − ; 

 – функции, заданной параметрически 





=
=

)(
)(

ty
tx

ψ
ϕ

  ),,( βα∈t   
)(
)(

t
tyx ϕ

ψ
′
′

=′ ; 

 
 – функции, заданной неявно уравнением  0),( =yxF . 
В последнем случае надо продифференцировать равенство  0),( =yxF   

по  х,  считая  у  функцией от  х. Из полученного выражения найти  y′ ; 
г)  производные высших порядков. 
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3.2.  Формула Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа имеет вид 
 

++−
′′

+−
′

+= ...)(
!2

)()(
!1

)()()( 2
0

0
0

0
0 xxxfxxxfxfxf  

 

)()(
!

)(
0

0 xRxx
n

xf
n

n
n

+−+ , 

где  ,)(
)!1(

)()( 1
0

)1(
+

+
−

+
= n

n

n xx
n

cfxR  xcx ≤≤0   или   0xcx ≤≤ . 

При   00 =x   эта формула называется формулой Маклорена. Для реше-
ния задачи  №2 следует знать разложения основных элементарных функций по 
формуле Маклорена  α)1(),1ln(,cos,sin, xxxxey x ++= . 

Так,  )(!/...!2/1 2 xRnxxxe n
nx +++++= , 

)()!12/()1(...!3/sin 12
123 xRnxxxx n

nn
+

+ ++−++−= , 

)()!2/()1(...!2/1cos 2
22 xRnxxx n

nn +−++−= , 

),(/)1(...2/)1ln( 12 xRnxxxx n
nn +−++−=+ +  

)(
!

)1)...(1(...1)1( xRx
n

nxx n
n +

+⋅−
+++=+

ααα
αα . 

Если задана погрешность  ε   вычисления приближенного значения, то из 
условия  ε<)(xRn   можно найти число  n  членов разложения функции по 
формуле Тейлора. Пример с подробным описанием можно найти в  [11]. 

3.3. Если в некоторой окрестности точки  0x  выполняется неравенство 
))()()(()( 00 xfxfxfxf >< , то точка 0x  называется точкой экстремума 

(точкой максимума или точкой минимума).  Необходимое  условие экстремума: 
если  0x  – экстремальная точка, то либо 0)( 0 =′ xf   или  ∞ ,  либо  )( 0xf ′  не 
существует. Достаточное условие экстремума: если первая производная при пе-
реходе через точку  0x , в которой функция непрерывна, меняет знак, то 0x  – 
точка экстремума, причем  0x  – точка максимума, если знак )(xf ′  меняется  с  
«+»  на  «–» ,  0x  – точка минимума в противном случае. 

В задаче №3  следует выразить искомую величину как функцию некото-
рой переменной и исследовать полученную функцию на экстремум. 

3.4.  При отыскании наибольшего и наименьшего значений функции, за-
данной на отрезке, можно пользоваться следующим алгоритмом: 

а)   находим точки возможного экстремума на  [a, b]; 
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б)  вычисляем значения функции в этих  точках, а также на концах отрез-
ка, т.е. )(af  и )(bf ; 

в)  выбираем наибольшее и наименьшее из этих значений. 
 
3.5.  Общая схема исследования функции и построения ее графика: 
а)  найти область определения )(xf ; 
б)  исследовать функцию на периодичность, четность или нечетность; 
в)  исследовать функцию на монотонность и экстремум с помощью пер-

вой производной; 
г)  найти промежутки выпуклости и точки перегиба с помощью второй 

производной; 
д)  выяснить существование асимптот графика функции; 
е)  по полученным результатам построить график функции. 
 
3.6. Частной производной первого порядка функции нескольких перемен-

ных (ф.н.п.)  ),( yxfz =  по аргументу  х  называется предел 

x
xf

x
yxfyxxf

xx ∆
∆

=
∆

−∆+
→∆→∆ 00

lim),(),(lim . 

Обозначается  
x
zz x ∂

∂′ , . 

Отыскание частной производной 
x
z

∂
∂

 сводится к дифференцированию 

функции  ),( yxfz =   по  одной из переменных, когда другие переменные 
фиксируются, т.е. постоянны. 

Функция двух переменных ),( yxfz =  имеет две производные первого 
порядка:  xz ∂∂ /   и  yz ∂∂ / . Частных производных второго порядка у нее уже 

четыре: xyzyxzyzxz ∂∂∂∂∂∂∂∂∂∂ /,/;/,/ 222222 . Последние две на-
зываются смешанными производными. При определенных условиях выполня-

ется равенство  
xy
z

yx
z

∂∂
∂

=
∂∂

∂ 22
. 

3.7. Часто в приближенных вычислениях используется формула dzz ≈∆ , 
где  z∆ – приращение функции в точке ),( 00 yxA ; dz  – дифференциал функ-
ции в данной точке:  

),(),( 0000 yxfyyxxfz −∆+∆+=∆ , 

yyx
y
fxyx

x
fdz ∆

∂
∂

+∆
∂
∂

= ),(),( 0000 . 

Поэтому приближенная формула для вычисления значения функции в  
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точке ),( 11 yxB  имеет вид 

))(,())(,(),(),( 010001000011 yyyx
y
fxxyx

x
fyxfyxf −

∂
∂

+−
∂
∂

+≈ . 

Уравнение касательной плоскости к поверхности  ),( yxfz =  в точке 
),,( 000 zyxM  имеет вид 

))(,())(,( 0000000 yyyxfxxyxfzz yx −′+−′=− . 
3.8. При решении задач на нахождение наибольшего и наименьшего зна-

чений ф.н.п. необходимо помнить, что если ф.н.п. дифференцируема в ограни-
ченной замкнутой области, то она достигает своего наибольшего и наименьше-
го значений или в стационарной точке (т.е. точке, где частные производные об-
ращаются в ноль), или на границе области. 

Поэтому при решении задачи № 3  используется следующая схема: 
а) находятся стационарные точки, т.е. решается система уравнений  
,0=′xz  ,0=′yz   причем эти точки должны принадлежать рассматриваемой 

области, и вычисляются значения функции в этих точках; 
б) используется функция на границе области, где задача сводится к оты-

сканию наибольшего и наименьшего значений функции одной переменной на 
некотором отрезке; 

в) сопоставляя все полученные значения функции  z, находим наибольшее 
и наименьшее значения. Подробное решение см. в [11]. 

 
Пример 3.1.  Пользуясь определением производной, найти производную 

функции  axy sin= . 

Решение. 





 ∆+⋅∆=−∆+=∆ xaaxxaaxxxay

2
cos

2
sin2sin)(sin ; 

x

xaaxxa

x
y

∆







 ∆+⋅∆

=
∆
∆ 2

cos
2

sin2
 ; 

=





 ∆+⋅

∆

∆
=

∆
∆

=′
→∆→∆→∆

xaax
x

xa

x
yy

xxx 2
coslim2

sin
lim2lim

000
 

axaaxa coscos
2

2 ⋅=⋅= . 

Пример 3.2.  Найти производную функции  xy 4cos= . 
Решение. Внешней функцией здесь служит степенная функция: xcos  

возводится в четвертую степень. Дифференцируя  эту степенную функцию по 
промежуточному аргументу ( xcos ), получим   
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xx x
3

cos
4 cos4)(cos =′ , 

но промежуточный аргумент  xcos  – функция независимой переменной  х;  
поэтому надо полученный результат умножить на производную от xcos  по не-
зависимой переменной  х . Таким образом,  получим 

xxxxxxy xxx sincos4)sin(cos4)(cos)(cos 33
cos

4 ⋅−=−⋅=′⋅′=′ . 
При дифференцировании функций нет необходимости в таких подробных 

записях. Результат следует писать сразу, представляя последовательно в уме 
промежуточные аргументы. 

Пример 3.3.  Найти производную функции  xearctgy 31ln −= . 
 

Решение. ( ) ( ) =⋅−⋅−⋅
−+

⋅
−

=′
−

31
2
1

)1(1
1

1

1 32/13
233

xx
xx

ee
eearctg

y  

( ) xxx

x

eeearctg

e
333

3

1212

3

−−−

−
= . 

 
В некоторых случаях, если, например, нужно найти производную  функ-

ции   )())(( xvxuy =  или  функции, заданной в виде произведения большого   
числа сомножителей, используется так называемый способ логарифмического 
дифференцирования. 

Пример 3.4.  Найти производную функции 3
5

23

5
)1(

x
xxy

−
+

= . 

Решение. Применим метод логарифмического дифференцирования. 
Рассмотрим функцию 

xxx
x

xx
yZ −−++=

−

+
== 5ln

15
1)1ln(

3
1ln

5

)1(
lnln 23

5

23

. 

Учитывая, что 
u
uu

′
=′)(ln , будем иметь 

)5)(1(15
751412524

)5(15
1

)1(3
21

2

23

2 xxx
xxx

xx
x

x
z

−+

+−+−
=

−
+

+
+=′ . 

Но  
y
yyz
′

=′=′ )(ln , откуда 
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)5)(1(15
751412524

5
)1(

2

23
3

5

23

−+

−+−
⋅

−
+

=′=′
xxx

xxx
x

xxzyy . 

Пример 3.5.  Найти производную функции 
xexy = . 

Решение. ;lnln xey x ⋅=  
x

exe
y
y x

x +=
′

ln ;  











+=










+=′

x
exex

x
exeyy

x
xxe

x
x lnln . 

Пример 3.6.  Найти производную xy′   функции  )(xy , заданной неявно: 

05324 =+++ yyxx . 
Решение. Продифференцируем уравнение по х, рассматривая  у  как 

функцию от х, и решим полученное уравнение относительно  xy′ . 

22

3
223

3
24;0324
yx
xyxyyyyxxyx

+

+
−=′=′⋅+′++ . 

Пример 3.7. Найти производную первого и второго порядка  функции, 

заданной параметрически:   




=
=

tby
tax

3

3

sin
cos

. 

Решение. 
t

t
x x

yy
′
′

=′ ; ttbyt cossin3 2 ⋅=′ ; ttaxt sincos3 2−=′ ; 

tgt
a
b

tta
ttbyx −=

⋅
−=

sincos3
cossin3

2

2
. 

Далее будем искать xxy ′′  по формуле 

;)(

t

tx
xx x

yy
′

′′
=′′  

ta
by tx 2cos

)( −=′′ . 

Отсюда  
tta

b
ttata

byxx
sincos3)sincos3(cos 4222 ⋅

=
⋅−

−=′′ . 

Производную второго порядка также можно было найти по формуле   

3)( t

tttttt
xx

x
yxyxy

′

′⋅′′−′′⋅′
=′′ . 

Пример 3.8. Найти наибольшее и наименьшее значения функции  
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4
8
x

xy +=    на  отрезке [–1; 3]. 

Решение. 5

5

5
32321

x
x

x
y −

=−=′ . 

Критическая точка одна: )0)((21 =′= xfx . Эта точка принадлежит от-
резку [1;3]. (Точка   0=x   не является критической, так как  ]3;1[0 ∉ ). 

Вычисляем значения функции на концах отрезка и в критической точке. 

81
83)3(,

2
5)2(,9)1( ==−=− fff . 

 Отсюда:  
2
5

=нмf   при  2=x ; 
81
83=нбf   при   3=x . 

Пример 3.9. Определить размеры открытого бассейна с квадратным дном 
объемом  332м , так чтобы на облицовку его стен и дна пошло наименьшее 
количество материала. 

Решение. Обозначим сторону основания через  х, а высоту через у.
 Тогда объем  V  бассейна будет равен   

2
2 3232

x
yyxV =⇔== , 

а облицовочная поверхность S  бассейна равна 

x
xxyxS 1284 22 +=+= . 

Исследуем полученную функцию на минимум на промежутке  );0( +∞ . 

2
1282
x

xS −=′ . Так как  0≠x , критические точки определяются из условия  

.4;01282 3 ==− xx   При переходе через точку  4=x  слева направо S ′  
меняет знак   с  «–»   на    «+». Точка 4=x  является точкой минимума. 

Итак,  искомые размеры бассейна  4=x м, 2=y м. 

Пример 3.10.  Построить график функции  2

3 4
x

xy +
= . 

Решение.  
1.  Область определения функции  );0()0;()( +∞∪−∞=yD . 
2. Функция не является четной или нечетной. 

3.  Найдем точки пересечения графика с осью  ОХ;  имеем  04
2

3
=

+

x
x

; 

3 4−=x . 
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4. Точка разрыва  0=x , причем +∞=
±→

y
x 0
lim ; следовательно,  0=x  

является вертикальной асимптотой графика. 
Найдем наклонные асимптоты: 

14lim)(lim 3

3
=

+
==

∞→∞→ x
x

x
xfk

xx
; 

04lim4lim))((lim 22

3
==










−

+
=−=

∞→∞→∞→ x
x

x
xkxxfb

xxx
. 

Наклонная асимптота имеет уравнение xy = . 
 
5.  Найдем экстремум функции и интервалы возрастания и убывания.  

Имеем  3

3

3
881

x
x

x
y −

=−=′ . Существует единственная критическая точка  

2=x . В промежутках  )0;(−∞∈x  и );2( +∞∈x   0>′y , следовательно, функ-
ция возрастает; в промежутке 0)2;0( <′∈ yx , функция убывает. Далее 

 находим 4
24
x

y =′′ ;   0)2( >′′y , следовательно, 2=x  – точка минимума 

3min =y . 
6.  Найдем интервалы выпуклости и вогнутости кривой и точки ее пере-

гиба. Так как 0>′′y   )0( ≠x , то график функции всюду вогнут. Точек переги-
ба кривая не имеет. 

Строим график функции (рис. 3.1). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2  0  

3 

y  

x  
3 4−  

Рис. 3.1 
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Пример 3.11.  Показать, что функция  
x
yx sin2 ⋅=   удовлетворяет 

уравнению  z
y
zy

x
zx =

∂
∂

+
∂
∂ 22 . 

Решение. Найдем частные производные 
x
z

∂
∂

  и  
y
z

∂
∂

. 








−⋅⋅+=
∂
∂

2
cossin

2
1

x
y

x
yx

x
y

xx
z

, 

x
y

xxx
yx

y
z cos11cos =⋅⋅=

∂
∂

. 

Подставим их в уравнение 

x
yx

x
y

x
y

x
y

x
yxx

x
y

x
x sincos2cos2sin

2
2

2 =+





−⋅⋅+ . 

Получим тождество. Следовательно, функция z удовлетворяет данному 
уравнению. 

Пример 3.12.  Дана функция  132 ++= yxz   и две точки  )2;4(A  и  
)96,1;03,4(B . Требуется:  1)  вычислить значение функции в точке В;  2)  вы-

числить приближенное значение функции в точке В, исходя из значения 0z  
функции в точке А, заменив приращение функции при переходе от точки А к 
точке В дифференциалом;  3)  оценить в процентах относительную погреш-
ность, возникшую при замене приращения функции ее дифференциалом. 

Решение. 1.  976,4770436,24)196,1()03,4( 32
1 ≈=++=z . 

2.  ,04,0,03,0,2,4 00 −=∆=∆== yxyx   51816)2;4( =++=f . 

Итак, ,50 =z   )(0 Adfzz +≈ ;  y
y
Azx

x
AzAdf ∆

∂
∂

+∆
∂

∂
=

)()()( . 

Найдем  )(Adf .  
12

2
32 ++

=
∂
∂

yx

x
x
z

,  8,0
5
4)(

==
∂

∂
x
Az

; 

12

3
32

2

++
=

∂
∂

yx

y
y
z

,    2,1
5
6)(

==
∂

∂
y
Az

; 

072,5)04,0(2,103,08,05)96,1;03,4( =−+⋅+≈f . 

%100⋅
∆

=
a
a

δ ; %9,1%100
976,4

976,4072,5
≈⋅

−
=δ . 
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Пример 3.13. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
yxyxyxz 264 22 −−−+=  в треугольни-

ке, ограниченном осями координат и прямой 
0632 =−+ yx . 

Решение. Найдем критические точки 
локального экстремума внутри  указанной об-
ласти и значения данной функции 

);( yxfz =  в этих точках (рис. 3.2). Так как 

642 −+=
∂
∂ yx
x
z

, 224 −−=
∂
∂ yx
y
z

, то сис-

тема для отыскания критических точек имеет 
вид  





=−−
=−+

012
032

yx
yx

 ⇔




=
=

1
1

y
x

. 

Точка )1;1(0P  находится внутри области, причем 4)( 0 −=Pz . Исследуем 
функцию z  на границе области. На отрезке ОА  имеем :  )0;(,0 xfzy ==  

или xxxg 6)( 2
1 −= , где ]3;0[∈x ; 62)(1 −=′ xxg ; 0)3(1 =′g ; 

9)0;3()3(1 −== fg . На отрезке ОВ имеем:  );0(,0 yfzx ==  или 

yyygz 2)( 2
2 −−== , где 0)1(;22)(];2;0[ 22 =−′−−=′∈ gyygy , 

]2;0[1∉− . На отрезке  АВ  имеем  ,
3
22 xy −=  






 −= xxfz

3
22;  или   

,86
9

19)( 2
3 −+−== xxxgz  где ]3;0[∈x ; 6

9
38)(3 +−=′ xxg ; 

0
19
27

3 =





′g , 

19
71

19
20;

19
27

19
27

3 −=





=






 fg .  Найдем значения функции  z  в 

точках О, А, В.  
8)2;0()(;9)0;3()(;0)0;0()0( −==−==== fBzfAzfz . 

Сравнивая значения )1;1(,)
19
20;

19
27(),0;3(),2;0(),0;0( fffff , 

приходим к выводу:  
наибольшее значение 0=наибz  в т. )0;0(O ; 
наименьшее значение 9−=наимz  в т. )0;3(A . 
 
 

 

0  

y  

x  

1 

1 

P  

)2;0(B  

)0;3(A  

Рис. 3.2 
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Контрольная работа №4 
 

НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ И ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛЫ 
 

Литература:  [2], гл.10, 11; [3], гл.5 – 7; [5], ч. II, гл.5; [9], ч.II. 
 

4. Основные теоретические сведения 
 

4.1.  Неопределенным интегралом от функции )(xf  называется выраже-
ние  ∫ += CxFdxxf )()( , где )()( xfxF =′ . Функция )(xF  называется пер-
вообразной для данной функции )(xf . 

При интегрировании наиболее часто используются следующие методы и 
свойства: 

а) свойство линейности 
Rdxxgdxxfdxxgxf ∈+=+∫ ∫ ∫ βαβαβα ,,)()()]()([ ; 

б)  подведение под знак дифференциала 

∫ ∫=′⋅ )())(()())(( xdxfdxxxf ϕϕϕϕ , так как )()( xddxx ϕϕ =′ ; 
в)  формула интегрирования по частям 

∫ ∫−⋅= vduvuudv . 
К классам функций, интегрируемым по частям, относятся функции вида 
axexP )( , axxP sin)( ,  axxP cos)( ,  xxP ln)( ,  xxP arcsin)( , arctgxxP )( , 

где )(xP – многочлен от  х.  В первых трех случаях за  u  принимается функция 
)(xP , в последних трех – arctgxxx ,arcsin,ln ; 
г)  интегрирование рациональных дробей, т.е. отношения двух многочле-

нов )(
)(
)( xR

xQ
xP

k

n = , сводится к разложению подынтегральной функции )(xR  

на элементарные, всегда интегрируемые дроби вида 

em qpxx
NMx

ax
A

)(
,

)( 2 ++

+

−
, 

где  Nlm ∈, , а qpxx ++2  не имеет действительных корней. В случае непра-
вильной дроби kn ≥  нужно предварительно выделить целую часть; 

д)  интегрирование методом замены переменной (способ подстановки) за-
ключается в переходе от старой переменной x  к новой переменной  
t  : )(tx ϕ= . Наиболее целесообразная для данного интеграла замена перемен-
ной, т.е. выбор  )(tx ϕ= , не всегда очевидна. Подробно о подстановках см. 
[7], гл. 4. 

4.2. Формула Ньютона-Лейбница для вычисления определенного инте-
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грала имеет вид 

∫ −==
b

a

b
a aFbFxFdxxf )()()()( , 

если )()( xfxF =′  и первообразная )(xF  непрерывна на [a, b].   
4.3.  Если интервал интегрирования [a, b] не ограничен (например 

∞=b ) или функция )(xf  не ограничена в окрестности одного из пределов 
интегрирования (например при bx = ), то по определению полагают 

∫ ∫
∞+

+∞→
=a

b

ab
dxxfdxxf )(lim)(  

и 

∫ ∫
−

+→
=b

a
b
a dxxfdxxf ε

ε
)(lim)(

0
. 

Интегралы слева называются несобственными интегралами. Несобствен-
ный интеграл называется сходящимся, если существует конечный предел пра-
вой части. Если же предел не существует, то несобственный интеграл называ-
ется расходящимся. 

4.4. Определенный интеграл применяется при решении различных гео-
метрических задач. Вот некоторые из них. 

4.4.1. Площадь криволинейной трапеции (рис. 4.1), ограниченной графи-
ком кривой )(xfy = , прямыми ax =   и  

bx = , осью Ox , вычисляется по формуле  

∫= b
a dxxfS )( . Здесь 0)( ≥xf . 

Если кривая задана параметрически в 
виде  )(tx ϕ= , )(ty ψ= , βα ≤≤ t , то 

∫ ′= β
α ϕψ dtttS )()( . 

Площадь сектора  MON, ограниченного 
кривой MN, заданной уравнением в полярных 
координатах )(ϕρρ =  и лучами αϕ =   и  βϕ = , определяется по  формуле 

∫= β
α ϕϕρ dS )(

2
1 2 . 

4.4.2. Длина дуги кривой )(xfy = ,  bxa ≤≤  выражается по формуле 

∫ ′+= b
a dxxfl 2)]([1 . 

Если кривая задана параметрически:  )(),( tytx ψϕ == , βα ≤≤ t , то  

∫ ′+′= β
α ψϕ dtttl 22 )]([)]([ . 

Длина дуги в полярных координатах )(ϕρρ = , βϕα ≤≤  задается 

0  

M  

N  
β  

α  

Рис. 4.1 
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формулой   

∫ ′+= β
α

ϕϕρϕρ dl 22 )]([)( . 

4.4.3.  Объем xV  тела, полученного вращением вокруг оси Ox  криволи-
нейной трапеции  ),(xfy =  ,ax =  bx = , вычисляется по формуле   

∫= b
ax dxxyV )(2π . 

 
Примеры и решения 

 
Пример 4.1.  Вычислить ∫ += dxxJ 17)153( . 
Решение. Возводить двучлен в 17-ю степень нецелесообразно. Исходя 

из табличного интеграла  ∫ += cuduu
18

18
17 , получаем 

=++=+= ∫ ∫ )153()153(
3
1)153( 1817 xdxdxxJ  

cxcx
++=+

+
⋅= 18

8
)153(

54
1

18
)153(

3
1

. 

Пример 4.2.  Вычислить  ∫
−

= 232 x
dxJ . 

Решение. Аналогично предыдущему, 

c
x

x

x

xd

x
dxJ +

⋅−

⋅+
=









−










=
−

= ∫∫

2
31

2
31

ln
62

1

2
31

2
3

6
1

32 22 . 

Пример 4.3.  Вычислить ∫
+

= 44 x
xdxJ . 

Решение. Поскольку 

c
a
uarctg

aau
aud

aua
du

+=
+

=
+

∫ ∫
1

)/(1
)/(1

222 , 

то   

∫ ∫ +=
+

=
+

cxarctg
x

xd
x

xdx
24

1
)(2

)(
2
1

4

2

222

2

4
. 
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Пример 4.4.  Вычислить ∫
+

=
xe

dxJ
21

. 

Решение. Так как 

1)(

)(

111 2222 +
−=

+
=

+
=

+ −

−

−

−

− x

x

x

x

xxx e

ed

e

dxe

ee

dx

e

dx
, 

то 

( )∫ ∫ +++−=
+

−=
+

−−
−

−
cee

e

ed

e

dx xx
x

x

x
1ln

1)(

)(

1
2

22
. 

 
Пример 4.5.  Вычислить  ∫ −= dxxxJ 5 . 

Решение. Применим подстановку tx =− 5 . 

Отсюда  tdtdxtxtx 2,5,5 22 =+==− . 
Подставив в интеграл, получим 

∫∫ =++=+=⋅⋅+= cttdttttdtttJ
3

10
5

2)5(22)5(
35

242  

cxx
+

−
+

−
=

3
)5(10

5
)5(2 2/32/5

. 

Пример 4.6.  Вычислить ∫= dxexJ x2 . 

Решение. Положим  dxedxu x== ν,2 ; тогда xexdxdu == ν,2 . 
Применим формулу интегрирования по частям: 

∫ ∫−= dxxeexdxex xxx 222 . 

Мы добились понижения степени  x  на единицу. Чтобы найти ∫ dxxex , 

применим еще раз интегрирование по частям. Полагаем dxedvxu x== , ;  

тогда xevdxdu == ,   и   

∫ ∫ ++−=−−= cexeexdxexeexdxex xxxxxxx 22)(2 222 . 

Пример 4.7.  Вычислить ∫
++

= dx
xx

xJ
45 24

4
. 

Решение. Выделяя целую часть, получим 

45
451

45 24

2

24

4

++

+
−=

++ xx
x

xx
x

. 

Учитывая, что )4)(1(45 2224 ++=++ xxxx , для второго слагаемого 
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получаем разложение  

.
4145

45
2224

2

+

+
+

+

+
=

++

−−

x
DCx

x
BAx

xx
x

 

Приводя к общему знаменателю, получим равенство числителей: 
)1)(()4)((45 222 +++++=−− xDCxxBAxx . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x , получаем 

.44
40

5
0

0

2

3

DBx
CAx
DBx

CAx

+=−
+=
+=−

+=

 

Отсюда находим  
3

16;
3
1;0 −==== DBCA . Подставляя найденные 

коэффициенты в разложение и интегрируя его, получаем 

∫ +−+=
++

cxxx
xx
dxx

2
arctg

3
8arctg

3
1

45 24

4

. 

Пример 4.8.  Вычислить  ∫
+−

=
4 53 )2()1( xx

dxJ . 

Решение. Так как 44 53
1
2)2)(1()2()1(

−
+

+−=+−
x
xxxxx , то по-

дынтегральное выражение есть рациональная функция от x   и  4
1
2

−
+

x
x

; поэто-

му введем подстановку: t
x
x

=
−
+4

1
2

;  4

1
2 t

x
x

=
−
+

, откуда  

1
2

4

4

−

+
=

t
tx ;   

1
31 4 −

=−
t

x ;   
1

32 4

4

−
=+

t
tx ; dt

t
tdx 24

3

)1(
12
−

−
= . 

Следовательно, 

∫ ∫ +
+
−

=+=−=
−⋅⋅

−−
−= c

x
xc

tt
dt

ttt
dttttJ 4

2244

344

2
1

3
4

3
4

3
4

)1(33
12)1)(1(

. 

Пример 4.9.  Вычислить   ∫ ++
=

5cos3sin4 xx
dxJ . 

Решение. Подынтегральная функция рационально зависит от xsin  и 

xcos ; применим подстановку tx
=

2
tg , тогда 21

2sin
t
tx

+
= ,  2

2

1
1cos

t
tx

+

−
= ,  
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21
2

t
dtdx

+
=  и   =

+
+
−

⋅+
+

⋅

+
=

++∫ ∫
5

1
13

1
24

1/2
5cos3sin4

2

2

2

2

t
t

t
t

tdtdx
 

c
tt

dt
tt

dt
+

+
−=

+
=

++
= ∫∫ 2

1
)2(882

2 22 . 

Возвращаясь к старой переменной, получим 

c
xtgxx

dx
+

+
−=

++∫
2

2

1
5cos3sin4

. 

Пример 4.10.  Вычислить  ∫ +=
1

0

815 31 dxxxJ . 

Решение. Произведем замену 2831 zx =+ . Тогда    
12

7 zdzdxx = , 

dzzzdxx
36

)1( 2
15 −

= ; таким образом, 

270
29

3536
1)1(

36
1 2

1 1

235
22 =








−=−= ∫

zzdzzzJ . 

Следует обратить внимание, что при замене переменной в определенном 
интеграле пределы интегрирования в общем случае изменяются. 

Пример 4.11.  Вычислить несобственный интеграл ∫=
e

xx
dxJ

1
3 ln

 или до-

казать его расходимость. 

Решение. Подынтегральная функция  3 ln
1)(

xx
xf =  не ограничена  в 

окрестности точки 1=x . На любом же отрезке  ];1[ eε+  она интегрируема, так 
как является непрерывной функцией. Поэтому  

∫∫∫
+

−

+→++→
===

eee
xdx

xx
dx

xx
dx

εεεε 1

3
1

01
301

3 )(ln)(lnlim
ln

lim
ln

 

 

2
3)1(ln

2
3

2
3limln

2
3lim 3 2

01

3 2
0

=





 +−=






=

+→++→
ε

εεε

e
x . 

Пример 4.12.  Найти площадь фигуры, ограниченной параболой  2xy =   
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и прямой  2=+ yx . 

Решение. Найдем абсциссы точек пересечения параболы 2xy =   и  

прямой xy −= 2 . Решая уравнение xx −= 22 , находим 1,2 21 =−= xx . 
Так как фигура ограничена сверху прямой, а снизу параболой, по известной 
формуле находим  

5,4)
32

2()2(
1

2 2

132
2 =−−=−−= ∫

− −

xxxdxxxS . 
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