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ВВЕДЕНИЕ 
 
Настоящее издание является 7-й частью «Сборника задач по высшей 

математике» в 10-ти частях и посвящено интегральному исчислению функций 
многих переменных. В него вошли разделы «Кратные интегралы», 
«Криволинейные интегралы», «Поверхностные интегралы», «Элементы 
векторного анализа». Структура 7-й части, как и предыдущих 6-ти частей, 
следующая. Сначала приводятся теоретические сведения по рассматриваемому 
вопросу, затем решения наиболее характерных задач этого типа и, наконец, 
приводятся задачи и упражнения для практических занятий в аудитории и для 
домашних заданий. Начало решения примера отмечено знаком ∆, конец 
решения – знаком ▲. 

Книга будет полезной не только для студентов вузов, но и для 
преподавателей, ведущих практические занятия со студентами. 
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1. Кратные интегралы 

1.1. Двойные интегралы 
Определение двойного интеграла и его свойства. Вычисление двойных 

интегралов в прямоугольной декартовой системе координат. Замена 
переменных в двойных интегралах. Двойной интеграл в прямоугольной 
системе координат и обобщенной прямоугольной системе координат. 

 
Пусть в области  D   с границей  Г  задана непрерывная функция  ).,( yxf    

Разобьем область D   произвольным образом на  n частичных областей iD  
(рис. 1.1), площади которых равны  ,iS∆    

.,1 ni =   В каждой частичной области выбе-
рем произвольную точку  ),( iiiP ηξ=   и 

составим сумму ∑
=

∆=
n

i
iiin Sf

1
,),( ηξσ   

называемую интегральной суммой Римана 
для функции ),( yxf   по области .D   Пусть 
∆  – наибольший из диаметров областей i∆  
и назовем его диаметром разбиения 
области  .D  

Если существует предел 

∑
=→∆

∆
n

i
iii Sf

10
,),(lim ηξ   не зависящий ни от 

способа разбиения  D  на части  ,iD   ни от 
выбора точек  ,),( iiii DP ∈= ηξ   то говорят, что функция ),( yxf  интегрируема 
по Риману в области ,D  а сам предел называют двойным интегралом от 
функции ),( yxf  по области D  и обозначают  ∫∫

D

dxdyyxf .),(   

Итак, по определению  

∫∫ =
D

dxdyyxf ),( .),(lim
10

∑
=→∆

∆
n

i
iii Sf ηξ    (1.1) 

 • 

Y 

X 0 

Г 

Рис. 1.1 
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Геометрически двойной интеграл (1.1) выражает собой объем v  
криволинейного цилиндра v  – тела, 
ограниченного сверху 
поверхностью S  с уравнением 

,0),( ≥= yxfz  снизу – областью D , 
являющейся проекцией S  на 
плоскость XY  (границей служит 
замкнутая кривая Γ ) и 
образующими, параллельными оси 
Z. 

Итак, 
 ∫∫=

D

dxdyyxfv .),(  (1.2) 

При ,1),( ≡yxf   ( , )x y D∀ ∈  
двойной интеграл  
 ∫∫=

D

dxdyS  (1.3) 

есть площадь области D . 
Если D  – плоская пластинка, по поверхности которой непрерывно 

распределена масса с плотностью ),,( yxµ  то масса  m  такой пластинки 
выражается интегралом: 

 
 ∫∫=

D

dxdyyxm .),(µ  (1.4) 

Пусть ),( yxf  непрерывна в замкнутой области  D  (а значит, и 
интегрируема в ней). Справедливы 
следующие свойства двойных интегралов 
(функция ),( yxg   также интегрируема в 
 D ). 

1º. (Линейность).  Для любых α  и 
β  из R  

( ) =+∫∫ dxdyyxgyxf
D

),(),( βα

∫∫ ∫∫+=
D D

dxdyyxgdxdyyxf .),(),( βα  

2º. (Аддитивность). Если 
21 DDD U=  и 1D  и 2D  не имеют общих 

внутренних точек, то 

∫∫ =
D

dxdyyxf ),(  

1 2

( , ) ( , ) .
D D

f x y dxdy f x y dxdy= +∫∫ ∫∫  

(V) 

z=f(x,y) 
Z 

X 

Y 
0 

D 

Г Рис. 1.2 

D1 

D2 

0 

Y 

X 
Рис. 1.3 
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3º. Если ,0),( ≥yxf   ,),( Dyx ∈∀  то ∫∫ ≥
D

dxdyyxf .0),(  

4º. Если ),,(),( yxgyxf ≥   ,),( Dyx ∈∀  то ∫∫ ∫∫≥
D D

dxdyyxgdxdyyxf .),(),(  

5º. (Оценка модуля интеграла). 

 .,(),( dxdyyxfdxdyyxf
DD
∫∫∫∫ ≤  (1.5) 

6º. (Оценка интеграла).  
Пусть ),,(max

),(
yxfM

Dyx ∈
=   ),(min

),(
yxfm

Dyx ∈
= . Тогда  

 ∫∫ ≤≤
D

MSdxdyyxfmS ,),(  (1.6) 

где S  – площадь области .D  
7º. Пусть D  – прямоугольник { }dycbxa ≤≤≤≤ ,  и ).()(),( ygxyxf ϕ=  

Тогда  

∫∫ ∫ ∫⋅=
D

b

a

d

c

dyygdxxdxdyygx .)()()()( ϕϕ  

8º. (Теорема о среднем).  Пусть ),( yxf  – функция, непрерывная в 
ограниченной замкнутой связной области D . Тогда существует точка 

D∈),( ηξ  такая, что  
 ∫∫ ⋅=

D

Sfdxdyyxf ,),(),( ηξ  (1.7) 

где S  – площадь области .D  
Величина  

 ∫∫=
D

dxdyyxf
S

f ),(1),( ηξ  (1.8) 

называется средним значением функции 
),( yxf  в области .D  
Вычисление двойных интегралов 

сводится к последовательному вычислению 
однократных интегралов. 

На плоскости XY  множество D  вида 
 { }],[),()(,),( 21 baxxyxbxayxD ∈∀≤≤≤≤= ϕϕ  (1.9) 
называют элементарным относительно оси Y  (рис. 1.4). Здесь функции )(1 xϕ  
и )(2 xϕ  непрерывны на [ ].,ba  

Аналогично определяется множество D , элементарное относительно 
оси X  (рис. 1.5).  

Теорема 1.1.  Если функция f  интегрируема на множестве Y  вида (1.9), 
элементарном относительно оси   Y , то  

 

0 

D 

a b 
X 

Y 

Рис. 1.4 
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 ∫∫ ∫ ∫=
D

b

a

x

x

dyyxfdxdxdyyxf
)(

)(

2

1

.),(),(
ϕ

ϕ

 (1.10) 

Правая часть в (1.10) является повторным интегралом, т.е. результатом 
последовательного вычисления 
сначала интеграла по y (внутреннего 
интеграла) при фиксированном x, а 
затем интеграла по x от 
получившейся функции. 

Если множество  D  
элементарно относительно оси X  
(рис. 1.5), то для интегрируемой по x 
функции ),( yxf  верно равенство 

∫∫ ∫ ∫=
D

d

c

yg

yg
dxyxfdydxdyyxf

)(

)(

2

1

.),(),(  (1.11) 

Множество D , элементарное 
относительно каждой из осей X  и Y , 
называется элементарным. Для него верно каждое из равенств (1.10) и (1.11), в 
частности, 

 ∫ ∫ ∫ ∫=
b

a

x

x

d

c

yg

yg
dxyxfdydyyxfdx

)(

)(

)(

)(

2

1

2

1

.),(),(
ϕ

ϕ
 (1.12) 

Равенство (1.12) используется для перемены порядка интегрирования в 
повторном интеграле. 

1.1. Вычислить интеграл ∫∫=
jD

jj dxdyyxfI ,),(  если 

1) ( ) ,1),( 2
1

−++= yxyxf  1D  – треугольник, ограниченный прямыми 
;6,2,2 =+== yxxyyx  

2) ,),( 2
2 yyxf =  область 2D  ограничена линиями 2yx = , 2−= xy ; 

3*) ,),(3 xyxf = { }.20,2 222
3 RrRyxrxD <<≤+≤=  

r 1) Треугольник 1D  изображен на рис. 1.6. Отрезком AB разделим 1D  
на два треугольника  1∆  и .2∆  Тогда в силу свойства аддитивности  

∫∫ ==
1

),(11
D

dxdyyxfI .),(),(
1 2

21 dxdyyxfdxdyyxf∫∫ ∫∫
∆ ∆

+  

По формуле (1.10) имеем: 

( )
=

++
=∫∫ ∫ ∫

∆1

2

0

2

2/
21 1

),(
x

x yx
dydxdxdyyxf  

=







=
=

++
−= ∫ dx

xy
xy

yx

2

0 2/
2

1
1

0 

D 

c 

Y 

X 
Рис. 1.5 

d 

y x
)(1 ygx =

)(2 ygx =

2 

2 

4

4 0 X 

Y 

B 

A 

Δ2 

Δ1 

Рис. 1.6 

xy 2= xy −= 6
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2

0

1 1 1 2ln 7 ln 4,
1 3 1 3 / 2 3 3

dx
x x

 = − + = − + + + ∫

( )
;

4
7ln

3
2

7
2

2/31
1

7
1

1
),(

4

2

4

2

6

2/
21

2

∫∫∫ ∫ ∫ +−=







+
+−=

++
=

∆

−

dx
xyx

dydxdxdyyxf
x

x

 

следовательно, .
7
27ln

3
1

1 −=I  

2) Множество 2D  изображено на 
рис. 1.7. Оно элементарно 
относительно оси :X  

{ }.2,21),( 2
2 +≤≤≤≤−= yxyyyxD  

Интеграл 2I  вычисляем по 
формуле (1.11): 

=





 +

== ∫ ∫ ∫
−

+

−
dy

y
y

xydxydyI
y

y

2

1

2 2

1
2

22
2

2

2
  

( )∫
−

=−+=
2

1

423 .
20
632 dyyyy  

3) Неконцентричное кольцо 3D  
изображено на рис. 1.8 и заштриховано 
вертикальными линиями. Вычисление 
интеграла 3I  производим следующим 
образом. Обозначим 1K  – круг ,222 Ryx ≤+   

2K  – круг rxyx 222 ≤+ .  Откуда 
.\ 213 KKD =   Тогда по свойству 

аддитивности двойного интеграла будем 
иметь  

∫∫ ∫∫−=
1 2

,3
K K

xdxdyxdxdyI  

первый интеграл здесь обозначим  1J , второй  – 2J . Круги 1K  и 2K  зададим в 
виде 

{ },, 2222
1 yRxyRRyRK −≤≤−−≤≤−=  

{ }., 2222
2 yrrxyrrryrK −+≤≤−−≤≤−=  

По формуле (1.11) находим 

,0
22

22
1 == ∫∫

−

−−−

xR

xR

R

R

xdxdyJ  

так как функция x  во внутреннем интеграле нечетна, то 

2 

-1 

0 4 

1 

D2 

X 

Y 

Рис. 1.7 

2yx =

2+= yx

2 

 

 
R 

K2 

r 

K1 

0 

Y 

X 

Рис. 1.8 
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∫ ∫∫
− −

−+

−−

=−==
r

r

r

r

yrr

yrr

rdyyrrxdxdyJ .2 322
2

22

22

π  

Следовательно, .3
213 rJJI π−=−= p 

1.2. Изменить порядок интегрирования в интеграле 

 ∫ ∫ ∫ ∫+=
1

0 9/

3

1

1

9/2 2

.),(),(
x

x x

dyyxfdxdyyxfdxI  (1.13) 

r Восстановим область интегрирования .D  В первом повторном 
интеграле область в правой части равенства (1.13) определяется следующим 
образом: 

,
9

,10
2

1








≤≤≤≤= xyxxD  

а область 2D  во втором повторном  интеграле 
выражается так: 

.1
9

,31
2

2








≤≤≤≤= yxxD  

Так как область U 21 DDD =  элементарна по X , то по формуле (1.11) 
получаем  

∫ ∫=
1

0

3

.),(
y

y

dxyxfdyI  

Корень берем с положительным знаком потому, что все точки области D  
имеют неотрицательные абсциссы. p 

1.3. Оценить интеграл ∫∫ ++
+−

=
D

dxdy
yx
yxI ,

1
1sin 22

2

 где D  – круг .922 ≤+ yx  

r Воспользуемся оценкой интеграла (1.6). В нашем случае  
.92 ππ == rS   Так как  ,,1sin tt ∀≤  то в качестве границ подынтегральной 

функции можно взять  .1,1 =−= Mm  Тогда, согласно (1.6),  .99 ππ ≤≤− I   p 
1.4. Вычислить двойные интегралы: 

1) ( )∫∫ +
D

dxdyxyyx ,cossin   }.2/0,2/0{ ππ ≤≤≤≤= yxD  

2) ,2 dxdy
x
y

D
∫∫   }.,0{ 23 xyxxD ≤≤<=  

3) ∫∫
D

dxdyyx ,22   D  ограничена линиями .1,2 == xyx  

4) ,2∫∫
D

dxdyxy   }.0,{ 222 ≥≤+= xayxD  

5) ( )∫∫ +
D

dxdyyx ,33   }.0,{ 222 ≥≤+= yRyxD  

D2 D1 

1 

1 

3 

y=1 

y=x2/9 
X 

Y 

y =x 

Рис. 1.9 
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6) ( ) ,2 dxdyyx
D
∫∫ +  D  – ограничена прямыми .3,2,2, ==== xxxyxy  

7) ( )∫∫ +
D

dxdyyx ,22  D  – ограничена прямыми .3,,, ayayaxyxy ==+==  

8) ,dxdyyx
D
∫∫ −   .41,

5
4







 ≤≤≤≤= yxyxD  

9) ∫∫ −
D

dxdyyx ,)(sinπ  −D треугольник с вершинами ).2/17,2/7(),1,1(),1,4( −−  

10) ∫∫
D

dxdyy ,   }.2,3,6,60{ <−><≤≤= xyxyxyD  

Отв.: 1) 2 / 4;π  2) 1/15;  3) 4 / 27;  4) 52 /15;a  5) 54 /15;R  6) 76 /3;  
7) 414 ;a  8) 31/30; 9) 2(10 45 ) / 6 ;π π−  10) .4/255  

1.5*. Доказать, что при  1≠a : ∫




<
>

=−+
π π

ϕϕ
0

2

.1,0
,1,ln2

)cos21ln(
a

aa
daa  

1.6. Изменить порядок интегрирования в повторных интегралах: 

1) ∫ ∫
−

−

−

2

6

2

14/2

;),(
x

x

dyyxfdx  2) ∫ ∫
1

0 0

;),(
x

dyyxfdx   3) ∫ ∫
π

0

sin

0

;),(
x

dyyxfdx  

4) ∫ ∫
−1

0

2

2

;),(
x

x

dyyxfdx   5) ∫ ∫
−

−−

1

0

1

1 2

;),(
y

y

dxyxfdy  6) ∫ ∫
−

−++−

−+−−

6

2

4123

4123

2

2

.),(
xx

xx

dyyxfdx   

Отв.: 1) ∫ ∫ ∫ ∫
−

+

+−

−

+−

+
0

1

12

12

8

0

2

12

;),(),(
y

y

y

y

dxyxfdydxyxfdy   2) ∫ ∫
1

0

1

;),(
y

dxyxfdy   

3) ∫ ∫
−1

0

arcsin

arcsin

;),(
y

y

dxyxfdy
π

   4) ∫ ∫ ∫ ∫
−

+
1

0 0

2

1

2

0

;),(),(
y y

dxyxfdydxyxfdy  

5) ∫∫∫∫
−−

−

+
xx

dyyxfdxdyyxfdx
1

0

1

0

1

0

0

1

;),(),(
2

 6) ∫∫
−−+

−−−−

2

2

672

672

1

7

.),(
yy

yy

dxyxfdy   

1.7. Оценить интегралы: 
1) ( ) { };02, 2222 ≤−+=−= ∫∫ xyxDdxdyyxI

D

 

2) ( ) { };4,cos4 22 ≤+=+= ∫∫ yxDdxdyxyI
D

  

3) ( ) { };20,10,1 ≤≤≤≤=++= ∫∫ yxDdxdyyxI
D

 

4) ( ) { }.0131624,1044 2222 ≤+−−+=+−−+= ∫∫ yxyxDdxdyyxyxI
D

 

Отв.: 1) ;42/ ππ <<− I  2) ;2012 ππ << I  3) ;82 << I  4) .224 ππ << I  
1.8. Найти средние значения заданных функций в указанных областях: 
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1) yxyxf 22 sinsin),( =  в квадрате { };0,0 ππ ≤≤≤≤ yx  
2) 22 2),( yxyxyxf ++=  в треугольнике, ограниченном осями координат и 

прямой ;1=+ yx  
3) )cos(),( yxyxf +=  в области, ограниченной прямыми ;,,0 xyyx === π  
4) xyyxf =),(  в области, ограниченной осью X и верхней 

полуокружностью ( ) ;12 22 =+− yx  

5) 222),( yxRyxf −−=  в круге .222 Ryx ≤+    
Отв.: 1) ;4/1  2) ;12/7  3) ;/4 2π−  4) ;3/4 π  5) .3/2R  
1.9. Найти площадь области, ограниченной кривыми: 
1) axaxyaxyx ===+ ,2,222  (первый квадрант); 
2) ;3,44 2 +=−= yxxxy  
3) ;69,2510 22 xyxy −=+=  
4) ;0,0,2,2 2222 >>−=+= qpqxqyppxy  
5) ;1,44,4 222 <−==+ xxyyx  
6) ;2,4,2 2222 yxxxyxy <−==  
7) ;3/20,2cos,cos π≤≤== xxyxy  
8) ;1,1222 2222 ≥++=+ yxxyx  
9)* ;, ayxayx =+=+  

10)* ( ) .222 axyx =++  
Отв.:  1) ;2/3/8 22 aa π−  2) ;3/8  3) ;3/1516  4) ;3/)( pqqp +  
5) ;3/)86( +π  6) ;3/)166( −π  7) ;4/33  8) ;24/)36( +π   
9) ;3/2a  10) .2aπ  
 
Пусть функции   

 ),(),,( vuyyvuxx ==  (1.14)  
осуществляют взаимно однозначное непрерывно дифференцируемое 
отображение области D  плоскости UV на область G плоскости XY. Это 
означает, что существует обратное непрерывно дифференцируемое 
отображение ),(),,( yxvvyxuu ==  области G на область D  и в области D  
якобиан преобразования, т.е. 

.),(,0),( Dvu

v
y

u
y

v
x

u
x

vuJ ∈∀≠

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=  

Величины u и v можно рассматривать как прямоугольные координаты 
точек областиD  и в то же время как криволинейные координаты точек области 
G. 
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Если  в двойном интеграле ∫∫
G

dxdyyxf ),(  произвести замену по формулам 

(1.14), то областью интегрирования полученного интеграла будет уже область 
D , которая при надлежащем выборе функций  ),(),,( vuyvux  может оказаться 
проще области G, и имеет место формула 
 ∫∫=∫∫

DG
dudvvuJvuyvuxfdxdyyxf ),()),(),,((),( . (1.15) 

1.10. Вычислить ∫∫=Ι
G

dxdyxy ,если область G ограничена кривыми 

y2=ax,  y2=bx, xy=p, xy=q ( 0<a<b,  0<p<q). 
r Перейдем к новым переменным  u и v по формулам  y2=ux, xy=v. Тогда   

x=u-1/3v2/3,  y=u1/3v1/3, 

,
3
2,

3
1 3/13/13/23/4 −−− =

∂
∂

−=
∂
∂ vu

v
xvu

u
x ,

3
1,

3
1 3/23/13/23/2 −− =

∂
∂

=
∂
∂ vu

v
yvu

u
y  

u
vuJ

uvuvu

vuvu
vuJ

3
1),(

3
1

3
1

3
1

3
2

3
1

),(
3/23/13/13/2

3/13/13/23/4

=⇒−=
−

=
−−

−−−

 

при  0>u . 
Уравнения линий принимают вид  u=a,  u=b,  v=p,  v=q. Область G 

плоскости  XY  преобразуется в прямоугольник D плоскости UV (рис. 1.10).  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Применив формулу (1.15), получим 

( )
a
bpqdvv

u
du

u
dudvvI

q

p

b

aD
ln

9
2

3
1

3
2/32/3 −=== ∫∫∫∫ .    p 

Наиболее употребительными из криволинейных координат являются 
полярные координаты (полярная система координат (ПСК)): 

  x=ρ cosϕ,  y=ρ sinϕ, 
для которых 

,
cossin
sincos

),( ρ
ϕρϕ
ϕρϕ

ϕρ =
−

=J  

и формула (1.15) записывается в виде 

0 0′  

Y V 

X U 

bxy =2  

axy =2  

qxy =  
pxy =  

 D 
G 

a b 

p 

q 

Рис. 1.10 
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 .)sin,cos(),( ∫∫=∫∫
DG

ddfdxdyyxf ϕρρϕρϕρ  (1.16) 

1.11. Вычислить 2 2ln( )
D

Ι x y dxdy= +∫∫ , если G – кольцо между 

окружностями   x2+y2=e2,  x2+y2=e4. 
r Перейдем к полярным координатам 

22
2

0

ln 2 ln 2 ln
e

D D e

d d d d d d
π

Ι ρ ρ ρ ϕ ρ ρ ρ ϕ ϕ ρ ρ ρ= ⋅ = =∫∫ ∫∫ ∫ ∫ . 

Взяв внутренний интеграл по частям, получим   I=πe2(3e2–1).      p 
Другой распространенной системой координат на плоскости является 

обобщенная полярная система координат (обобщенная ПСК). В ней 
обобщенные полярные координаты вводятся по формулам 

 .20,0,sin,cos πϕρϕρϕρ ≤≤≥==
b
y

a
x  (1.17) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Согласно (1.17)  для эллипса  x2/a2+y2/b2=1  в обобщенной ПСК получаем 

уравнение ρ = 1, т.е. обобщенные полярные координаты отображают эллипс с 
полуосями  a и b (рис. 1.11) на прямоугольник { }πϕρ 20,10 ≤≤≤≤  (рис. 1.12). 

Для обобщеных полярных координат ρabJ = , так что формула замены 
переменных в обощенной ПСК имеет вид  

 
 ∫∫=∫∫

DG
ddbafabdxdyyxf ϕρρϕρϕρ )sin,cos(),( . (1.18)  

Для конкретной области G пределы изменения обобщенных полярных 
координат  ρ  и  ϕ  находят из уравнений линий, ограничивающих эту область. 

1.12.  Найти массу пластины G, заданной неравенствами 
2/3,0,369/4/1 22 xyxyx ≥≥≤+≤ , имеющей поверхностную плотность 

3/9 yx=µ . 
r Вводим обобщенные полярные координаты  ρ  и  ϕ  по формулам 

ρρϕρϕρ 6sin3,cos2 ==⇒== abJyx . Из неравенств 36941
22

≤+≤ yx   

имеем 61361 2 ≤≤⇒≤≤ ρρ . Из неравенства 0≥x  вытекает, что 

0 X 

Y 

a -a 

b 

-b 

Рис. 1.11 Рис. 1.12 

ϕ  

ρ  0 

π2  

1 
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22
0cos2 π

ϕ
π

ϕρ ≤≤−⇒≥ , а из неравенства  2/3xy ≥  следует, что 







 ≤≤






 ≤≤⇒≥

2
3

4
5

24
1 π

ϕ
ππ

ϕ
π

ϕ Utg . 

Значит, 24
πϕπ ≤≤ . В таком случае масса пластинки (эллиптическое 

кольцо) 

∫∫∫∫∫∫ ==⋅==
6

1

2/

4/
333 .6ln2

sin
cos41

sin
cos49

ρ
ρ

ϕ
ϕϕ

ϕρ
ρϕ

ϕ π

π

dddddxdy
y
xm

DG

    p 

1.13. Произвести указанную замену переменных и вычислить интеграл: 
1) ∫∫ −

D

dxdyyx )2( , где D – параллелограмм, ограниченный прямыми x+y=1,  

x+y=2,  2x – y=1, 2x – y=3. Замена: x + y = u, 2x– y = v; 
2) ∫∫ +

D

dxdyyx )( 22 ,  где D – область, ограниченная окружностями 

02,0102 2222 =++=−++ xyxxyx . Замена : ϕρϕρ sin,cos1 ==+ yx ; 
3) ,

D

xydxdy∫∫  где D – область, ограниченная линиями .2
5,1 =+= yxxy   

Замена:  vxyuyx ==+ , ; 

4) ∫∫ +

D

yxk dxdye
2)( , где область D определяется неравенствами 

.1,0 ≤+≥ yxx  Замена : ;, uvyuvux =−=  
5)* ∫∫

D

ydxdyx2 , где D – область, ограниченная гиперболами  

)0(,),0(, babxyaxyqpqxypxy <<==<<== . Замена: uvyvux == ,/ . 
Отв.:  1) 3

4 ;   2) π70 ;   3) 2ln128
165 − ;   4) ( ) kek 2/1− ;  

5) ( )55

5
2 pq

ab
ab

−
−

⋅ . 

1.14. Вычислить интегралы, перейдя к полярным координатам: 
1) { };,62, 22 xyxyxxDxdxdy

D

≤≤+≤=∫∫  

2) { };259,
1

22
22 ≤+≤=

−+∫∫ yxD
yx

dxdy

D

 

3) { };0,, 2222 ≥≤+=∫∫ xayxDdxdyxy
D

 

4) { };,,)( 222 yxRyxDdxdybyax
D

≤≤+=+∫∫  

5) { };,2, 22 yxxyxDydxdy
D

>≤+=∫∫  
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6) { } ;0,0,2, 22 >≥≤+≤=∫∫ ayaxyxaxDxdxdy
D

 

7)* ( )∫∫
+D yx

dxdy ,222  D  ограничена линиями ;3,622 ==− xyx  

8)* { }2 2 3/ 2, 0 ( ) 1, 0 .
D

ydxdy D x x y y= ≤ ≤ + ≤ ≥∫∫  

Отв.:  1) 6
)89(13 +π ; 2) 3lnπ ; 3) 15

2 5a ; 4) 3
)(2 3Rab − ;  

  5) 6
1− ;  6) 16

2aπ ;  7) 108
)33( π− ;   8) 5

1 .  
 
Согласно формулам (1.3) и (1.16), площадь плоской фигуры  G в ПСК 

выражается интегралом 
 

 ∫∫=
D

ddS ϕρρ , (1.19) 

где D – образ фигуры G при отображении .sin,cos ϕρϕρ == yx   
1.15. Найти площадь области, ограниченной кривыми: 
 
1) ;0,0,,2,2 2222 >>===+=+ abyxybxyxaxyx  

2) ( ) ( ) ( );0,2 22222222222 >≥+=+−=+ ayxayxyxayx  

3)* ( ) ( ) yayxyxaaxyx 3, 2222222 =++=−+ (область вне кардиоиды, но 
внутри окружности); 

4)* ( ) ;2222222 ybxayx −=+  

5) ( ) ( ).33322 yxayx +=+  
Отв.: 1) ( )( ) ;42 22 ab −+π   2)( ) 333 2aπ− ;  3) ;433 2a    

4) ( ) ( );22
b

aarctgbaab −+   5) 165 2aπ . 
 
Масса плоской пластинки G с поверхностной плотностью ( )yx,µ , согласно 

формулам (1.4) и (1.16), выражается формулой 
 

 ( )cos , sin
D

a b ab d dµ µ ϕ ϕ ρ ρ ϕ= ∫∫ , (1.20) 

где D – образ пластинки G при отображении (1.18). 
1.16. Найти массу пластинки G, заданной неравенствами, если µ – 

поверхностная площадь: 
 
1) G: .;14 222 yyx =≤+ µ       Отв.: ;2π  
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2) G: ./;2,0,516/4/1 22 yxxyxyx =≥≥≤+≤ µ    Отв.: 4ln2; 
3) G: ./;3/2,0,54/9/1 22 yxxyxyx =≥≥≤+≤ µ    Отв.: 9ln2; 
4) G: .;0,0,19/4/ 522 yxyxyx =≥≥≤+ µ     Отв.: 12. 

 

1.2. Тройные интегралы 
Определение тройного интеграла и его свойства. Вычисление тройных 

интегралов в ПДСК. Замена  переменных интегрирования в тройных 
интегралах. Тройной интеграл в цилиндрической системе координат 
(ЦСК) и в сферической системе координат (ССК). 

 
Пусть функция ( )zyxf ,,  ограничена и непрерывна в замкнутой 

ограниченной области 3RV ⊂  с границей Г. Разобьем область V с помощью 
конечного числа гладких поверхностей на частичные области (ячейки) 

,,1, niVi =  объем  каждой из которых равен iv∆ . В ячейке iV  выберем 
произвольно точку ( )iii ζηξ ,,  и построим интегральную сумму Римана:  

 ( )∑
=

∆=
n

i
iiin vf

1
i .,, ζηξσ  (1.21) 

Пусть max
1 ni ≤≤

=∆ idiamV . Если существует предел интегральных сумм 

(1.21) при 0→∆ , не зависящий ни от способа разбиения области V на ,iV  ни от 
выбора точек  ( )iii ζηξ ,, iV∈ , то его называют тройным интегралом от 
функции ( )zyxf ,,  по области V  и обозначают ( )∫∫∫

V

dxdydzzyxf ,,  или 

( )∫∫∫
V

dvzyxf ,, . Функция  f  при этом называется интегрируемой по Риману  в 

области V . 
Основные свойства тройных интегралов аналогичны  свойствам двойных 

интегралов.  
В случае прямоугольной области  { }qzpdycbxaV ≤≤≤≤≤≤= ,,  

вычисление тройного интеграла сводится к вычислению повторных интегралов 
по формулам: 

( ) ∫∫∫∫∫∫∫ ∫∫∫∫ ∫ ===
b

a

d

c

q

p

q

p

b

a

d

c

d

c

q

pV

b

a

fdxdydzfdzdxdyfdzdydxdxdydzzyxf ,,   и т.д. 

(всего имеется 6 возможностей). 
1.17. Вычислить тройные интегралы: 
1)  ( )∫∫∫ ++

V

,dvzyx   { };0,0,0 czbyaxV ≤≤≤≤≤≤=  

2)  ∫∫∫
V

xydv ,  ;
2
10,12,21







 ≤≤−≤≤−≤≤= zyxV  
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3)  ∫∫∫
V

ddd ,sin θϕρθρ   ;
2

0,20,
2

0






 ≤≤≤≤≤≤=

π
θρ

π
ϕV  

4)  
( )∫∫∫ ++V zyx

dv ,3   { }.212,12,1V ≤≤≤≤≤≤= zyx  

Отв.: 1) ( );
2

cbaabc
++   2) ;

8
9

−   3) ;π   4) .
125
128ln

2
1  

 
В случае криволинейной области 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2, , , ,V a x b x y x q x y z q x yϕ ϕ= ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤   имеет место 
следующая формула вычисления тройного интеграла: 

 ( )
( )

( )
( )

( )

( )

∫∫∫∫∫∫ =
yxq

yxq

x

x

b

aV

dzzyxfdydxdvzyxf
,

,

2

1

2

1

,,,,
ϕ

ϕ

. (1.22) 

Это означает, что сначала функция ( )zyxf ,,  интегрируется по z при 
фиксированных  х и  у, затем результат интегрируется по у при фиксированном 
х и, наконец, интегрирование производится по x в постоянных пределах от а до 
b.  

Тройной интеграл 
 

 ∫∫∫=
V

dxdydzv  (1.23) 

выражает собой объем v области (тела) V . Если подынтегральная функция 
( )zyxf ,,  задает плотность ( )zyx ,,µ  тела, занимающего область V , то тройной 
интеграл выражает массу m этого тела: 
 ( )∫∫∫=

V

dxdydzzyxm .,,µ  (1.24) 

1.18. Вычислить интеграл 
( )

V

x y z dvΙ = + +∫∫∫ , где область V  

ограничена плоскостями ,0,0 == yx  
.1,0 =++= zyxz  

r Множество V – тетраэдр, который 
можно задать в виде 

{ }yxzxyxV −−≤≤−≤≤≤≤= 10,10,10  
(рис. 1.13). 

 
По формуле (1.22) имеем 

( ) ( ) ( )( )
11 1 1 1 1 112 2

0
0 0 0 0 0 0 0

1 1 1
2 2

x yx x xz x y

z
dx dy x y z dz dx x y z dy dx x y dyΙ

− −− − −= − −

=
= + + = + + = − + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

( ) ( )∫∫ =





 −−−=






 +−=

−=

=

1

0

3
1

0

1

0

3

8
11

3
1

2
1

3
1

2
1 dxxxydxyxy

xy

y
. ▲ 

Z 

Y 
0 

X 1 

1 

z = 0 

z=1- x - y 

Рис. 1.13 
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1.19. Вычислить тройные интегралы по областям, ограниченным 

указанными поверхностями: 
1) ∫∫∫

V

yzdv;     ;0,2222 ≥=++ zRzyx  

2) ∫∫∫
V

xyzdv;    2 2 2 2 2 2 2, 2 ; 0, 0;x y z R x y z Rz x y+ + = + + = ≥ ≥  (общая часть) 

3) ( ) ;222 dvzyx
V
∫∫∫ ++    ,222 xzy =+   ;0,2222 ≥=++ xRzyx  (общая часть) 

4) ∫∫∫
V

xyzdv;     ;0,,, 22 ==== zxyzyxxy     

5) ( ) ;22 dvyx
V
∫∫∫ +   1,0,22 ==−= yzxyz . 

 

Отв.: 1) 0;   2) 3840
53 6R  ;   3) ( )

5
22 5Rπ− ;   4) 96

1 ;   5) .15
4  

 
1.20. Вычислить с помощью тройного интеграла объемы тел, 

ограниченных указанными поверхностями: 
 
1) ;14 222 =++ zyx  
2) ;,,22, 22222 xyxyyxzyxz ==+=+=  

3) ( );0, 2222 >+=+= ayxzyxaz  
4) ;0,0,0,2,,2, ≥≥≥=+=+=++=++ zyxzyxzyxazyxazyx  
5) ;,,34 222 hzaxyaxay ±==−=  

6) .,22
2

2

2
axa

x
c

z
b

y ==+  

Отв.: 1) ;3
2π  2) ;35

3  3) ;6
3aπ  4) ;864

49 3a  5) ;9
232 ha  6) .abcπ  

 
Пусть переход от переменных zyx ,,  к новым переменным wvu ,,  

осуществляется по формулам ( ),,, wvuxx =  ( ),,,),,,( wvuzzwvuyy ==  где 
функции ( ),,, wvux ( )wvuzwvuy ,,),,,(  непрерывны вместе со своими частными 
производными первого порядка и устанавливают взаимно однозначное и в обе 
стороны непрерывное соответствие между точками области V  пространства 
XYZ и точками некоторой области 'V  пространства UVW . Пусть далее якобиан 
J  в области 'V  не обращается в нуль: 

 .0
'''
'''
'''

≠=

wvu

wvu

wvu

zzz
yyy
xxx

J  (1.25) 

Тогда пользуются формулой 
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    ( ) ( ) ( )[ ]∫∫∫ ∫∫∫=
V V

dudvdwJwvuzwvuywvuxfdxdydzzyxf
,

,,,,,,,,),,( . (1.26) 

В частности, при переходе  от декартовых координат к цилиндрическим 
координатам ( ), , z ЦСКρ ϕ  (рис. 1.14), связанным с zyx ,,  соотношениями  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 ,,sin,cos zzyx === ϕρϕρ  (1.27) 

πϕρ 20,0( <≤+∞<≤  или ),, ∞<<≤− zπϕπ  якобиан J  преобразования (1.27), 
согласно формуле (1.25) ),,,( zwvu === ϕρ  равен ρ=J . Тогда, согласно (1.26), 
формула преобразования тройного интеграла к цилиндрическим координатам 
имеет вид 
 ( )∫∫∫ ∫∫∫=

V V

dzddzfdxdydzzyxf .),sin,cos(,, ϕρρϕρϕρ  (1.28) 

Заметим, что в ЦСК .222 ρ=+ yx  Далее, согласно (1.28), формулы (1.23) и 
(1.24) для объема тела V  и его массы с плотностью ( )zyx ,,µ  в ЦСК принимают 
вид соответственно: 
 ∫∫∫=

'

,
V

dzddv ϕρρ  (1.29) 

 ∫∫∫=
'

),sin,cos(
V

dzddz ϕρρϕρϕρµµ , (1.30) 

где 'V  – образ области V при преобразовании (1.28). 
При переходе от декартовых координат  zyx ,,  к сферическим 

координатам θϕ,,r  (ССК), связанным с zyx ,,  соотношениями 
 ,cos,sinsin,cossin θϕθϕθ rzryrx ===  (1.31) 
( )πϕ 20,0 <≤+∞≤≤ r   или  ( ),0, πθπϕπ ≤≤<≤−  модуль якобиана J  
преобразования (1.31), согласно формуле (1.25) 
( ) θθϕ sin,,, 2rJwvru ==== . Тогда, согласно (1.26), формула 
преобразования тройного интеграла к сферическим координатам имеет вид 

),,( zM ϕρ=  

X 

Y 

Z 

z 

ρ  ϕ  
0 

Рис. 1.14 

),,( θϕrM =  

X 

Y 

Z 

ϕ  
0 

Рис. 1.15 

r  
θ  
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∫∫∫ ∫∫∫=
V V

ddrdrrrrfdxdydzzyxf
,

,sin)cos,sinsin,cossin(),,( 2 θϕθθϕθϕθ  (1.32) 

где 'V  – образ области V при преобразовании (1.31). 
В  ССК .2222 rzyx =++  Далее, согласно (1.28), формулы (1.23) и (1.24) 

для объема тела  V  и его массы с плотностью ( )zyx ,,µ  в ССК принимают вид 
соответственно: 
 ∫∫∫

′
=

V
dddrrv ,sin2 ϕθθ  (1.33) 

 ( ) ,sincos,sinsin,cossin 2 ϕθθθϕθϕθµ dddrrrrrm
V
∫∫∫

′
=  (1.34) 

где, по-прежнему, 'V  – образ области V при преобразовании (1.31). 
1.21. Расставить пределы интегрирования в тройном интеграле  

∫∫∫=Ι
V

dxdydzzyxf ),,( : 

а) в ПДСК; б) в ЦСК; в) в ССК, если V – цилиндр, ограниченный 
поверхностями  2 2 2 , 0,x y а z z H+ = = =   (рис. 1.16). 

r а) В ПДСК задача решается наиболее просто:  

;),,(
0

22

22

dzzyxfdydx
Hxa

xa

a

a
∫∫∫

−

−−−

=Ι  

б) В ЦСК угловая координата ϕ  
изменяется, очевидно, от 0 до 2π , 
полярная координата ρ  в круге 

222 аyx ≤+  изменяется от 0=ρ  до 
а=ρ . Координата z  в ЦСК имеет тот 

же смысл, что и в ПДСК. Поэтому в 
данном цилиндре z  изменяется от 0  
до H . Таким образом, в ЦСК, в силу 
формулы (1.30), 

2

0 0 0

( cos , sin , ) ;
a H

d d f z dz
π

Ι ϕ ρ ρ ρ ϕ ρ ϕ= ∫ ∫ ∫  

в) В ССК одним тройным интегралом 
не удастся обойтись, ибо луч ОL  на 
поверхности цилиндра разделяет 
точки B , лежащие на поверхности Hz = , от точек A , лежащих на боковой 
поверхности цилиндра. Уравнение поверхности Hz =  в ССК, согласно (1.31), 
имеет вид θθ coscos HrrH =⇒=  . Уравнение боковой поверхности цилиндра 

222 аyx =+  в ССК, согласно (1.31), принимает вид  

θθϕθϕθ sinsinsinsincossin 2222222222 arararr =⇒=⇒=+ . 
Для точек поверхности Hz =  угол θ  очевидно изменяется в пределах от 

X 

Y 
a 

0 

Z 
L H 

B 

A 
r 

ρ a -a 

θ
X 

z = H 

222 ayx =+

Рис. 1.16 Би
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0=θ  до )(1 H
aarctg== θθ , а для точек боковой поверхности 222 аyx =+  

координата θ  изменяется от )( H
aarctg=θ  до 

2
π

θ = . Координата ϕ  в обоих 

случаях изменяется от 0 до 2π.  
Таким образом, согласно (1.32), имеем 

+=Ι ∫ ∫∫ drrrrfrdd
Haarctg H)/(

0

cos/

0

2
2

0

)cos,sinsin,cossin(sin
θπ

θϕθϕθθθϕ  

∫ ∫∫+
π θ

π

θϕθϕθθθϕ
2

0

sin/

0

2
2

)/(
)cos,sinsin,cossin(sin

a

Haarctg
drrrrfrdd .  p 

1.22.  Вычислить интеграл  

а)   ,)(
222

22

1 ∫∫∫
++

+
=Ι

V zyx
dvyx  { };22 azyxV ≤≤+=  

б)* ,2 ∫∫∫=Ι
V

dxdydz  ( ){ }0,0,4
2222 ≥≥≤++= yxxyzzyxV . 

r а) Перейдем к цилиндрическим координатам zzyx === ,sin,cos ϕρϕρ . 
Область интегрирования V – конус в ПДСК (рис. 1.17).  

 
 

 
 

{ }0 2 ,0V z aϕ π ρ′ = ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ , т.е. является призмой (рис. 1.18).  
Вычисляем интеграл: 

( )
22 3

3 4
1 2 2 2 2

' 0 0 0 0

2 22 2 2 .
3 6

a z a

V

dd d dz d dz z dz a
z z

πρ ρ ρ π
Ι ρ ρ ϕ ϕ π

ρ ρ

−
= = = = −

+ +
∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

Рис. 1.17 

0 

а 
az =  

ρ=z  

X 

Y ϕ  
ρ  

Z 

Рис. 1.18 

0 а ρ  

ρ=z  

ρ  

π2  

z  

ϕ  

)(V ′  
a 
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б*) Перейдем к сферическим координатам 
 ,coscos θϕrx =     ,sincos θϕry =     θsinrz = , (1.31′) 

где ,0≥r  ,20 πϕ ≤≤  .202
ππ ≤≤−   Подстановка в заданные неравенства 

дает 





≥≥
≤

.0cossin,0coscos
,sincossincos4 234

θϕθϕ
θθϕϕ

rr
rr  

Так как 0cos,0 ≥≥ θr , то эта система равносильна следующей: 







≤≤⇒≥≥

≤

.200sin,0cos

,sincos2sin2 2

πϕϕϕ

θθϕr
 

Первое неравенство системы имеет место тогда и только тогда, когда 0sin ≥θ ,  
т. е.  20 πθ ≤≤ . Следовательно, образ  'V  области V  при преобразовании 
декартовых координат в сферические по формулам (1.31′) имеет вид  

{ }20,20,sincos2sin20' 2 πθπϕθθϕ ≤≤≤≤≤≤= rV . 

Совершаем замену в интеграле 2Ι  и вычисляем его (в этом случае θcos2rJ = )  
2

,,

2sin2 cos sin2 2
2 2

2
0 0 0

cos cos
V

r drd d d d r dr
π ϕ θ θπ

Ι θ θ ϕ ϕ θ θ= = =∫∫∫ ∫ ∫ ∫

.sincos2sin
3
8 2

0

37
2

0

3 ∫∫=
ππ

θθθϕϕ dd  

Первый интеграл вычисляется с помощью замены t=ϕ2cos , второй – замены  
.cos J=θ   В результате получим    2

2
45Ι = . p 

 
1.23. Вычислить интегралы, перейдя к цилиндрическим координатам: 
1)  ∫∫∫

V

ydxdydz , где V  ограничена поверхностями hzzаyx ===+ ,0,222 ; 

2)  ∫∫∫
V

zdxdydz , где V  ограничена поверхностями ;,222 azzyx ==+  

3)  
( )

;
22

22

2 4

3

3

0

3

0
∫∫∫

−−

+

− yx

yx

x

dzdydx  

4)  ∫∫∫
−−

+
ayxya

y

a

dzyxdxdy
/)(

0

22
2/

0

2222

. 

Отв.: 1) 3/4 3hа− ;  2) 2/4аπ ;  3) 24/19π ; 4) 10/4a . 
 
1.24. Вычислить интегралы, перейдя к сферическим координатам по 

областям, ограниченным указанными поверхностями: 
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1)  ∫∫∫

V
yzdxdydz , 0,1222 ≥=++ zzyx ; 

2)   ∫∫∫
+++

+++

V zyx
dxdydzzyxz
1

)1ln(
222

222
 , 1222 =++ zyx ; 

3)   ,∫∫∫
V

xyzdxdydz  RzzyxRzyx 2, 2222222 =++=++  (общая часть), 

0,0 ≥≥ yx ; 
4)   ( ) 0,,, 2222222222 ≥=++=+++∫∫∫ xRzyxxzydxdydzzyx

V
 

(общая часть); 
5*) xаzyxdxdydz

V

32222 )(, =++∫∫∫ . 

Отв.: 1) 0;  2) 0;  3) 3840/53 6R ;  4) 5/)22(5 −Rπ ;  5) 2/2aπ . 
 

1.3. Приложения кратных интегралов 
Геометрические и механические приложения двойных интегралов: 

площадь поверхности, объем криволинейного цилиндра, центр масс 
пластинки, статические моменты и моменты инерции пластинки. 
Геометрические и механические приложения тройных интегралов: объем 
тела, центр масс тела. Статические моменты и моменты инерции тела. 

 
Кратные интегралы широко применяются при решении многих 

геометрических и физических задач. Двойные интегралы используются для 
вычисления объема криволинейного цилиндра (1.2), площади плоской фигуры 
(1.3), массы плоской пластинки с заданной поверхностной плотностью (1.4).  

Примеры вычисления площади и массы плоской пластинки приведены 
выше. Вычислим некоторые объемы. 

1.25. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями 
,1 22 yxz −−= 0,3, === zxyxy  и расположенного в 1-м октанте.  

r Данное тело ограничено сверху     параболоидом   
221 yxz −−=  и  плоскостями  
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0,3, === zxyxy  (рис.1.19). Область 
интегрирования D – круговой сектор OAB , 
ограниченный линией пересечения 
параболоида  221 yxz −−=  с плоскостью 

0=z  и прямыми 0,3 == zxy  и 
0, == zxy . Следовательно, 

∫∫ −−=
D

dxdyyxv 221 . Перейдя в этом 

интеграле к полярным координатам ρ  и 
ϕ , получим 
 
 
 

( ) .
48

)1(
1

0

3
3/

4/

2 π
ρρρϕϕρρρ

π

π
=−=−= ∫∫∫∫ ddddv

D
   p 

1.26. Найти объем тела, ограниченного поверхностями 
222222 , azxayx =+=+  (рис. 1.20). 

r Для объема части заданного тела имеем  

dxdyxav
D
∫∫ −= 22

8
1  =−=−= ∫∫ ∫

−

dxxadydxxa
aa xa

0

22

0 0

22 )(
22

.
3

16
3
2 33 ava =⇒  p 

1.27. Вычислить объем тела, ограниченного заданными поверхностями: 
1) 4,0,822 =++====+ zyxzyxyx . 
2) 0,14 22 ==++ zzyx . 
3) 0,42,2 2 ===++= yxzyxyx . 
4) 0,1,, 222 ===+= zyxyyxz . 
5) 0,42,4 2 ====+−= zyxyxxz . 
6) 0,4,2 ===== zyxyxyz . 
7) 0,9,5 22 ==+= zyxxz . 
8) 0,63,1223,6 ===+=+=++ zyyxyxzyx . 
9) 0,0,1,,1 2 ====++= zyxxyyxz .  
10) 0,4, 22 ==+= zyxxyz . 
11) xzxzybyax ====+ ,2,0,12222 . 

Отв.:  1) 32328 −π ;  2) 4π ;  3) 517 ;  4) 10588 ;  5) 40/3;  6) 39/9;  7) 90; 
8) 12;  9) 79/60;  10) 4;  11) 32bа . 

Если гладкая однозначная поверхность задана уравнением ),( yxfz = , то 

Z 

X 

Y a 

a 

Рис. 1.20 

22 xaz −=  

a 

Z

X

Y
0 1

D 
BA

(3 πϕ == xy

/( πϕ == xy
Рис. 

1 

1 
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площадь поверхности выражается формулой 
 ∫∫ ++=

D
yx dxdyzzS 22 ''1 , (1.35) 

где D  – проекция данной поверхности на плоскость XY . Аналогично, если 
поверхность задана уравнением ),( zyfx = , то  

 ∫∫ ++=
D

zy dydzxxS 22 ''1 , (1.36) 

где D  – проекция поверхности на плоскость YZ . Если же уравнение 
поверхности имеет вид ),( zxfy = , то  

 ∫∫ ++=
D

zx dxdzyyS 22 ''1 , (1.37) 

где D  – проекция поверхности на плоскость XZ . 
1.28. Найти площадь части сферы 2222 аzyx =++ , заключенной внутри 

цилиндра аyyx =+ 22  (рис. 1.21). 
r Из уравнения сферы (для 1-го октанта) 

имеем: ,222 yxaz −−=  

,
222 yxa

x
x
z

−−
−=

∂
∂  ,

222 yxa
y

y
z

−−
−=

∂
∂  

222

22

1
yxa

a
y
z

x
z

−−
=








∂
∂

+







∂
∂

+ . 

Часть сферы, расположенная в 1-м октанте, 
проектируется в полукруг, ограниченный 
окружностью аyyx =+ 22  и осью Y. Этот 
полукруг и является областью интегрирования 
D .  

Поверхность расположена в 4-х октантах, поэтому искомая площадь 
вычисляется по формуле (1.35): 

∫∫ −−
=

D yxa
dxdyaS

222
4 . 

В ПСК уравнение окружности аyyx =+ 22  имеет вид θρ sina= , и в этой 
системе 

( )∫∫ −=
−

=
θπ

π
ρ

ρρ
ϕ

sin

0

2
22

2/

0

.224
a

a
a

ddaS  p 

1.29. Вычислить площадь части поверхности параболоида 221 zyx −−= , 
вырезанной цилиндром 122 =+ zy  (рис. 1.22). 

r Область интегрирования  D  –  
 

Z 

X 

Y 

a 

a 

a 

0 

Рис. 1.21 
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окружность 122 =+ zy , расположенная в 

плоскости YZ . Из уравнения параболоида 
имеем .2',2' zxyx zy −=−=  

Тогда по формуле (1.36) 
( )∫∫ ++=

D

dydzzyS 2241 .   Вводим полярные 

координаты ρ  и ϕ  по формулам 
ϕρϕρ sin,cos == zy . В итоге  

∫∫
−

=+=
1

0

2
2

0 6
15541 ρρρϕ

π

ddS .p 

1.30. Найти площадь части конуса ,22 yxz += заключенной внутри 

цилиндра .222 xyx =+  
Отв.: 2π . 
1.31. Вычислить площадь поверхности цилиндра zx 22 = , отсеченной 

плоскостями .22,2,2 === xxyyx  
Отв.: 13. 
1.32. Найти площадь части поверхности 22 zxy += , вырезанной 

цилиндром 122 =+ zx  и расположенной в 1-м октанте. 
Отв.: 24/)155( −π . 
1.33. Найти площадь части поверхности цилиндра 2xz =  , вырезанной 

плоскостями .0,0,2 ===+ yxyx  
Отв.: ( ) ( )223ln4/26/5 +⋅+ . 
1.34. Вычислить площадь поверхности конуса 222 zyx += , расположенной 

внутри цилиндра 122 =+ zx . 
Отв.: π. 
1.35. Найти площадь поверхности цилиндра 422 =+ zx , расположенной 

внутри цилиндра 422 =+ yx . 
Отв.:  32. 
1.36. Найти площадь части поверхности xyz 22 = , вырезанной плоскостями 

.0,4,1 === zyx  
Отв.: 3240 . 
Если пластинка  занимает область D  в плоскости  XY  и имеет 

поверхностную плотность ( )yx,µ , то, согласно формуле (1.4), ее масса 
вычисляется по формуле 

X 

Y 

Z 1 - 1 

1 

D 

Рис. 1.22 
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dxdyyxm
D
∫∫= ),(µ . 

Статические моменты пластинки D  относительно осей X и Y находятся 
по формулам 
 ∫∫=

D
x dxdyyxyM ,),(µ    ∫∫=

D
y dxdyyxxM ),(µ . (1.38) 

Координаты  xc , yc  центра тяжести пластинки D  вычисляются по 
формулам 

 ,,
m

My
m

M
x x

c
y

c ==  (1.39) 

где m – масса пластинки. Если пластинка D  однородна ( ( ) constyx =,µ ), то 
формулы (1.39) принимают вид 

 ∫∫∫∫ ==
D

c
D

c ydxdy
S

yxdxdy
S

x 1,1 , (1.40) 

где S – площадь пластинки D . 
Моменты инерции пластинки D относительно осей X и Y вычисляются по 

формулам 
 2 2( , ) , ( , ) ,x y

D D

y x y dxdy x x y dxdyΙ µ Ι µ= =∫∫ ∫∫  (1.41)  

а момент инерции относительно начала координат – по формуле  
 2 2

0 ( ) .x y
D

x y dxdyΙ Ι Ι= + = +∫∫  (1.42) 

Положив в формулах (1.41), (1.42) 
,),( constyx =µ  получим формулы для вычисления 

моментов инерции плоской однородной фигуры. 
1.37. Найти координаты центра тяжести 

фигуры, ограниченной линиями  ,442 += xy   
422 +−= xy  (рис. 1.23), .1=µ  

r Так как фигура симметрична 
относительно оси  X, то .0=cy  Находим площадь 
области D . Поскольку она симметрична 
относительно оси X, то ее площадь  

( )

( )
∫∫ ∫ ∫

−

−

===
D

y

y

dxdydxdyS
2

0

2/4

4/4

2

2

.82  

Находим статический момент yM  по формуле (1.38): 

( )

( )
.

5
162

2

0

2/4

4/4

2

2
∫∫ ∫ ∫

−

−

===
D

y

y
y xdxdyxdxdyM  

Y 

X 0 

D 

C 2 -1 

2 

-2 

Рис. 1.23 
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Следовательно, .5/2/ == sMx yc   Итак, центр тяжести данной плоской 
фигуры расположен в точке ).0,5/2(=C  p 

1.38. Найти координаты центра тяжести 
и моменты инерции пластинки 

{ },1,2 ≤≥= yxyD  изображенной на рис. 1.24, 
если плотность  .),( 2 yxyx =µ  

∆ Находим массу пластинки 

∫∫ ∫ ∫
−

===
D x

ydydxxydxdyxm
1

1

1
22

2

.
21
4  

Координаты центра тяжести находим по 
формулам (1.40): 

∫ ∫∫∫
−

===
1

1

1
33

2

0
4
211

xD
c ydydxxydxdyx

m
x , 

(этого и следовало ожидать, поскольку D и ),( yxµ  симметричны относительно 
оси Y).  

.
9
7

4
211 1

1

1
2222

2
∫ ∫∫∫
−

===
xD

c dyydxxdxdyyx
m

y  

Итак, ).9/7,0(=C  
По формулам (1.41), (1.42) определяем моменты инерции пластинки D : 

∫∫ ∫ ∫
−

===
D x

x dyydxxdxdyyxI
1

1

1
3232

2

;
33
4  

∫∫ ∫ ∫
−

===
D x

y ydydxxydxdyxI
1

1

1
44

2

;
45
4  

.
495
104

0 =+= yx III  p 

1.39. Найти координаты центра тяжести фигуры, ограниченной эллипсом 

1
925

22

=+
yx  и его хордой .13/5/ =+ yx         Отв.: .

2
2,

)2(3
10









−− ππ

 

1.40. Найти координаты центра тяжести фигуры, ограниченной линиями 
,2,2, === xxyxy  если ее плотность .),( xyyx =µ   Отв.: ).45/112,5/8(   

1.41. Найти координаты центра тяжести кардиоиды )cos1( ϕρ += a  с 
плотностью .1),( =yxµ        Отв.: ).0,6/5( a  

1.42. Найти центр тяжести фигуры, ограниченной параболами xy =2  и 
.2 yx =           Отв.: ).20/9,20/9(   

1.43. Найти центр тяжести фигуры, ограниченной замкнутой кривой 
.0,422 ≥−= xxxy        Отв.: ).0,16/3( π  

1.44. Найти центр тяжести фигуры, ограниченной кривой 

Y 

X 0 -1 1 

1 

Рис. 1.24 

D C 7|9 
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( sin ), (1 cos ),0 2x a t t y a t t π= − = − ≤ ≤  и осью X.  Отв.: ).6/5,( aaπ  
1.45. Вычислить момент инерции 0I  фигуры, ограниченной линиями 

.0,0,1 ===+ yx
b
y

a
x         Отв.: .12/)( 22 baab +  

1.46. Вычислить момент инерции xI  кардиоиды ).cos1( ϕρ += a   
          Отв.: .32/21 4aπ  

1.47. Вычислить момент инерции 0I  фигуры, ограниченной линией 
,0222 =−+ xyx  если ее плотность .5,3),( =yxµ   Отв.: .4/21π  

1.48. Вычислить момент инерции yI  эллипса ).1(12

2

2

2

==+ µ
b
y

a
x   

          Отв.: .4/3baπ  
1.49. Вычислить момент инерции xI  треугольника, ограниченного 

прямыми ).1(2,2,2 ====+ µyxyx       Отв.: 4. 
1.50. Вычислить момент инерции xI  фигуры, ограниченной линиями 

).1(0,3,2 ===+= µyyxxy       Отв.: 2,4. 
Объем  v   тела V  в пространстве обычно вычисляется по формуле (1.23): 

∫∫∫=
V

dxdydzv ,  

в которой в тройном интеграле в случае необходимости можно переходить к 
различным координатам (цилиндрическим, сферическим и др.). 

1.51. Вычислить объем тела, ограниченного 
поверхностями 225,1 yxzz −−==  (рис. 1.25). 

r В ЦСК искомый объем ∫∫∫=
V

dzddv ,ϕρρ  

где 
 { }.51,20,20 2ρρπϕ −≤≤≤≤≤≤= zV  

Тогда  ∫ ∫ ∫
−

==
π ρ

πρρϕ
2

0

2

0

5

1

2

.8dzddv p 

Масса  m  тела  V  вычисляется по формуле 
(1.24): 

∫∫∫=
V

dxdydzzyxm ,),,(µ  

где ),,( zyxµ  – объемная плотность тела.  
1.52. Найти массу шара радиусом ,3=R  плотность которого 

пропорциональна расстоянию от центра шара, причем на расстоянии единицы 
от центра плотность равна двум. 

r Поместим начало ССК в центр шара. В этой системе уравнение сферы 
есть .3=r  По условию задачи плотность ,kr=µ  где k  – коэффициент 
пропорциональности. При 1=r  плотность ,2=µ  т. е. .2212 rkk =⇒=⇒⋅= µ  

Z 

Y 

X 

0 2 
2 

1 

5 
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Поэтому масса шара 

∫ ∫ ∫∫∫∫ ==⋅=
π π

πθθϕϕθθ
2

0 0

3

0

32 .162sin2sin2 drrdddddrrrm
V

 p 

1.53. Вычислить с помощью тройного интеграла объемы тел, 
ограниченных указанными поверхностями: 

1) .14 222 =++ zyx  
2) .,,22, 22222 xyxyyxzyxz ==+=+=  

3) .0,, 2222 >+=+= ayxzyxaz  
4) .2,,2, zyxzyxazyxazyx =+=+=++=++  
5) .,,34 222 hzaxyaxay ±==−=  
6) .,/2// 2222 axaxczby ==+  
Отв.: 1) 2 /3;π  2) 3/35;  3) 3 / 6;aπ  4) 349 /864;a  5) 232 /9;a h  6) .abcπ  
1.54.   Из октанта шара 0,0,0,2222 ≥≥≥≤++ zyxczyx  вырезано тело, 

ограниченное координатными плоскостями и плоскостью 
cbcabyax ≤≤=+ ,,1// .  Найти массу этого тела, если плотность в каждой 

его точке ),,( zyx  пропорциональна аппликате точки. 
 Отв.: .24/)( 222 babcab −−  

1.55. Определить массу пирамиды, образованной плоскостями 
,0, ====++ zyxazyx  если плотность в каждой ее точке пропорциональна 

аппликате этой точки.         Отв.: .24/4a   
1.56. Определить массу тела, ограниченного поверхностями 

,, 222 yxzhz +==  если плотность в каждой его точке пропорциональна 
аппликате этой точки.         
 Отв.: .4/4hπ  

1.57. Вычислить массу цилиндра радиусом R и высотой H, если его 
плотность в любой точке пропорциональна квадрату расстояния этой точки от 
центра основания цилиндра.     Отв.: .6/)23( 222 HRHR +π   

1.58. Определить массу сферического слоя между сферами 
2222 azyx =++  и ,4 2222 azyx =++  если плотность в каждой его точке 

обратно пропорциональна расстоянию точки от начала координат. 
  Отв.: ,6 2akπ   
где k – коэффициент пропорциональности. 

Координаты центра тяжести C тела V  с объемной плотностью 
),,( zyxµ  вычисляются по формулам: 

 ∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ===
V

c
VV

cc dvzyxz
m

zdvzyxy
m

ydvzyxx
m

x ,),,(1,),,(1,),,(1
µµµ  (1.43) 

где m – масса тела. 
Величины 
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 ∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ===
VV

xy
V

xzyz dvzyxzMdvzyxyMdvzyxxM ),,(,),,(,),,( µµµ  (1.44) 

называются статическими моментами тела относительно плоскостей YOZ, 
XOZ, XOY соответственно.  

Моменты инерции относительно координатных осей  X, Y, Z тела V  
определяются соответственно: 

  ∫∫∫∫∫∫ +=+=
VV

yx dvzyxzxIdvzyxzyI ,),,()(,),,()( 2222 µµ  

 ,),,()( 22∫∫∫ +=
V

z dvzyxyxI µ  (1.45) 

а момент инерции тела V  
относительно начала координат 
выражается формулой 

.),,()

(

2

22
0

dxdydzzyxz

yxIIII
V

zyx

µ+

++=++= ∫∫∫
 (1.46) 

 
Моменты инерции тела V  

относительно координатных 
плоскостей XY, YZ, XZ  вычисляются 
по формулам соответственно: 
 ∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ===

V
xz

VV
yzxy dvzyxyIdvzyxxIdvzyxzI .),,(,),,(,),,( 222 µµµ  (1.47) 

1.59.   Найти координаты центра тяжести призматического тела, 
ограниченного  плоскостями ;32,3,1,0,0 =+==== zxyyzx   плотность 

1=µ  (рис. 1.26). 
r Находим объем тела V  (по сути дела его массу, поскольку плотность 

1=µ ): 

∫∫∫ ∫ ∫ ∫
−

===
V

x
dzdydxdxdydzv

3

0

3

1

2/)3(

0
.

2
9  

Тогда 

∫∫∫ ∫ ∫ ∫
−

===
V

x

c dzdyxdxxdxdydzx
3

0

3

1

2/)3(

0
;1

9
2

9
2  

∫∫∫ ∫ ∫ ∫
−

===
V

x

c dzydydxydxdydzy
3

0

3

1

2/)3(

0
;2

9
2

9
2  

∫∫∫ ∫ ∫ ∫
−

===
V

x

c zdzdydxzdxdydzz
3

0

3

1

2/)3(

0
.

2
1

9
2

9
2  

Итак, ).2/1,2,1(=C   p  
1.60. Вычислить моменты инерции однородного шара радиусом R и 

весом P относительно его центра и диаметра. 

V 

0 
3 

Y 

Z 

X 

x+2z=3 

3/2 

3 

C 

Рис. 1.26 
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r Очевидно, что плотность шара .4/3/ 3gRPvgP πµ ==  Поместим 
центр шара в начале координат, тогда его поверхность будет определяться 
уравнением .2222 Rzyx =++  Момент инерции относительно центра шара 
вычислим в ССК: 

∫∫∫ ∫∫∫ ==++=
V V

dddrrdvzyxI
'

4222
0 sin)( ϕθθµµ  

.
5

3
5

22sin
252

0 0 0

4

g
PRRdrrdd

R

=⋅⋅⋅== ∫ ∫ ∫
π π

πµθθϕµ  

Ясно, что вследствие однородности )( const=µ  и симметрии шара его 
моменты инерции относительно любого диаметра равны. Вычислим, к примеру, 
момент инерции относительно диаметра, лежащего на оси  Z.  

∫∫∫ ∫∫∫ ==+=
V V

z dddrrrdxdydzyxI
'

22222 sinsin)( ϕθθθµµ  

.
5

2sin
22

0 0 0

43

g
PRdrrdd

R

∫ ∫ ∫ ==
π π

θθϕµ  p 

1.61. Найти центр тяжести тела с плотностью µ    :)( 0 const−µ  

1)  ./,0, 22
0

2222 yxxRzyx +=≥≤++ µµ  

2)  ., 2
0

22 zhzyx µµ =≤≤+  

3)  ., 0
22 zhhzyx −=≤≤+ µµ  

4)  .,0, 0
2222 zhzazyx µµ =≤≤≤−+  

5)  .,0,1,0 0
2222 zxyxyxz µµ =≥≤+−≤≤  

Отв.:   1) 2(8 /3 ,0,0);R π   2) (0,0, 5 / 6);h   3) (0,0, 4 / 7);h    

4) 
2 2

2 2
4(5 3 )0,0, ;
15(2 )

a h h
a h

 +
⋅ + 

  5) ).3/4,0,35/264( ππ  

1.62. Найти момент инерции zI  однородных тел :)1( =µ  
1)  .,2 222 axyxzax ≤+≥   2) .0,2,222 ≥≤++≤+ zazyxayx     

3)  .1,1,0 22 ≤−≤++≤≤ yxyxyxz   4)  .,2 22222 yxzzyx +≥≤++  

5)  .0,0,0,1/// 2222 >>>≤≤+ cbaaxczby  

Отв.:  1) 564 2 ;
135

a   2) 5 / 2;aπ   3) 14 / 45;    

4) 4 (4 2 5) /15;π −   5) .20/)4( 22 ababc +π  
1.63. Найти моменты инерции относительно координатных плоскостей 

однородных )1( =µ  тел: 
1)  .0,0,0,0,0,0,1/// >>>≥≥≥≤++ cbazyxczbyax  

2)  .1/// 2222 ≤≤+ czbyax  
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3)  ( ) .0,0,0,/////
2
1 2222 >>>+≤≤+ cbabyaxczbyax  

Отв.:  
1)  .60/,60/,60/ 333 cabIbcaIabcI zxyzxy ===  

2)  .20/,20/,5/ 333 cabIbcaIabcI zxyzxy πππ ===  

3)  .3/4,3/4,2/7 333 cabIbcaIabcI zxyzxy πππ ===  
 

2. Криволинейные интегралы 

2.1.  Криволинейные интегралы 1-го (КрИ-1) и 2-го (КрИ-2) рода  
 
Определение и свойства КрИ-1. Вычисление КрИ-1 и их приложения. 
Определение и свойства КрИ-2. Вычисление КрИ-2 и их приложения. 
 
Пусть на плоскости XY задана гладкая кривая l ,  в точках которой 

определена непрерывная функция ).,( yxf  Кривую l  произвольным образом 
разобьем на части il  длиной il∆  .,1 ni =   В части  il  выберем произвольную 
точку ),( ii ηξ  и составим интегральную сумму  

 ∑
=

∆=
n

i
iiin lf

1
.),( ηξσ  (2.1) 

Обозначим  .max
1

i
ni

l∆=∆
≤≤

 Если существует предел интегральной суммы 

(2.1) при ,0→∆  не зависящий ни от способа деления l  на части il , ни от 
выбора точек ,),( iii l∈ηξ  то этот предел называется криволинейным интегралом 
1-го рода (КрИ-1) по дуге l  от функции ),( yxf  и обозначается ∫

l

dlyxf .),(  

Итак, по определению  

∑∫
=→∆

∆=
n

i
iii

l

lfdlyxf
10

),(lim),( ηξ , 

( dl  – дифференциал длины дуги). 
Аналогично, если l  – гладкая кривая в 3R , а ),,( zyxf  – непрерывная 

функция в точках этой кривой, то КрИ-1 по l  определяется равенством 

∑∫
=→∆

∆=
n

i
iiii

l

lfdlzyxf
10

),,(lim),,( ςηξ . 

 
Пусть A – начальная точка кривой l ,  B – конечная. Если кривая AB задана 

явно уравнением ,),( bxaxgy ≤≤=  то КрИ-1 вычисляется по формуле  

 ∫ ∫ +=
AB

b

a

dxxgxgxfdlyxf .)('1))(,(),( 2  (2.2) 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 

Если кривая l  задана в полярных координатах равенством ),(ϕρρ =  
,βϕα ≤≤  то  

 ∫ ∫ +=
AB

dfdlyxf ,')sin)(,cos)((),( 22 ϕρρϕϕρϕϕρ
β

α

 (2.3) 

где βα ,  – значения ,ϕ  определяющие на кривой точки A и B. 
В случае, если  l  задана параметрически  уравнениями )(),( tyytxx ==  и 

параметр t изменяется монотонно на отрезке )(],,[ βαβα <  при перемещении 
по кривой l  из A в B, верна следующая формула вычисления КрИ-1: 

 ∫ ∫ +=
AB

dtyxtytxfdlyxf .''))(),((),( 22
β

α

 (2.4) 

Для пространственной кривой ,ABll =  заданной параметрически 
уравнениями )(),(),( tzztyytxx === , ,βα ≤≤ t  формула (2.4) заменяется 
формулой 

 ∫ ∫ ++=
AB

dtzyxtztytxfdlzyxf .'''))(),(),((),,( 222
β

α

 (2.5) 

 
КрИ-1 обладает следующими свойствами: 
1. (Линейность).  Если ),( yxf  и ),( yxg  – непрерывные функции вдоль 

кривой l , то R∈∀ βα , : 

∫ ∫ ∫+=+
l l l

dlyxgdlyxfdlyxgyxf .),(),()),(),(( βαβα  

2. (Аддитивность).  Если кусочно-гладкая кривая  l  состоит из конечного 
числа k  гладких дуг kl , ,,1 mk =  то  

∫ ∑ ∫
=

=
l

m

k lk

dlyxfdlyxf .),(),(
1

 

3. КрИ-1 не зависит от направления пути интегрирования,  т. е.  

∫ ∫=
AB BA

dlyxfdlyxf .),(),(  

4. (Оценка модуля интеграла): 

∫∫ ≤
ll

dlyxfdlyxf .),(),(  

5. ∫ =
l

Ldl ,  где L – длина кривой l . 

6. (Теорема о среднем).  Если ),( yxf  непрерывна в точках кривой l , то 
l∈∃ ),( ηξ : ∫ =

l

Lfdlyxf ,),(),( ηξ  где L – длина кривой l . 

2.1. Вычислить КрИ-1: 
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,dl
y
xI

l
∫=  где l  – дуга параболы ,22 xy =  соединяющая точки )2,1(  и ).2,2(  

r Имеем: .21,
2

21'1,
2
1',2 2 ≤≤

+
=+=== xdx

x
xdxydl

x
yxy  

По формуле (2.2) получаем 

).3355(
6
1

2
21

2

2

1
−=

+
= ∫∫ dx

x
x

x
xdl

y
x

l
   p  

2.2. Вычислить КрИ-1: 
,2dlyI

l
∫=  где l  – арка циклоиды .20),cos1(),sin( π≤≤−=−= ttayttax  

r Имеем: 
,cos12sin)cos1()(')(' 222222 dttadttatadttytxdl −=+−=+=  

и потому по формуле (2.4) 

.
15
256cos12)cos1( 3

2

0

222 adttatadly
l
∫ ∫ =−−=

π

 p 

2.3. Вычислить ∫ +−=
l

dlyxzI ,)2( 22  где l  – первый виток конической 

винтовой линии .20,,sin,cos π≤≤=== ttzttyttx  
r Находим  

=++= dttztytxdl )(')(')(' 222 .21)cos(sin)sin(cos 222 dttdttttttt +=+++−  

Тогда ( ).1)21(
3

2222)2( 2/32
2

0

2

0

22 −+=+=+−∫ ∫ π
π π

dtttdtttt  p 

2.4. Вычислить КрИ-1: 

∫ +=
l

dlyxI ,22  где l  – кривая, заданная уравнением ).()( 2222/322 yxayx −=+  

r Перейдем к полярным координатам: .sin,cos ϕρϕρ == yx  Уравнение 
l  примет вид ,2cos2 ϕρ a=  где }.4/54/3,4/4/{ πϕππϕπϕϕ ≤≤≤≤−=Φ∈  

Для вычисления интеграла применим формулу (2.3). Так как 
,2sin31',2cos 2222222 ϕϕϕρρϕρ dadayx +=+==+  то  

∫
Φ∈

=+=
ϕ

ϕϕϕ daI 2sin312cos 24  

).23ln(
3

2)2sin3(2sin31
32

2 4
4

4/

4/

2
4

++=+= ∫
−

aada
ϕϕ

π

π

 p  

2.5. Вычислить ∫=
l

zdlI ,  где l  – линия пересечения  поверхностей 

,, 2222 axyzyx ==+  пробегаемая от точки )0,0,0(  до точки ).2,,( aaa  
r В качестве параметра возьмем .tx =  Тогда параметрические 
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уравнения кривой l  примут вид .0,,, 2 atattzatytx ≤≤+===  

Поскольку ,,
2
1,

2

2 222
2

dzdydxdldt
t
adydt

att

atdz ++==
+

+
=  то 

применив формулу (2.5), получим 

∫∫ =−





 +=++=

aa

dtaatdtaattI
0

2
2

0

22

32
17

24
922

2
1298

2
1

=













 ++++−++






 +=

0
298

24
922ln

32
17298

24
922

24
1 2222 a

aattataattat

.
17

38425ln177238100
2256

2








 +
−−=

a  p  

2.6. Вычислить КрИ – 1 по плоской кривой Γ : 
1)  ∫

Γ

,xdl   Γ  – отрезок с концами )0,0(  и )2,1( .  Отв.: .2/5     

2)  ∫
Γ

+ ,)2( dlyx   Γ  – ломаная ,ABOA  где ).0,0(),2,0(),0,1( === OBA  

          Отв.: .523 +  
3)  ∫

Γ

+ ,)( dlyx  Γ  – граница треугольника с вершинами ).1,0(),0,1(),0,0(  

          Отв.: .21+   

4)  ∫
Γ ++

,
422 yx

dl   Г – отрезок с концами )0,0(  и ).2,1(     

         Отв.: ).2/)53ln(( +   
5)  ∫

Γ

,xydl  Γ  – граница прямоугольника с вершинами ).2,0(),2,4(),0,4(),0,0(

          Отв.: 24. 
6)  ∫

Γ

,2dlx  Γ  – дуга окружности ,222 ayx =+  .0≥y  Отв.: .2/3aπ  

7)  ( )∫
Γ

+ ,22 dlyx
n

 Γ  – окружность .0,222 >=+ nayx   Отв.: .2 12 +naπ  

8)  ( )∫
Γ

− ,dlyx  Γ  – окружность .22 axyx =+    Отв.: .2/2aπ  

9)  ∫
Γ

+ ,22 dlyx  Γ  – окружность .22 axyx =+   Отв.: .2 2a  

10) ∫
Γ

+ ,)( dlyx  Γ  – правый лепесток лемнискаты .2cos2 ϕρ a=   

          Отв.: .22a  
11) ∫

Γ

− ,22 dlyxx  Γ  – правый лепесток лемнискаты .2cos2 ϕρ a=   

          Отв.: .3/22 3a  
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12) ( )∫
Γ

+ ,3/43/4 dlyx  Γ  – астроида .3/23/23/2 ayx =+   Отв.: .4 3/7a  

13) ∫
Γ

,ydl  Γ  – арка циклоиды .20),cos1(),sin( π≤≤−=−= ttayttax   

          Отв.: .3/32 2a  
14) ( )∫

Γ

+ ,22 dlyx  Γ  – дуга развертки окружности ),sin(cos tttax +=  

.20),cos(sin π≤≤−= ttttay       Отв.: ).21(2 232 ππ +a  

15) ∫
Γ

+ ,22 dlyx  Γ  – дуга развертки окружности ),sin(cos tttax +=  

.20),cos(sin π≤≤−= ttttay       Отв.: ( )( ) .3/141 22/32 a−+ π  
2.7. Вычислить КрИ-1 по пространственной кривой Γ : 

1)  ,22

2

dl
yx

z
∫
Γ +

 Γ  – первый виток винтовой линии ,costax =  ,sin tay =  

.btz =         Отв.: ).3/(8 22223 abab +π  
2)  ∫

Γ

,zdl  Γ  – дуга конической винтовой линии ,costtx =  ,sin tty =  ,tz =

 .20 π≤≤ t       Отв.: ( )( ) .3/22121
2/32 −+ π  

3)  ∫
Γ

+ ,2 22 dlzy  Γ  – окружность ,2222 azyx =++  .yx =   Отв.: .2 2aπ  

4)  ∫
Γ

,xyzdl  Γ  – четверть окружности ,2222 azyx =++  ,yx =  

расположенная в первом октанте.        
 Отв.: .6/4a  

5)  ∫
Γ

,2dlx  Γ  – окружность ,2222 azyx =++  .0=++ zyx   Отв.: .3/2 3aπ  

6)  ∫
Γ

,zdl  Γ  – дуга кривой ,222 zyx =+  axy =2  от точки )0,0,0(  до точки 

.0),2,,( >aaaa   Отв.: .512/2))17/)38425ln((177238100 2a+−−  
КрИ-1 применяется в геометрии и физике: 
1) ∫ =

ABl

Ldl ,  где L  – длина дуги AB (см. свойство 5 КрИ-1). 

2) Масса дуги ABl  вычисляется по формуле  
 ∫=

ABl

dlzyxm ,),,(µ  (2.6) 

где ),,( zyxµ  – линейная плотность дуги. 
3) Координаты центра тяжести дуги ABl  с линейной плотностью 

),,( zyxµ  вычисляются по следующим  формулам: 
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 ∫=
ABl

c dlzyxx
m

x ,),,(1
µ  ∫=

ABl
c dlzyxy

m
y ,),,(1

µ  ∫=
ABl

c dlzyxz
m

z ,),,(1
µ  (2.7) 

где  m  – масса дуги ABl . 
4) Моменты инерции относительно начала координат O, осей координат 

X, Y, Z и координатных плоскостей XY, XZ, YZ дуги ABl  с плотностью ),,( zyxµ  
вычисляются соответственно по формулам  

( )∫ ++=
ABl

dlzyxI ,222
0 µ  ( )∫ +=

ABl
x dlzyI ,22 µ  

 ( )∫ +=
ABl

y dlzxI ,22 µ ( )∫ +=
ABl

z dlyxI ,22 µ  (2.8) 

∫=
ABl

xy dlzI ,2µ  ∫=
ABl

xz dlyI ,2µ  ∫=
ABl

yz dlxI .2µ  

Моменты инерции связаны следующими соотношениями: 
,2 0 zyx IIII ++=   .0 yzxzxy IIII ++=  

Если дуга ABl  лежит в плоскости XY, то рассматриваются только моменты 
yx III ,,0  (при условии, что 0=z ). 

2.8. Найти массу m кривой l : ,ln xy =   ,1 ex ≤≤  если линейная 
плотность ее в каждой точке пропорциональна квадрату абсциссы, т. е. 

.),( 2kxyx =µ  
r Имеем  

=
+

=+== ∫ ∫ ∫ dx
x

xxkdxykxdlkxm
l

e e

1 1

2
2222 1'1   

     

 ( ) ( )[ ] .221
31

1
3

2/322/32 −+=+= eke
xk  p 

2.9. Найти координаты ccc zyx ,,  центра тяжести первого полувитка 
винтовой линии l : ,0,,sin,cos π≤≤=== tbtztaytax  если ее линейная 
плотность постоянна и равна .µ   

r Находим массу ∫=
l

dlm µ  этой линии. Так как  

,cossin''' 2222222222 babtatazyx +=++=++  

то ∫ +=+=
π

πµµ
0

2222 .badtbam  

Значения ccc zyx ,,  находим по формулам (2.7): 

∫ ∫ =+
+

==
l

c tdtbaa
ba

xdl
m

x
π

πµ

µµ

0

22
22

;0cos  
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∫ ∫ =+
+

==
l

c atdtbaa
ba

ydl
m

y
π

π
πµ

µµ

0

22
22

;/2sin  

∫ ∫ =+
+

==
l

c
bdttabt

tam
zdl

m
z

π πµµ

0

2
22

22
.

2
 

Итак, центр тяжести ).2/,/2,0( 2baC ππ=   p  
2.10.* Найти момент инерции I  относительно диаметра окружности l : 

,222 ayx =+  если ее линейная плотность .1=µ  
r Зафиксируем какой-нибудь диаметр окружности. Тогда момент 

инерции I  окружности l  относительно этого диаметра выразится интегралом 

∫=
l

dlyxdI ,),(2  где ),( yxd  – расстояние от 

точки lyxM ∈= ),(  до диаметра (рис. 2.1). 
Перейдем к полярным координатам: 

,cosϕρ=x  ,sinϕρ=y  .20 πϕ ≤≤  В этих 
координатах уравнение окружности примет 
вид .a=ρ  Пусть диаметр лежит на прямой, 
образующей угол 0ϕ  с осью X, где ].,0[0 πϕ ∈  
При этом 

.)sin()sin,cos(),( 0ϕϕϕϕ −== aaadyxd  
С учетом формулы (2.3) и так как 

,'22 a=+ ρρ  находим 

∫ ∫ =





 −−=−=

π π

πϕϕϕϕϕϕ
2

0

2

0

3
0

3
0

22 .)22cos(
2
1

2
1)(sin adaadaI   p  

2.11. Найти массу дуги AB плоской кривой Γ  с линейной плотностью 
),,( yxµµ =  если: 

1) Γ  – отрезок AB, .2);3,2(),1,1( yxBA +=== µ  
2) Γ : ,2/2xy =  );2,2(),2/3;1( == BA  ./ xy=µ  
3) Γ : ,2 xy =  );2,4(),1,1( == BA  .y=µ  

4) Γ : ,
3
2 2/3xy =  ;

3
16,4),0,0( 






== BA  ,kL=µ  где L – длина дуги от точки 

).0,0(  
Отв.: 1) 5 5;  2) (5 5 2 2) / 6;−  3) (17 17 5 5) /12;−  4) .9/)5563(4 k−  
2.12. Найти массу плоской кривой Γ  с линейной плотностью µ . 
1) Γ : ;2cos ϕρ a=  .ρµ k=  
2) Γ : ;cos1 ϕρ += a  .ρµ k=  
3) Γ : ;20),cos1(),sin( π≤≤−=−= ttayttax  .2/3y=µ  
4) Γ : ,10,2),1ln( 2 ≤≤−=+= ttarctgtytx  .xye−=µ  

Y 

X 0 
),( yxM  

0ϕ  
ϕ  d 

a 

Рис. 2.1 
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5) Γ : ;3/23/23/2 ayx =+  .xy=µ  

6) Γ : ;22 axyx =+  .22 yx +=µ  
Отв.:  1) 2;k aπ     2) 3/ 2(2 ) ;k aπ   3) 5 / 23 2 ;aπ    

4) ( )2 8ln 2 /16;π −   5) 39 / 64;aπ   6) .2 2a  
2.13.  Найти  массу  пространственной кривой Γ  с  линейной  

плотностью µ : 
1) Γ : ,= atx  ,2/, 2= aty  ,3/, 3= atz  ;10 ≤≤ t ./2 ay=µ  

2) Γ : cos , sin , , 0 2 ;x t t y t t z t t π= = = ≤ ≤  .222 zyx ++=µ  
3) Γ : cos , sin , , ;t t tx ae t y ae t z ae t= = = < ∞  .kz=µ  

4) Γ  – дуга кривой 3/,2/ 32 xzxy ==  с началом в точке )0,0,0(=A  и 

концом );3/64,28,4(=B  .22 yxk +=µ  
5) { } .,, 22222 xazyxazyx ==++=++=Γ µ  

Отв.:  1) 3 3 2 2ln 2 3 ;
16 33

a  +
+ − 

 
 2) ( )( )3 / 224 1 2 1 /3;π+ −  

3) 23 / 2;ka   4) 2644 /15;k  5) .9/62 3aπ  
2.14. Найти координаты центра тяжести кривой Γ  с линейной 

плотностью :1=µ  
1)  Γ : .),/( axaxchay ≤=  
2)  Γ : .20),cos1(),sin( π≤≤−=−= ttayttax  
3)  Γ  – дуга окружности ., 0 πϕϕρ ≤≤= R  
4)  Γ  – кардиоида ).cos1( ϕρ += a  
5)  Γ :  ayx =+ .  
6)  Γ : .0,3/23/23/2 ≥=+ yayx   
7)  Γ : .432 xaxy −=  

Отв.: 1) 2 20, ;
4 1

sh a
sh

+ 
 
 

 2) ( ,4 /3);a aπ  3) ( )( )0 0sin / ,0 ;R ϕ ϕ  

4) (4 /5,0);a  5) ( )
( ) 621ln2

21ln327 ayx cc ⋅
++

++
== ;  6)  ( )5/2,0 a ; 7) .9/62 3aπ  

2.15.* Найти координаты центра тяжести винтовой линии ,cosϕRx =  
,sinϕRy =  ,2/ πϕhz =  00 ϕ ϕ≤ ≤  с линейной плотностью ,/

0
hze−= µµ  

считая, что .,20 N∈= nnπϕ  
Отв:   ( ) ( ) ( ) ( )( ).1/)1(1;41/2;41/ 22 nn eenhRR −− −+−++ πππ   
2.16. Найти координаты центра тяжести: 
1. Однородной )1( =µ  кривой ,costex t−=  ,sin tey t−=  ,tez −=  .0 +∞<≤ t
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       Отв.: ).2/1,5/1,5/2(  
2. Однородного края поверхности ).1( ==++ µazyx    

      Отв.: .
)12ln(2

)12ln(327
24 ++

++
⋅===

azyx ccc  

2.17. Найти момент инерции yI  окружности .1,222 ==+ µRxyx   

  Отв.: .3 3Rπ  
2.18. Найти моменты инерции zyx III ,,  одного витка винтовой линии 

,costax =  ,sin tay =  ,2/ πhtz =  ;20 π≤≤ t   .1=µ   

Отв.: .4,6/)23(4 322222222 ahaIhahaII zyx +=++== ππ  
2.19. Найти моменты инерции xI  и yI  одной арки циклоиды ),sin( ttax −=  

),cos1( tay −=  ;π≤t  .1=µ   

Отв.: .)45/256(8,5/32 323 aIaI yx −== π  
2.20. Найти момент инерции 0I  плоской однородной кривой )1( =Γ µ  
относительно начала координат, если: 
1) :Γ  ;x y a+ =    2) :Γ  2 / 3 2 / 3 2 / 3;x y a+ =  
3) :Γ  .20),cos(sin),sin(cos π≤≤−=+= ttttaytttax  
Отв.: 1) 38 2 /3;a   2) 33 ;a  3) .)12(2 322 a+ππ  
Пусть функции ),( yxP  и ),( yxQ  непрерывны в точках дуги AB гладкой 

кривой l , имеющей уравнение .),( bxaxy ≤≤= ϕ   
Интегральной суммой для  функций ),( yxP  и ),( yxQ  по координатам 

называется сумма вида  ( )∑
=

∆+∆
n

k
kkkkkk yQxP

1
,),(),( ηξηξ  где kk yx ∆∆ ,  – проекции 

элементарной дуги kl∆  на оси X и Y соответственно. 
Криволинейным интегралом  2-го рода (КрИ-2) (или криволинейным 

интегралом по координатам от выражения dyyxQdxyxP ),(),( +  по направ- 
ленной дуге AB называется предел интегральной суммы при 0max →∆ kx  и 

0max →∆ ky : 

∫ ∑
=

→∆
→∆

∆+∆=+
AB

n

k
kkkkkk

ky
kx

yQxPdyyxQdxyxP
1

0max
0max

.),(),(lim),(),( ηξηξ  

С механической точки зрения (КрИ-2) есть работа, совершаемая 
переменной силой  ),(),(),( QPjyxQiyxPF =+=

rrr
 на криволинейном пути AB. 

Если кривая l  замкнутая, то КрИ-2 по такой кривой обозначается символом ∫
l
.  

Из свойств КрИ-2 отметим следующие: 
1. ∫ ∫ +−=+

BA AB

QdyPdxQdyPdx , 

т. е. КрИ-2 меняет свой знак на противоположный при изменении направления 
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пути интегрирования. 
2. (Аддитивность) Если кривая l  разбита на две части 1l  и 2l , т. е. 

,21 lll +=  то  
.

1 2

∫ ∫∫ +++=+
l ll

QdyPdxQdyPdxQdyPdx  

Остальные свойства КрИ-2 аналогичны свойствам КрИ-1. 
Если кривая l  задана явно уравнением ],,[),( baxxy ∈= ϕ  то в этом случае 

КрИ-2 вычисляется по формуле  

 { }dxxxQxxxPdyyxQdxyxP
l

b

a
∫ ∫ +=+ )](,[)(')](,[),(),( ϕϕϕ . (2.9) 

Если же кривая l  задана параметрическими уравнениями 
,),(),( 21 ttttyytxx ≤≤==  то  

 { } .)(')](),([)(')](),([),(),(
2

1

∫ ∫ +=+
l

t

t

dttytytxQtxtytxPdyyxQdxyxP  (2.10) 

Аналогичная формула имеет место для вычисления КрИ-2 по 
пространственной кривой l , заданной уравнениями ),(),(),( tzztyytxx ===  

1 2t t t≤ ≤ : 

∫ =++
l

dzzyxRdyzyxQdxzyxP ),,(),,(),,(  

{ }∫ ++=
2

1

)(')](),(),([)(')](),(),([)(')](),(),([
t

t
dttztztytxRtytztytxQtxtztytxP . (2.11) 

2.21. Вычислить КрИ-2: ∫ ++=
AB

dyyxxydxI ,)( 2  если AB – дуга параболы 

,2xy =  расположенная между точками )0,0(=A  и ).4,2(=B  
r В данном случае .20,2)(',)( 2 ≤≤== xxxxx ϕϕ  Тогда по формулам 

(2.9) получаем  

( )∫ ∫ ==++=
2

0

2

0

3222 .2052)( dxxdxxxxxxI  p  

2.22. Вычислить  
∫ ++−
l

dzyxdyxydx ,)(2  если l  – линия 

пересечения цилиндра 422 =+ yx  с 
плоскостью ,0=−+ zyx  «пробегаемая» в 
положительном направлении, когда при 
обходе этой линии (эллипса, очевидно) 
плоскость, ограниченная  эллипсом,  
остается  слева       (рис. 2.2).  

∆ Составим параметрические 
уравнения эллипса l . Так как проекцией 

-2  2 0 Y 

Z 

l 

X 

xy −=  

Рис. 2.2 
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l  на плоскость XY является окружность  422 =+ yx , то можно записать, что 
.sin2,cos2 tytx ==  Тогда из уравнения плоскости находим, что 

).sin(cos2 ttz +=  Таким образом,  









∈+=
=
=

]2,0[),sin(cos2
,sin2
,cos2

πtttz
ty
tx

⇒








+−=
=

−=

.)cossin(2
,cos2
,sin2

dtttdz
tdtdy
tdtdx

 

Отсюда по формулам (2.11) имеем  

( ) =−+−−= ∫ dtttttI
π2

0

2232 )sin(cos4cos8sin4  

( ) .42cos4cossin8cos82cos22
2

0

2 π
π

−=++−+−= ∫ dtttttt   p 

2.23. Вычислить ∫ −+++=
AB

dzyxdyzxydxI ,)()(  где AB – отрезок, 

соединяющий точки ).4,3,2(),1,1,1( =−= BA  
r Составим параметрические уравнения прямой, проходящей через 

точки A и B: .31,41,1 tztytx +=+−=+=  На отрезке AB параметр .10 ≤≤ t  
Тогда по формуле (2.11) 

( ) ∫∫ =+=⋅−+⋅+++−=
1

0

1

0

.5,18)1113(3)32(4)42()41( dttdttttI  p 

2.24. Вычислить работу A силы kjiF xyxzyz ++=  вдоль отрезка прямой 
BC, если ).4,3,2(),1,1,1( == CB  

r  Запишем параметрические уравнения отрезка BC: 
.10,31,21,1 ≤≤+=+=+= ttztytx  Тогда работа A силы F на пути BC 

выразится интегралом  

∫ =++=
BC

xydzxzdyyzdxA  

[ ] .233)21)(1(2)31)(1()31)(21(
1

0

=⋅+++⋅+++++= ∫ dttttttt  p 

2.25. Вычислить КрИ-2 по кривой Γ , пробегаемой в направлении 
возрастания ее параметра  х: 

1) ,1 dy
y

x∫
Γ









−    .21,: 2 ≤≤=Γ xxy  

2) ,ydxdyx −∫
Γ

   .20,: 3 ≤≤=Γ xxy  

3) ,∫
Γ

+ dydx
x
y    .1,ln: exxy ≤≤=Γ  

4) ,2 2∫
Γ

− dyxxydx    .20,2/: ≤≤=Γ xxy   
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5) ,sincos∫
Γ

− ydyydx   .22,: ≤≤−−=Γ xxy  

6) ,)()( 2222∫
Γ

−++ dyyxdxyx  .20,11: ≤≤−−=Γ xxy  

Отв.: 1) (14 3ln 4)3;−  2) 8;  3) 3/ 2;  4) 12 /5;  5) 2sin 2;  6) .3/4  
2.26. Вычислить КрИ-2 по кривой Γ , пробегаемой от точки A до точки B: 
1)   ,ydxdyx −∫

Γ

 Γ  – ломаная ACB, где ).1,0(),2,1(),0,0( === CBA  

2)   ,23 3

∫
Γ

− dy
x
ydx

y
x  ).1,1(),2,4(,: 2 ===Γ BAyx  

3)  ,dyx∫
Γ

  { } ).,0(),,0(,0,: 222 aBaAxayx =−=≥=+Γ  

4)   ,2222 dyx
yx

ydxy
yx

x








+

+
+








+

+∫
Γ

  ).4,3(),0,1( == BA  

5)   ,)()(∫
Γ

−++ dyyxdxyx   ).3,2(),1,0( == BA  

Отв.:  1) 2;  2) 11;− 3) (5 ln8) /3;−  4) 12 ln5;+  5) .4  
2.27. Вычислить КрИ-2 по кривой Γ , пробегаемой в направлении 

возрастания ее параметра t: 
1) ,ydxdyx +∫

Γ

  { }.2/0,sin,cos: π≤≤==Γ ttRytRx  

2) ,22∫
Γ

+ dyxdxy   { }.0,sin,cos: π≤≤==Γ ttbytax  

3) ,)()2(∫
Γ

−+− dyaydxya   Γ  – дуга циклоиды ),cos1(),sin( tayttax −=−=  

.20 π≤≤ t  

4) ∫
Γ +

− ,3/53/5

22

yx
dxydyx   Γ  – дуга астроиды .2/0,sin,cos 33 π≤≤== ttaytax  

Отв.:  1) 0;  2) 3/4 2ab− ; 3) 2;aπ  4) .16/3 3/4aπ  
 
2.28. Вычислить КрИ-2 по замкнутой кривой Γ , пробегаемой так, что ее 

внутренность остается слева: 
1) ( ) ( )∫

Γ

−+− ,22 22 dyyxdxxyx   Γ  – граница прямоугольника, 

образованного прямыми .1,0,2,0 ==== yyxx  
2) ( ) ( )∫

Γ

−+− ,213 2 dyxdxyx   Γ  – граница треугольника с вершинами 

).1,1(),0,1(),0,0(  

3)* ∫
Γ +

+ ,
yx
dydx   Γ  – граница квадрата с вершинами ).1,0(),0,1(),1,0(),0,1( −−  
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4) ∫
Γ +

− ,22

22

yx
ydyxdxxy   Γ  – правый лепесток лемнискаты .2cos22 ϕρ a=  

Отв.: 1) 4;  2) 1/ 2;−  3) 0;  4) .0  
 
2.29. Вычислить КрИ-2 по пространственной кривой Γ , пробегаемой в 

направлении возрастания ее параметра t: 
1) ( )∫

Γ

−+− ,2 222 dzxyzdydxzy   Γ  – кривая 2 3, , , 0 1.x t y t z t t= = = ≤ ≤  

2) ∫
Γ

+−+ ,22 xydzdyyazyzdx   Γ  – дуга винтовой линии ,cos tax =  

,sin tay =  ,
2π

= taz  0 2 .t π≤ ≤  

3) ∫
Γ

+++++ ,)()( dzzyxdyyxxdx  Γ  –кривая ,cos,sin taytax ==  

.20),cos(sin π≤≤+= tttaz  
4) ∫

Γ

++ ,xdzzdyydx  Γ  – окружность ,coscos tax α=  ,sincos tay α=  

).(sin constaz −= αα  
Отв.: 1) 1/35;  2) 0;  3) 2;aπ−  4) .cos22 απa−  
 
2.30. Вычислить КрИ-2 по пространственной кривой Γ : 
1) ∫

Γ

−+++ ,)1( dzyxydyxdx  Γ  – отрезок AB, соединяющий точки 

).4,3,2(),1,1,1( == BA  
2)* ,222 dzxdyzdxy ++∫

Γ

 Γ  – линия пересечения поверхностей 

),0,0(, 222222 ≥>=+=++ zRRxyxRzyx  пробегаемая против хода часовой 
стрелки, если смотреть из точки ).0,0,0(  

 
3)* ,)()()( 222222 dzyxdyxzdxzy −+−+−∫

Γ

 Γ  – граница части сферы 

1222 =++ zyx  (лежащей в первом октанте), пробегаемая по ходу часовой 
стрелки, если смотреть из точки ).0,0,0(  

 
4) ,)()()( dzyxdyxzdxzy +++++∫

Γ

 Γ  – окружность 

,0,2222 =++=++ zyxazyx  пробегаемая против хода часовой стрелки, если 
смотреть с положительной полуоси оси Y. 

Отв.: 1) 13;  2) 3 / 4;Rπ−  3) 4;−  4) .0  
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2.31.  Найти работу силы F  вдоль дуги  AB, если: 
1) );,( yxy −=F  ).3,2(),0,1(,1: 2 ==−=Γ BAxy  

2) );,3( 2 yxxy −−=F  ).2,3(),1,0(,1: 2 ==+=Γ BAxy  

3) );,( xy−=F  ),cos1(),sin(: tayttax −=−=Γ  ).0,2(),0,0( aBA π==  

4) );2,( xy −=F  ).0,1(),0,1(,0,1: 22 −==≥=+Γ BAyyx  

5) );2,0( x=F  ).0,(),0,(,0,sin,cos: aBaAytbytax −==≥==Γ  

6) );,,( xyzxyz=F  Γ  – ломаная  ABCD  с вершинами 

),1,1,2(),1,1,1( == BA ).4,3,2(),1,3,2( == DC  

7) );cos,/,/( 2 zxyyx=F  Γ  – виток винтовой линии 

,,sin,cos btztaytax ===  от точки )0,0,(a  до точки ).2,0,0( bπ   

8) );,,( xzy −=F  Γ  – кривая ,,2 2222 xyazyx ==++  ориентированная 

против часовой стрелки, если смотреть с положительной полуоси оси X. 

9) );,,( yxz=F  Γ  – окружность ,,2222 RzyxRzyx =++=++  

ориентированная против часовой стрелки, если смотреть с положительной 

полуоси оси Z. 

Отв.:  1) 0;   2) 113/3;   3) 26 ;aπ−   4) 3 / 2;π−   5) ;abπ   

6) 1;   7) 2sin(2 ) ;b aπ π−   8) 22 ;aπ   9) .3/2 2Rπ  
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2.2. Формула Грина 
Независимость криволинейного интеграла от пути интегрирования. 

Восстановление функции по ее полному дифференциалу. Формула Грина и 
ее применение к вычислению площадей плоских фигур. 

Пусть  V  – область в 3R   и ),,(),,,(),,,( zyxRzyxQzyxP  – непрерывно 
дифференцируемые в V  функции. Пусть Vl ∈  – произвольная ориентированная 
кривая с начальной точкой M и конечной точкой N  
(рис. 2.3).  

Криволинейный интеграл  
 ∫ ++

l

RdzQdyPdx  (2.12) 

в общем случае зависит не только от положения 
начальной и конечной точек пути интегрирования, но и от 
пути, соединяющего эти точки. Если значение интеграла 
(2.12) одно и то же при любом выборе пути ,l  
соединяющего M и N, то говорят, что криволинейный 
интеграл не зависит от пути интегрирования. 

2.32. Вычислить КрИ-2 

∫
Γ

+= xdyydxI  по кривой Γ  с началом 

)0,0(=O  и концом ),1,1(=A   если:    
1) Γ  – отрезок  OA;  
2) Γ  – дуга параболы ;2xy =  3) Γ  – 
дуга окружности радиусом 1 с 
центром в точке ).0,1(  
r 1) Отрезок OA задается 

уравнением .10, ≤≤= xxy   

Тогда  ∫ ∫ =+=
1

0

1

0

.1ydyxdxI  

2) Если Γ  – дуга параболы, то ∫ ∫ ∫ ∫
Γ Γ

==
1

0

1

0

22 ,2, dxxxdydxxydx  ∫ ==
1

0

2 .13 dxxI  

3) Так как уравнение дуги окружности можно записать в виде 
,sin,cos1 tytx =+=   ,2/0 π≤≤ t  то   

∫ =++−=
2/

0

.1)cos)cos1()sin((sin
π

dtttttI  

Таким образом, интеграл I  оказался не зависящим от выбранных трех 
путей интегрирования. p 

Напомним, что область V  называется односвязной, если любой гладкий 
замкнутый контур, лежащий в области, является краем некоторой гладкой 
поверхности, целиком содержащейся в области V . 

М 

N 

l1 

l2 
 l3 l4 

Рис. 2.3 

Y 

X 0 1 

1 
A 

122)1( =+− yx  
xy =  

2xy =  

Рис. 2.4 
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Справедлива следующая  
Теорема 2.1. Пусть RQP ,,  – непрерывно дифференцируемые функции в 

односвязной области V . Тогда следующие четыре условия равносильны. 
1. По любому замкнутому пути Vl ∈  

∫ =++
l

RdzQdyPdx .0  

2. Интеграл (2.12) не зависит от пути интегрирования, т.е.  

∫∫ ++=++
21

,
ll

RdzQdyPdxRdzQdyPdx  

где 1l  и 2l  – произвольные пути, расположенные в V  и имеющие общие начало 
и конец. 

3. Существует непрерывно дифференцируемая функция ),,( zyxuu =  
такая, что RdzQdyPdx ++  является ее полным дифференциалом, т. е. 

.,,)( R
z
uQ

y
uP

x
uRdzQdyPdxdu =

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

⇔++=  (2.13) 

4. Для дифференциальной формы RdzQdyPdxW ++=  выполнены условия 

 ,,,
y
P

x
Q

x
R

z
P

z
Q

y
R

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂  (2.14) 

называемые условиями интегрируемости.  
Если выполнены условия интегрируемости (2.14), то выражение  

dzzyxRdyzyxQdxzyxP ),,(),,(),,( ++  является полным дифференциалом 
функции ),,( zyxuu = , которую можно найти по формуле  

 ∫ ∫ +++=+++=
MN

zyx

zyx

CRdzQdyPdxCRdzQdyPdxzyxu
),,(

),,( 000

,),,(  (2.15) 

где ),,( 000 zyxM =  – начальная точка, ),,( zyxN =  – конечная точка пути 
интегрирования, целиком лежащем в V . 

Формуле (2.15) равносильна следующая: 

 ∫ ∫ ∫ +++=
x

x

y

y

z

z

CdttyxRdtztxQdtzytPzyxu
0 0 0

.),,(),,(),,(),,( 000  (2.16) 

Здесь путем интегрирования является некоторая ломаная линия MABN, 
составленная из отрезков, параллельных координатным осям X,Y и Z и где 

),,( 000 zyxM =  – начальная точка, ),,(),,,( 000 zyxBzyxA ==  – промежуточные 
точки, ),,( zyxN =  – конечная точка ломаной. 

Эти результаты сформулируем для случая функций двух переменных. 
При выполнении условия 

 
y
P

x
Q

∂
∂

=
∂
∂  (2.17) 

выражение dyyxQdxyxPW ),(),( +=  является полным дифференциалом в 
односвязной области V  некоторой функции ),( yxuu = , которая находится по 
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формуле 

 ∫ ∫∫ ++=++=
x

x

y

y

yx

yx

CdttxQdtytPCQdyPdxyxu
0 000

.),(),(),( 0

),(

),(

 (2.18) 

2.33. Восстановить функцию по ее полному дифференциалу  
.)//2()/1/1( 2 dyyxydxyxdu −++=  

r Имеем  ,1//2,/1/1 2
2

x
Q

yy
PyxyQyxP

∂
∂

=−=
∂
∂

⇒−=+=  

т. е. условие (2.17) выполнено. В качестве точки ),( 00 yx  возьмем точку (1,1). 
Тогда по формуле (2.18) находим  

=





 −+






 += ∫∫ dt

t
x

t
dt

t
yxu

yx

1
2

1

211),(  

( ) .1ln2ln
1

ln2
1

ln C
y
xyxC

t
yt

t
xt

x
tt +−++=+

=
=







 +++=  p 

2.34. Показать, что КрИ-2 ∫ −++=
)3;2(

)1;0(

)()( dyyxdxyxI  не зависит от пути 

интегрирования и вычислить его. 
∆ Функции yxyxP +=),(  и yxyxQ −=),(  вместе со своими частными 

производными 1=
∂
∂

=
∂
∂

y
P

x
Q  непрерывны на всей плоскости XY, и данный 

интеграл не зависит от пути интегрирования. Поэтому для вычисления 
интеграла I  можно выбрать любой путь, соединяющий точки )1,0(=A  и 

).3,2(=B  Поскольку удобнее всего вычислять КрИ по отрезкам, параллельным 
осям координат, то выберем путь в виде ломаной, состоящей из двух звеньев 
AC и CB, параллельных осям координат (рис. 2.5).  

Тогда ∫ ∫+=
)1,2(

)1,0(

)3,2(

)1,2(
.I   На AC: 

.01 =⇒= dyy   Тогда ∫ ∫ =+=
)1,2(

)1,0(

2

0
.4)1( dxx  

На CB: 02 =⇒= dxx  и   

∫ ∫ =−=
)3,2(

)1,2(

3

1
.0)2( dyy   

Следовательно, .4=I  p 

2.35. Проверить, является ли выражение dy
y
xxdx

y
yxW 








−+








+= 2

32 13  

полным дифференциалом некоторой функции ),( yxuu = ; если да, то найти эту 
функцию. 

X 

Y 

0 

А= (0,1) 

В= (2,3) 

Рис. 2.5 

С = (2,1) 

2 

3 
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∆ Частные производные 2
22 1313

y
x

y
yx

yy
P

−=







++

∂
∂

=
∂
∂  и 

2
2

2
3 13

y
x

y
xx

xx
Q

−=







−

∂
∂

=
∂
∂  равны между собой. Непрерывность функций 

x
Q

y
PQP

∂
∂

∂
∂ ,,,  имеет место для всех точек плоскости XY, за исключением точек 

оси X. Следовательно, КрИ-2 dy
y
xxdx

y
yx 








−+








+∫

Γ
2

32 13  не зависит от пути 

интегрирования и его можно вычислять по любому пути от точки ),( 00 yx  до 
точки ),( yx , лишь бы только сам путь интегрирования, как и эти точки, 

находились в области непрерывности функций 
x
Q

y
PQP

∂
∂

∂
∂ ,,, .  Выберем путь 

интегрирования, как показано на рис. 
2.6. 
Тогда  

=







−+






 += ∫ dy

y
xxdx

y
yxyxu

yx

2
3

),(

)1,0(

2 13),(

 = ∫ ∫ ++=+
),0(

)1,0(

),(

),0(

3 .
y yx

y
C

y
xyx  p 

При нахождении функции 
),( yxuu =  по ее полному дифференциалу QdyPdxdu +=  часто поступают 

следующим образом. Из равенства P
x
u

=
∂
∂  имеем ∫ += ),(),( ygdxyxPu  где 

)(yg  – некоторая дифференцируемая функция, играющая роль постоянной при 
интегрировании по x . Дифференцируя последнее равенство по y  с учетом 

соотношения Q
y
u

=
∂
∂ , получаем 

∫ ∫∫ +







∂
∂

−=⇒=+
∂

∂
=

∂
∂ .),()(),()('),( Cdydx

y
PyxQygyxQygdx

y
yxP

y
u  

Таким образом, 

∫ ∫∫ +







∂
∂

−+= .),(),( Cdydx
y
PyxQdxyxPu  

2.36. Найти функцию ),( yxuu =  по ее полному дифференциалу 
.)1( dyxedxedu yy −− −+=  

r То, что это действительно полный дифференциал, следует из 

равенства ,ye
x
Q

y
P −−=

∂
∂

=
∂
∂  где .1, yy xeQeP −− −==  В таком случае существует 

Y 

x X 0 

),0( y  

)1,0(=A  

),( yxB =  

Рис. 2.6 
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функция ),( yxuu =  такая, что .1, yy xe
y
ue

x
u −− −=

∂
∂

=
∂
∂  Интегрированием по x  

обеих частей первого равенства находим 

⇒−=+−=
∂
∂

⇒+=+= −−−−∫ yyyy xeygxe
y
uygxeygdxeu 1)(')()(  

.)(1)(' Cyygyg +=⇒=⇒  
Тогда искомая функция .)(),( Cyxeygxeyxu yy ++=+= −−  p 

По этой же методике можно восстанавливать функцию трех переменных 
по ее полному дифференциалу. 

2.37. Является ли выражение xdzdyyxdxzxyW +−++= )2()2( 2  полным 
дифференциалом некоторой функции ),,( zyxuu = ? Если да, то восстановить 
эту функцию. 
r Здесь условия интегрируемости (2.14) выполнены: 

.2,1,0 x
y
P

x
Q

x
R

z
P

z
Q

y
R

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂  

Тогда существует функция ),,( zyxuu = , для которой  

 ,2 zxy
x
u

+=
∂
∂  ,22 yx

y
u

−=
∂
∂  .x

z
u

=
∂
∂  (2.19) 

Из первого уравнения системы (2.19) интегрированием по x  получим 
),,(2 zyzxyxu ϕ++=  где ),( zyϕ  – дифференцируемая функция, выполняющая 

роль константы при интегрировании по x . Ее найдем, используя второе 
уравнение системы (2.19): 

∫ +−=⇒−=
∂
∂

⇒−=
∂
∂

+=
∂
∂ ),(22222 zydyy

y
yx

y
x

y
u

ψϕ
ϕϕ  

где )(zψ  – некоторая дифференцируемая функция, играющая роль константы 
при интегрировании по y .  Таким образом, ).(22 zyzxyxu ψ+−+=  Отсюда и из 
третьего уравнения системы (2.19) находим 

.)(0)(')(' constCzzxzx
z
u

−=⇒=⇒=+=
∂
∂

ψψψ  

Итак, окончательно, искомая функция .),,( 22 Cyzxyxzyxu +−+=  p 
 2.38. Убедившись в том, что подынтегральное выражение является 
полным дифференциалом, вычислить КрИ-2 по кривой Γ  с началом в точке A и 
концом в точке B: 

1) ∫
Γ

−++ ,)()( dyyxdxyx   ).0,1(),1,2( =−= BA  

2) ∫
Γ

+ ,2 2dyxxydx   ).1,2(),0,0( −−== BA  

3) ∫
Γ

−−+−+ ,)2()2( 2222 dyyxyxdxyxyx   ).3,0(),0,3( −== BA  
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4) ∫
Γ

++ ),)(( dydxyxf  )(tf  – непрерывная функция, ).,(),0,0( 00 yxBA ==  

5) ∫
Γ

+ ,)()( dyydxx ψϕ  )(),( tt ψϕ  – непрерывные функции, 

),,( 11 yxA = ).,( 22 yxB =  
6)  ∫

Γ

− ,sincos ydyeydxe xx   ).,(),0,0( 00 yxBA ==  

7)  ∫
Γ

−+ ,32 dzzdyyxdx   ).2,1,0(),2,0,1( −=−= BA  

8)  ∫
Γ

++ ,xydzxzdyyzdx   ).3,2,1(),0,1,2( =−= BA  

9)  ∫
Γ ++

++ ,
222 zyx

zdzydyxdx   ,, 21 SBSA ∈∈  где  

1S  – сфера ,2
1

222 Rzyx =++  2S  – сфера 2
2

222 Rzyx =++  ).0,0( 21 >> RR  

Отв.:  1) 1;   2) 4;−   3) 0;   4) 
0 0

0

( ) ;
x y

f t dt
+

∫   5) 
2 2

1 1

( ) ( ) ;
x y

x y

t dt t dtϕ ψ+∫ ∫     

 6) 0
0cos 1;xe y −   7) 1/ 6;−   8) 6;    9) .12 RR −  

2.39. Найти функцию по ее заданному полному дифференциалу: 
1)  .)152()5( 2232 dyeyxedxeyedu xyxy −+−=  

2)  .1
1)1(

)1(2
222 dy

x
edx

x
exdu

yy









+

+
+

+
−

=  

3)  .
1 222 zyx

xydzzxdyyzdxdu
+

++
=  

4)  .)2()2()2( 222 dzxyzdyzxydxyzxdu −+−+−=  

5)  .11 22 dz
z
xydy

y
x

z
xdx

z
y

y
du −








++








+−=  

Отв.:  1) 2 35 ;y xu xe y e C= − +  2) 2

1 ;
1

yeu y C
x
−

= + +
+

 3) ( ) ;u arctg xyz C= +   

4) 3 3 3( ) /3 2 ;u x y z xyz C= + + − +   
5) .// Czxyyxxu ++−=  
2.40. Какому условию должна 

удовлетворять дифференцируемая функция 
),( yxF , чтобы КрИ-2  ∫

Γ

+
AB

xdyydxyxF ))(,(  не 

зависел от пути интегрирования ABΓ  между 
точками A и B?     Отв.: '.' yx yFxF =  

Пусть граница Γ  плоской ограниченной 
области D  состоит из конечного набора кусочно-гладких кривых. Тогда если 

D 
Г 

0 

Y 

X Рис. 2.7 
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функции 
x
Q

y
PQP

∂
∂

∂
∂ ,,,  непрерывны в D  вплоть  до ее границы, то справедлива 

формула Грина  

 ∫∫∫
Γ

+=







∂
∂

−
∂
∂ ,QdyPdxdxdy

y
P

x
Q

D

 (2.20) 

где контур Γ  ориентирован положительно, то есть при его обходе против 
часовой стрелки область D  остается слева (рис. 2.7).  

Из формулы (2.20)  при yPxQ −== ,  получаем, что площадь S  области D , 
ограниченной контуром Γ , выражается через КрИ-2 формулой 

 ∫
Γ

−= .
2
1 ydxxdyS  (2.21) 

 2.41. Вычислить с помощью формулы Грина КрИ-2 ∫
Γ

−= ,22 dyxyydxxI  где 

Γ  – окружность 222 Ryx =+   (обход контура положителен). 

∆ По формуле Грина (2.20), где ,,,, 2222 x
y
Py

x
QxyQyxP =

∂
∂

−=
∂
∂

−==  

получаем ∫∫ ∫ ∫ −=−=+=
D

R

RdddxdyyxI
π

πρρϕ
2

0 0

4322 .2/)(  p 

2.42. Пользуясь формулой (2.21), найти площадь S , ограниченную 
астроидой .20,sin,cos 33 π≤≤== ttaytax  

∆ Применяя формулы (2.21) и (2.10), получаем  

∫ ∫ =+=−=
π π2

0

2

0

2424
2

)cossinsin(cos
2

3))(')()(')((
2
1 dtttttadttxtytytxS  

.
8

3)4cos1(
16
32sin

8
3 2

0

2

0

22
2

2

∫ ∫ =−==
π π πadttatdta  p 

2.43. Применяя формулу Грина, вычислить КрИ-2 по контуру Г (обход 
контура положителен):  

1)  ∫
Γ

−++++ ,)()( dyyxxydxyxxy   .: 22 axyx =+Γ  

2)  ∫
Γ

+− ,)2( 2dyxdxyxy   .1//: 2222 =+Γ byax  

3)  ∫
Γ

+−+ ,)()( 222 dyyxdxyx  Γ – граница треугольника с вершинами 

).5,2(),2,3(),1,1(  
4)  ∫

Γ
+−− ,)()( 22 dyyxdxxy  Γ  – граница кругового сектора 

;2/0,0 παϕρ ≤<<<< R  ),( ϕρ  – полярные координаты.  

5)  ,∫
Γ +

−
yx
dydx

  Γ  – граница квадрата с вершинами ).1,0(),0,1(),1,0(),0,1( −−    
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6)  ∫
Γ

+++++ ,))ln(( 2222 dyyxxxyydxyx   .: 222 Ryx =+Γ  

7)* ∫
Γ

−−+ ,)()( 22 dyyxdxyx  Γ  – граница области, образованной отрезком 

[A,B], где (1,1), (2,6),A B= =  и дугой параболы ,2 cbxaxy ++=  проходящей 
через точки ).0,0(,, =OBA  

Отв.: 1) 3 /8;aπ−  2) ;abπ  3) 3/140− ; 4) 0;5) –4; 6) 4 / 4;Rπ  7) .2−  
 2.44. Применяя формулу Грина, найти площадь области, ограниченной 

плоскими кривыми: 
1)  .1,1 2 =−−= yxxy     2)  .cos3,sin12 33 tytx ==  
3)  .2/,cos2cos,cos2sin 22 πϕϕϕϕϕ ≤== ayax  
4)  2 2 2 2/ / 1, / / ( 3 1) / 2.x a y b x a y b+ < − < −  
5)* .1)( 22 =+− xxy    6)  .0,)( 2 ==+ yaxyx  
7)  .422 xxy −=     8)  .0),()( 222222 ≥−=+ xyxayx  
9)  .2)( 3222 axyx =+    10)* .0,0,2233 ==+=+ yxyxyx  
Отв.:  1) 9 / 2;  2) 27 / 2;π  3) 23 /8;aπ  4) (7 3) /12;abπ +  5) ;π  6) 2 / 6;a  
   7) 4 /3;  8) 2;a  9) 25 /8;aπ  10) .39/)433( π+  
2.45.*   Найти площадь области, ограниченной петлей кривой: 
1)  ).1(3),1/(3 222 ttyttx +=+=     Отв.: .2/3  
2)  .0,2sin,cos ≥== xayax ϕϕ    Отв.: .3/4 2a  
3)  .)( 12 xyyx =+       Отв.: .30/1  
2.46. Найти площадь плоской фигуры, ограниченной следующими 

кривыми: 
 1) Кардиоидой ).2sinsin2(),2coscos2( ttayttax −=−=  
 2)* Петлей декартова листа )0(333 >=+ aaxyyx  (положить txy = ). 
 3) Лемнискатой )()( 222222 yxayx −=+  (положить ϕxtgy = ). 
 4) Параболой )0()( 2 >=+ aaxyx  и осью X. 

Отв.: 1) 26 ;aπ  2) 23 / 2;a  3) 2;a  4) .3/2a  

3. Поверхностные интегралы 

3.1. Поверхностные интегралы 1-го рода (ПИ-1) 
Определение ПИ-1 и его основные свойства. Вычисление ПИ-1 в 

случае явного и неявного задания поверхности. Приложения ПИ-1 
Пусть  3R⊂S  – гладкая поверхность и ),,( zyxf  – непрерывная в точках 

S  функция. Разобьем поверхность S  на части iS , площадь каждой из которых 
равна .,1, niSi =∆  В каждой части iS  произвольно выберем точку ),,( iiii zyxM =  
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и составим интегральную сумму ∑
=

∆=
n

i
iiiin Szyxf

1
.),,(σ  Пусть 

ini
Sdiammax ∆=∆

≤≤1
. Если существует предел интегральных сумм nσ  при ,0→∆  

не зависящий ни от способа разбиения S  на части iS , ни от выбора  точек 
,ii SM ∈  то он называется поверхностным интегралом 1-го рода (ПИ-1) от 

функции ),,( zyxf  по поверхности S  и обозначается ∫∫
S

dszyxf .),,(   

Таким образом  ∫∫ ∑
=→∆

∆=
S

n

i
iiii Szyxfdszyxf

10
.),,(lim),,(  

ПИ-1 обладают свойствами линейности, аддитивности, для них 
справедлива теорема о среднем, их величина не зависит от выбора стороны 
поверхности (см. [3]). 

Если поверхность задана явно уравнением ,),(),,( xyDyxyxgz ∈=  где xyD  – 
проекция S  на плоскость XY, то ПИ-1 вычисляется следующим образом: 
 .''1)),(,,(),,( 22 dxdyggyxgyxfdszyxf

xyD
yx

S
∫∫∫∫ ++=  (3.1) 

В случае задания поверхности явно уравнением ( , )x y zϕ=  или уравнением 
),( zxy ψ= , где yzDzy ∈),(  – проекция S  на плоскость YZ, а xzDzx ∈),(  –

проекция S  на плоскость XZ, то ПИ-1вычисляется по формуле соответственно 
 2 2( , , ) ( ( , ), , ) 1 ' ' ,

yz

y z
S D

f x y z ds f y z y z dydzϕ ϕ ϕ= + +∫∫ ∫∫  (3.2) 

 .''1)),,(,(),,( 22 dxdzzzxxfdszyxf
xzD

zx
S

∫∫∫∫ ++= ψψψ  (3.3) 

Если же поверхность S  задана неявно уравнением   ,0',0),,( ≠= zFzyxF   
,),,( Szyx ∈∀  тогда формула (3.1) принимает вид  

 ,'''
'

1),,(),,( 222 dxdyFFF
F

zyxfdszyxf
xyD

zyx
zS

∫∫∫∫ ++=  (3.4) 

где xyD  – проекция S  на плоскость XY. 
При вычислении интеграла в правой части формулы (3.4) необходимо z  

выразить из уравнения поверхности 0),,( =zyxF  (предполагаем, что это 
возможно). 

3.1.  Вычислить ПИ-1 ∫∫=
S

zdsI ,  где S  – часть гиперболического 

параболоида ,xyz =  вырезанная цилиндром .422 =+ yx  

r Поверхность S  задана явно, ее проекцией ρρϕϕρ d23 1sincos +  
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xyD  на плоскость XY является круг .422 =+ yx   Применив формулу (3.1) и 
перейдя к полярным координатам, получим 

=++=++= ∫∫∫∫ dxdyxyxydxdyzzzI
xyxy DD

yx
2222 1''1  

∫∫∫∫ =+=+=
2

0

23
2

0

2

0

23
2

0

.012sin
2
11sincos ρρρϕϕρρϕϕρϕ

ππ

dddd   p 

3.2.* Вычислить интеграл ∫∫=
S

ydsI ,  где S  – часть поверхности 

цилиндра 12 2 += yx  при ,0>y  вырезанная поверхностями ,22 zyx +=  
.3,2 == xx  

r Вычислим I  двойным интегрированием по области xzD  – проекции S  
на плоскость XZ. Для отыскания границы области xzD  исключим переменную y 
из уравнений 12 2 += yx  и ;22 zyx +=  получим .12 2 += xz  Граница области 

xzD  состоит из двух дуг этой параболы и отрезков прямых 2, 3x x= =   
(рис. 3.1).  

Из уравнения поверхности S : 
2

1−
=

xy  следует, что  

.
88
78''1 22

−
−

=++
x
xyy zx

 
Воспользовавшись 

формулой (3.3), получим  

=
−
−

⋅
−

= ∫∫ dxdz
x
xxI

xzD 88
78

2
1

∫ =−+=
3

2

2 78
22

1 dxxx

∫ =





−






 +=

3

2

22

16
15

16
1 dxx  

 
 
 

=
=
=











−+++⋅






−−+

+
=

2
3

8/78/
16
1ln

2
1

16
158/78/

2
16/1 2

2
2

x
x

xxxxxx  

.2,2
43849

61233ln
16
15

264
3991798 2

≈
⋅+

+






+

−
=  p 

3.3.  Вычислить интеграл ∫∫ +=
S

dsyxI ,22  где S  – часть конической 

12: 2 += yxS  

12 2 += xz  

0 

Z 

Y 

 2 3 X 

1 
-1 

Dxz 
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поверхности .10,0222 ≤≤=−+ zzyx  
r Поверхность S  задана неявно уравнением =),,( zyxF  .0222 =−+ zyx   

Ее проекция xyD  на плоскость XY есть круг .122 ≤+ yx   Так как 

zFyFxF zyx 2',2',2' −===  и для конуса ,22 yxz +=   то по формуле (3.4)  

.
3
22222

2
1 2

0

1

0

222222 ∫ ∫∫∫ ∫∫ ==+=++=
π π

ρρϕ dddxdyyxdxdyzyx
z

I
xy xyD D

 p 

3.4.  Вычислить ПИ-1: 
1.  ∫∫ ++

S

dszyx ,)( , где:  

1) S  – часть плоскости ,142 =++ zyx  определяемая условием 
.0,0,0 ≥≥≥ zyx          Отв.: .3/217  

2) S  – часть сферы  ,1222 =++ zyx   определяемая условием .0≥z  
          Отв.: .π  

2.  ∫∫ +
S

dsyx ,)( 22  где: 

1) S  – сфера  .2222 Rzyx =++           Отв.: .3/8 4Rπ  

2) S  – поверхность конуса .122 ≤≤+ zyx    Отв.: .2/)21( +π  

3. ∫∫ ++
S

dszyx ,)( 222  где: 

1) S  – сфера  ,2222 Rzyx =++           Отв.: .4 4Rπ  
2) S  – поверхность куба .,, azayax ≤≤≤     Отв.: .40 4a  

3) S  – поверхность октаэдра .azyx ≤++     Отв.: .32 4a  

4) S  – полная поверхность цилиндра .0,222 HzRyx ≤≤≤+    
Отв.: ).3/22( 3223 HRHHRRR +++π  

4.  1) ∫∫ ++
S

dszxyzxy .)(  2) ∫∫ ++
S

dsxzzyyx .)( 222222  

S  – часть конической поверхности ,22 yxz +=  расположенная внутри 

цилиндра .222 xyx =+      Отв.: 1) 64 2 /15;   2) .8/229π  
3.5.* Доказать формулу Пуассона 

∫∫ ∫
−

++=++
S

tdtcbafdsczbyaxf
1

1

222 ,)(2)( π   

где 222),( cbattf ++≤  – непрерывная функция, S  – сфера .1222 =++ zyx  
Отметим следующие геометрические и механические приложения ПИ-1.  

Пусть S  – материальная поверхность с поверхностной плотностью ),,( zyxµ  в 
каждой точке .),,( Szyx ∈  Тогда справедливы следующие формулы: 
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1°. ∫∫ =
S

sds ,  где s – площадь поверхности S ; 

2°. ∫∫=
S

dszyxm ),,(µ  - масса поверхности S ; 

3°. ∫∫=
S

xy dszyxzM ,),,(µ  ∫∫=
S

xz dszyxyM ,),,(µ  ∫∫=
S

yz dszyxxM ),,(µ  – 

статические моменты поверхности относительно координатных плоскостей  
XY, XZ, YZ соответственно. 

4°. ,/ mMx yzc =   ,/ mMy xzc =   mMz xyc /=  – координаты центра 
тяжести поверхности; 

5°. ∫∫ +=
S

x dszyxzyI ,),,()( 22 µ   ∫∫ +=
S

y dszyxzxI ,),,()( 22 µ   

∫∫ +=
S

z dszyxyxI ,),,()( 22 µ   ∫∫ ++=
S

dszyxzyxI ),,()( 222
0 µ   

 
– моменты инерции поверхности 
относительно координатных осей 
X,Y,Z и начала координат 
соответственно. 

3.6.  Найти координаты центра 
тяжести плоскости ,xz =  
ограниченной плоскостями  

0,0,1 ===+ xyyx  (рис. 3.2). 
Поверхностная плотность .1=µ  

r Так как ,1=µ  то масса этой 
части плоскости численно равна ее 
площади. Найдем ее. Имеем .0',1' == yx zz   Тогда  

.
2
22''1

1

0

1

0

22∫∫ ∫ ∫ ==++=
−

xyD

x

yx dydxdxdyzzS  

Далее находим 

;
3
12

2
21 1

0

1

0

=== ∫∫ ∫∫
−

S

x

c dyxdxxds
S

x  ;
3
12

2
21 1

0

1

0

=== ∫∫ ∫∫
−

S

x

c ydyxdxyds
S

y  

.
3
111

∫∫ ∫∫ ===
S S

c xds
S

zds
S

z  

Итак, центр тяжести ).3/1,3/1,3/1(=C  p 
3.7.  Определить массу, распределенную: 
1) по поверхности куба azayax ≤≤≤≤≤≤ 0,0,0  с плотностью 

.0 xyzµµ =            Отв.: 4/3 3
0aµ ; 

2) по сфере 2222 Rzyx =++   с плотностью .22
0 yx += µµ   

Рис. 3.2 
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Отв.: 32
0 Rπµ ; 

3) по части эллиптического параболоида 1,222 ≤=+ zzyx  с плотностью 
.0 zµµ =            Отв.: 15/)361(2 0µπ + . 

4) по части гиперболического параболоида ,222 zyx =−  вырезаемой 
цилиндром ,122 =+ yx  с плотностью .0 zµµ =   Отв.: .15/)21(8 0µ+  

3.8.  Определить статический момент относительно плоскости 0=z  
однородной ( const== 0µµ ) поверхности: 

1) .0,0,0, ≥≥≥=++ zyxazyx       Отв.: .6/3 3
0aµ  

2) .0,2222 ≥=++ zRzyx        Отв.: .3
0Rπµ  

3.9.  Определить аппликату cz  центра тяжести C полусферы 
2 2 2 2, 0x y z R z+ + = ≥  с поверхностной плотностью: 

1) ,0µµ =   2) ,22
0 yx += µµ   3) .),( 0

22
0 constyx =+= µµµ    

Отв.: 1) ;2/R  2) ;3/4 πR  3) .8/3R  
3.10.  Определить координаты центра тяжести однородных поверхностей 

( 1=µ ): 
1) .0,0,0,2222 ≥≥≥=++ zyxRzyx  

2) .,0,0,222 RxyyxyxRz ≤+≥≥−−=  

3) ., 2222 xyxyxz ≤++=  
4) .0,2/)(2 22 ≥+−= zyxz  
Отв.:  1) );2/,2/,2/( RRR   2) );4/)12(,4/2,4/2( +RRR  

3) ));9/(16,0,2/1( π   4) ).310/)515307(,0,0( −  
3.11. Вычислить момент инерции относительно координатных 

плоскостей однородной  ( const== 0µµ ) поверхности 
.0,0,0,1 ≥≥≥=++ zyxzyx            Отв.: 

.12/30µ  
3.12.  Вычислить момент инерции однородной ( const== 0µµ ) 

поверхности 2 2 2 ,x y az z a+ = ≤  относительно оси Z.  
Отв.: .15/)136(4 4

0aµπ +   
3.13.  Вычислить момент инерции zI  относительно оси Z части 

однородной конической поверхности ,222 yzx =+  ,0>y  плотности ,0µ  
заключенной внутри цилиндра .222 ayx =+      Отв.: .2/0

4µπa  
3.14.* Вычислить момент инерции однородной конической поверхности 

2 2 2 2 2 2/ / / 0,0x a y a z b z b+ − = ≤ ≤  с плотностью 0µ  относительно прямой 
.0/)(0/1/ bzyx −==           Отв.: 

.)23()12/1( 2222
0 babaa ++πµ  
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3.15.  Вычислить моменты инерции относительно начала координат 
однородных поверхностей 21,SS  плотности 1=µ , где 1S  – поверхность куба с 
центром в начале координат и ребром ;2a  2S  – полная поверхность цилиндра 

.0,222 HzRyx ≤≤≤+          Отв.: ).3/2)((;40 324 HHRRRa ++π  

3.2. Поверхностные интегралы 2-го рода (ПИ-2) 
 

Ориентация и нормаль к поверхности. Определение ПИ-2  
и его основные свойства. Вычисление ПИ-2 

Пусть в пространстве 3R  задана гладкая поверхность ,S  описываемая 
явно, неявно или параметрически, причем нормаль к S  отлична от нуля 

.),,( Szyx ∈∀  Тогда в каждой точке ),,( zyx  поверхности определен единичный 
вектор нормали ),,,(00 zyxnn rr =  являющийся непрерывной функцией точек 
поверхности (рис. 3.3).  

Если nr  – вектор нормали к 
поверхности, то единичный вектор 

.0

n
nn r
rr

±=  

Знаку «+» соответствует одна 
сторона поверхности S , а знаку «–» – 
другая сторона. Выбор вектора 0nr  с 
определенным знаком называется 
ориентацией поверхности. Одна из двух 
ориентаций с помощью 0nr  или (- 0nr ) 
называется положительной, а другая 
отрицательной.  

Гладкая поверхность, у которой 
выбрана одна из ориентаций, называется 
ориентированной при помощи 0nr . 
Сторона поверхности S , обращенная в 
сторону вектора 0nr+ , называется 
положительной или внешней и 
обозначается +S . Другая сторона S , 
обращенная в сторону вектора 0nr− , 
называется отрицательной или 
внутренней и обозначается  −S . 
Поверхности, у которых различаются 
положительные и отрицательные 
стороны, называются двусторонними. К 
ним относятся, например, плоскость, 
сфера, параболоиды, гиперболоиды, 
конусы, цилиндры и т. д. Двусторонние поверхности характеризуются тем, что 

S 

nr  

0nr  

0nr  

0nr  
0nr  

nr  
l 

Рис. 3.3 
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если вектор 0nr  перемещать по любому замкнутому контуру l , лежащему на 
поверхности, то он всегда возвращается в исходную точку с первоначальным 
направлением (рис. 3.3).  

Примером односторонней поверхности является лист Мёбиуса (см. [3]). 
В каждой точке гладкой двусторонней поверхности S  определены два 

направления вектора нормали nr  к S , являющиеся взаимно противоположными. 
При выборе nr  необходимо следить за тем, чтобы он имел нужное направление, 
что соответствует правильному выбору нужной стороны поверхности. Так на 
рис. 3.4, a, б вектор nr  определяет положительную (верхнюю) сторону 
поверхности. Часто при выборе стороны поверхности указывается, какой угол, 
острый или тупой, составляет нормаль nr  к поверхности S  с осью Z. 
Координатами единичного вектора нормали являются его направляющие 
косинусы, то есть ).cos,cos,(cos0 γβα=nr  Поэтому для верхней 
(положительной) стороны поверхности ,2/0,0cos πγγ <<>  а для нижней 
(отрицательной) стороны поверхности .2/,0cos πγπγ <<<  Координаты 
вектора нормали для различных  способов задания поверхности имеют 
следующую запись.  

1. Поверхность S  задана явно уравнением xyDyxyxfz ∈= ),(),,(  – 
проекция S  на плоскость XY: 
 ;0cos),1,','( >−−= γyx ffnr  (3.5) 
 .0cos),1,''( <−= γyx ffnr  (3.6) 

2. Поверхность  S   задана неявно уравнением 
:),,(,0',0),,( SzyxFzyxF z ∈∀≠=  

 ;0cos,
'

1)',','(
'

1
>== γF

F
FFF

F
n

z
zyx

z
grad

r
 (3.7) 

 .0cos,
'

1)',','(
'

1
<−=−= γF

F
FFF

F
n

z
zyx

z
grad

r
 (3.8) 

3. Поверхность S  задана параметрически равенствами ),,( vuxx =  
),,( vuyy =  .),(),,( Wvuvuzz ∈=  Вектор нормали имеет вид [3]: 

 ,
),(
),(,

),(
),(,

),(
),(









=

vuD
yxD

vuD
xzD

vuD
zyDnr  (3.9) 

где 

,
''
''

),(
),(

vv

uu

zy
zy

vuD
zyD

=  ,
''
''

),(
),(

vv

uu

xz
xz

vuD
xzD

=  .
''
''

),(
),(

vv

uu

yx
yx

vuD
yxD

=  

Пусть теперь в точках гладкой ориентированной поверхности S  
определена непрерывная вектор-функция:  

),,()),,(),,,(),,,((),,( RQPzyxRzyxQzyxPzyxaa ===
rr   и ),,(00 zyxnn rr

=  – 
единичный вектор ориентации этой поверхности. 

Для скалярной непрерывной функции 
),()),,(),,,((),,( 00 nazyxnzyxazyxf rrrr ==  
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интеграл 
 ∫∫ ∫∫=

S S

dsnadszyxf ),(),,( 0rr  (3.10) 

называется поверхностным интегралом второго рода (ПИ-2) от вектора-
функции ),,( RQPa =

r  по поверхности S . Он обладает следующими свойствами. 
1°. Если ,2

2
1

1 aaa rrr αα +=  то ( ) ( ) ( ) .,,, 02
2

01
1

0 dsnadsnadsna
SSS
∫∫∫∫∫∫ +=

rrrrrr
αα  

2°. ( ) ( ) ,,, 00 dsnadsna
SS
∫∫∫∫

−+

−=
rrrr

 т. е. при смене ориентации S  знак ПИ-2 

меняется на противоположный.  

3°. Если U
n

k
kSS

1
,

=

=  то ( ) ( ) .,,
1

00 ∑ ∫∫∫∫
=

=
n

k SS
dsnadsna

k

rrrr
 

Приведем формулы вычисления ПИ-2 для различных способов задания 
поверхностей. 

Пусть в пространстве S  поверхность задана явно уравнением ),( yxfz =  
или неявно соотношением 0),,( =zyxF  и xyD  – проекция S  на плоскость XY. 
Тогда  

( ) ( ) ,,, 0 dxdynadsna
xyDS

∫∫∫∫ =
rrrr     (3.11) 

где nr  – выбранная нормаль к поверхности. 
При параметрическом задании поверхности S  в виде ),,( vuxx =  

),,( vuyy = Wvuvuzz ∈= ),(),,(  ( vu,  – параметры) вычисление ПИ-2 
осуществляется по формуле 

( ) ( ) ∫∫∫∫∫∫ 







++==

WWS

dudv
vuD
yxDR

vuD
xzDQ

vuD
zyDPdudvnadsna .

),(
),(

),(
),(

),(
),(,, 0 rrrr   (3.12) 

Элемент площади dudv  в криволинейных координатах связан с 
элементами площадей dzdxdydzdxdy ,,  соотношениями 

,
),(
),( dxdydudv

vuD
yxD

=  ,
),(
),( dydzdudv

vuD
zyD

=  .
),(
),( dzdxdudv

vuD
xzD

=  

Поэтому формула (3.12) принимает вид 
( ) ., 0 RdxdyQdzdxdydzPdsna

SS

++= ∫∫∫∫
rr    (3.13) 

Поскольку ( ) ,coscoscos, 0 γβα RQPna ++=rr  то равенство (3.13) 
приводится к виду 

( ) =++= ∫∫∫∫ dsRQPdsna
SS

)coscoscos(, 0 γβα
rr  

.RdxdyQdzdxdydzP
S

++= ∫∫      (3.14) 

Формула (3.14) устанавливает связь между ПИ-1 и ПИ-2. 
И, наконец, из формул (3.11) и (3.14) получаем равенство 
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( ) ., dxdynaRdxdyQdzdxdydzP
xyDS

∫∫∫∫ =++
rr    (3.15) 

Замечание.  Если же поверхность S  проектируется на плоскость YZ или 
ZX, то соответствующим образом изменяется двойной интеграл в правой части 
(3.15): в первом случае интегрирование проводится по проекции yzD  
поверхности S  на плоскость YZ от выражения ( ) ., dydzna rr  Кроме того, в первом 
случае уравнение поверхности задается в виде ),,( yxfx =  а во втором – в виде 

).,( zxfy =  Далее, для первого случая вектор нормали ( 0cos >α ) 
( ),',',1 zy ffn −−=

r      (3.16) 
а во втором случае ( 0cos >β ) – 

( ).',1,' zx ffn −−=
r      (3.17)′ 

3.16. Вычислить ПИ-2 ∫∫ +−=
S

dxdyxydzdxzdydzI ,84 2  где S  – часть 

поверхности .10,22 ≤≤+= zyxz  Нормаль указана 
на рис. 3.5.  

∆    В данном   случае    == ),,( RQPa
r

  
)8,4,( 2xyz −= .  Вектор нормали имеет вид (3.6), 

так как он составляет тупой угол с осью Z.  Тогда 
( )' , ' , 1 (2 , 2 , 1),x yn f f x y= − = −

r  и по формуле (3.15) 
находим  

∫∫ ∫∫
≤+

=−−==
xyD yx

dxdyxyxzdxdynaI
1

22

22

)882(),( rr  

∫∫ −+−=
xyD

dxdyxyx .)4)((2 22  

Перейдя в этом двойном интеграле к 
полярным координатам  

,10,20,sin,cos ≤≤≤≤== ρπϕϕρϕρ yx  получим 

.4cos
5
112)cos4(2

2

0

1

0

2

0

3 πϕϕρϕρρϕ
π π

−=





 −−=−−= ∫ ∫ ∫ dddI  p 

3.17. Вычислить ПИ-2: ∫∫ −+−++=
S

dxdyzdzdxxydydzyxI ,)2()()(  где S  – 

часть конуса .10,0222 ≤≤=−+ zzyx  Нормаль указана на рис. 3.6.  
∆  Поверхность задана неявно уравнением .0222 =−+= zyxF  Согласно 

(3.8), вектор нормали nr  к S  имеет вид  
 

( )=−= zyx
z

FFF
F

n ',','
'

1r ).,,(1)2,2,2(
2
1 zyx

z
zyx

z
−=−=  
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Рис. 3.5 
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По формуле (3.15) ПИ-2 

∫∫ =−−−++=
xyD

dxdyzzxyyyxx
z

I ))2()()((1  

dxdyzzyx
z

yx

)2(1 222

122

+−+= ∫∫
≤+

. 

Подставив в это выражение  z  из 
уравнения поверхности ,0222 =−+ zyx  
получим ∫∫ ==

xyD

dxdyI ,22 π  где  π  – площадь 

круга .122 ≤+ yx p 
3.18. Вычислить ПИ-2: ∫∫ −+++=

S

dxdyyzdzdxzyxdydzI ,)()(  где S  – 

внешняя сторона верхней полусферы .9222 =++ zyx  
r Запишем уравнение сферы параметрически (рис. 3.7): 

;cos3,sinsin3,cossin3 θϕθϕθ === zyx
 { }.20,2/0 πϕπθ ≤≤≤≤=W  

Роль параметров здесь играют 
., ϕθ == vu  Так как в нашем случае  

yzRzyQxP −=+== ,,  и  

,cossin9
),(
),( 2 ϕθ

ϕθ
=

D
zyD  

,sinsin9
),(
),( 2 ϕθ

ϕθ
=

D
xzD  

,sincos9
),(
),(

ϕθ
ϕθ

=
D

yxD  

то  

∫∫ +++=
W D

xzD
D

zyDI
),(
),()cos3sinsin3(

),(
),(cossin3(

ϕθ
θϕθ

ϕθ
ϕθ  

=−+ ϕθ
ϕθ

ϕθθ dd
D

yxD )
),(
),()sinsin3cos3(  

∫∫ ∫ ∫ ==+=
W

dddd
π π

πθθϕϕθθθθ
2

0

2/

0

23 .54sin27)cossin(sin27  p 
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Рис. 3.6 
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3.19. Вычислить ПИ-2: 

∫∫ +=
S

zdxdyxdydzI ,  где S  – сторона 

боковой поверхности цилиндра ,22 xRy −=  
ограниченной   плоскостями   0=z    и  

0>= hz   (рис. 3.8).  
r Имеем ).,0,( zxa =

r  Так как поверхность 

S  задана явно в виде 22 xRy −=  и ,0cos >β  
согласно условию, то  

( ) .0,1,',1,'
22 









−
=−−=

xR

xffn zx
r

 

Тогда ( ) 222 /, xRxna −=
rr

 и,  значит,  

.
2
1 2

0
22

2

22

2
hR

xR
dxxdzdxdz

xR
xI

xzD

h R

R

π=
−

=
−

= ∫∫ ∫ ∫
−

 p 

3.20. Вычислить ПИ-2  по поверхности S : 
1)  ∫∫ +=

S

dxdyzxdydzI ;3  S  – сфера 1222 =++ zyx  (нормаль внешняя). 

Отв.: .15/32π  
2*) ∫∫ ++=

S

zdxdyydzdxxdydzI ;  S  – внешняя сторона части цилиндра 

,922 =+ yx  заключенная между плоскостями 0=z  и .hz =   Отв.: .18 hπ  
3)  ∫∫ +−=

S

dxdyxydzdxzdydzI ;84 2   S  – часть поверхности ,122 ++= yxz  

отсеченной плоскостью 2=z  (нормаль внешняя).   Отв.: .4π−  

4*) ∫∫ ++=
S

dxdy
z

dzdx
y

dydz
x

I ;111  S  – внешняя часть эллипсоида 

].4/,6/[],3/,4/[,sin,cossin,coscos ππππ ∈∈=== vuvczvubyvuax  

Отв.: .
24

)12(






 ++

−
a
bc

b
ac

c
abπ  

5)  ∫∫ ++=
S

dxdyxzdzdxxdydzI ;2  S  – внешняя сторона части сферы 

,1222 =++ zyx  расположенная в первом октанте. Отв.: .15/212/5 +π  
6)  ∫∫ +=

S

dydzzyI ;)( 22  S  – часть поверхности параболоида ,9 22 zyx −−=  

нормальный вектор nr  которой образует острый угол с осью X, отсеченная 
плоскостью .0=x         Отв.: .2/81π  

7)  ∫∫=
S

dxdyzI ;2  S  – внешняя сторона поверхности эллипсоида 

.22 222 =++ zyx          Отв.: .0  
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8)  ∫∫ ++=
S

yzdxdyxydzdxxzdydzI ;  S  – внешняя поверхность цилиндра 

,122 =+ yx  отсеченная плоскостями .5,0 == zz    Отв.: .25π  
9) ∫∫ ++=

S

zdxdyyydzdxxxzdydzI ;22  S  – часть поверхности параболоида  

,22 yxz +=  нормальный вектор nr  которой образует тупой угол с осью Z, 
вырезаемая цилиндром .122 =+ yx       Отв.: .8/π  

10) ∫∫ −+
=

S yx
dxdyI ;

122
 S  – часть поверхности гиперболоида 

,1222 +=+ zyx  отсекаемая плоскостями 3,0 == zz  ).0(cos <γ  Отв.: ./32 π−  
11*) ∫∫ −+=

S

dxdyzxdydzI ;)1(2  S  – внутренняя сторона цилиндра 

,422 =+ yx  отсекаемая плоскостями .1,0 == zz     Отв.: .8π−  
12) ∫∫ +−+=

S

dxdyyzdzdxydydzzyI ;2)( 2222  S  – часть поверхности конуса 

,222 yzx =+  отсекаемая плоскостями 1,0 == yy  ).0(cos <γ   Отв.: .2/π  
13) ∫∫ −+−+−=

S

dxdyyxdzdxxzdydzzyI ;)()()(  S  – одна из сторон 

поверхности .0,222 Hzzyx <<=+        
 Отв.: .0  

14*) ∫∫ ++=
S

zdxdyydzdxxdydzI ;  S  – верхняя сторона части 

гиперболического параболоида .,22 axyyxz ≤≤−=      
 Отв.: .3/4a−  

 

3.3. Формула Остроградского–Гаусса. Формула Стокса 
 
Пусть функции ),(1 yxz  и ),(2 yxz  определены и непрерывны в 

ограниченной замкнутой области D  и ),(),( 21 yxzyxz ≤ . Область 
{ }),(),(,),(),,( 21 yxzzyxzDyxzyxV ≤≤∈=  называется z-цилиндрической  

(рис. 3.9). Аналогично определяются x-цилиндрическая  и  y-цилиндрическая 
области.  

Область V   называется простой, если ее можно разбить на конечное число 
как  x-цилиндрических, так и y- цилиндрических и z-цилиндрических областей. 
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Теорема 3.1. Пусть функции 

),,(),,,(),,,( zyxRzyxQzyxP  и их 

частные производные 
z
R

y
Q

x
P

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ,,  

непрерывны в простой замкнутой 
области ,V  ограниченной кусочно-
гладкой поверхностью .S  Тогда 
справедлива формула  

 
 
 
 
 

,dv
z
R

y
Q

x
PRdxdyQdxdzPdydz

S V
∫∫ ∫∫∫ 








∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=++   (3.17) 

где поверхностный интеграл берется по внешней стороне поверхности (знак 

∫∫
S

  означает, что поверхностный интеграл вычисляется по замкнутой 

поверхности S ). 
Формула (3.17) называется формулой Остроградского–Гаусса. 
При zRyQxP === ,,  из формулы (3.17) вытекает, что объём  ν  области 

V , ограниченной кусочно-гладкой поверхностью S , можно вычислить с 
помощью ПИ-2 по формуле 

zdxdyydzdxxdydz
S

++= ∫∫3
1

ν ,   (3.18) 

где ПИ-2 вычисляется по внешней сторонеS . 
3.21. Пользуясь формулой Остроградского-Гаусса, вычислить ПИ-2 

dxdyzdzdxydydzxI
S

222 ++= ∫∫ , 

где S – внешняя сторона сферы 2222 )()()( Rczbyax =−+−+− . 
∆  Применяя формулу (3.17), получаем 

∫∫∫ ++=
V

dxdydzzyxI )222( , 

где V – шар 2222 )()()( Rczbyax ≤−+−+− . Для вычисления интеграла I  
перейдём к сферическим координатам 

D 
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Рис. 3.9 
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.0,20,0,cos,sinsin,sincos πθπϕθθϕθϕ ≤≤≤≤≤≤+=+=+= Rrrczrbyrax
Якобиан перехода θsin2rJ = . Тогда  

++++= ∫ ∫∫ θϕθθϕ
ππ

sin(cos[sin2
0 0

2
2

0
rcbarddI

R

3)(
3
8]cossinsin Rcbadr ++=++ πθθϕ .   p 

3.22.* Вычислить ПИ-2 ∫∫ ++=
S

dxdyzdzdxydydzxI 233 , где S – нижняя 

сторона части параболоида  22 yxz += , отсекаемая плоскостью xz 2= . 
∆  Дополним поверхность S  до замкнутой частью плоскости xz 2= . 

Обозначим плоскую часть через 1S  и выберем её верхнюю сторону. Для 
вычисления интеграла по замкнутой кусочно-гладкой поверхности 1SS ∪  
применим формулу Остроградского–Гаусса. Тогда с учётом свойства 
аддитивности  ПИ-2 для интеграла I  получим 

dxdyxdzdxydydzxdxdydzzyxI
SV

23322

1

)233( ++−++= ∫∫∫∫∫ , 

где  V  –  тело,   ограниченное   поверхностями  xzyxz 2,22 =+= . Область  V  
проектируется на плоскость XY  в область D , границей которой является 
окружность 1)1(2 2222 =+−⇔+= yxyxx .  

Находим 

  
∫∫ ∫

∫∫∫

+

=++=

=++=

D

x

yx

V

dzzyxdxdy

dvzyxI

2
22

22
1

22
]2)(3[

)233(

 

.])(44)(6[ 222222 dxdyyxxyxx
D

+−++= ∫∫  

Двойной интеграл вычислим в ПСК (рис. 
3.10).  В  этой системе  уравнение 
окружности имеет вид  ϕρ cos2= ,   и 
поэтому двойной интеграл равен 

=−+= ∫ ∫
−

ρρϕρϕρρϕ
π

π

ϕ

ddI ]4cos4cos6[
2/

2/

cos2

0

4223
1  

=−+= =
=

−
∫ ϕρϕρϕρ ϕρ

ρ

π

π

dcos2
0

2/

2/

6245 )
3
2coscos

5
6(  = .

3
11cos

15
176 2/

2/

6 πϕϕ
π

π
∫

−

=d  

Вычислим теперь интеграл по верхней стороне поверхности xzS 2:1 = .Для 
неё вектор нормали )0(cos >γ  есть )1,0,2()1,,( −=′−′−= yx zznr ,  и по формуле 
(3.14) будем иметь 

Y 

X 0 

D 

1 

Рис. 3.10 
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=+−=+−=++= ∫∫∫∫∫∫ dxdyxxdxdyzxdxdyzdzdxydydzxI
DDS

)42()2( 2323233
2

1

πϕϕϕρρϕρϕρϕ
π

π

π

π

ϕ

2
3)cos16cos

5
64()cos4cos2(

2/

2/

68
2/

2/

cos2

0

2233 =+−=+−= ∫∫ ∫
−−

ddd . 

Таким образом,  данный интеграл πππ
6

13
2
3

3
11

21 =−=−= III . p 

3.23. Пользуясь формулой Остроградского–Гаусса, вычислить ПИ-2 по 
внешней стороне поверхности S  (если поверхность не замкнутая, дополнить её 
до замкнутой):  

1) ∫∫ −+−+−
S

dxdyyxdzdxxzdydzzy )()()( , S  – часть конической 

поверхности hzzyx ≤≤=+ 0,222 .        
 Отв.: .0  

2) ∫∫ ++
S

zdxdyydzdxxdydz ,  S  – часть поверхности 10,1 22 ≤≤+−= zyxz . 

            Отв.: .π  
3) ∫∫ ++

S

xdxdyzdzdxydydz , S  – поверхность пирамиды, ограниченной 

плоскостями 0,0,0),0( ===>=++ zyxaazyx .     Отв.: .0  
4) dxdyzdzdxydydzx

S

333 ++∫∫   , S  – сфера xzyx =++ 222 .  Отв.: .5/π  

5) dxdyzdzdxydydzx
S

333 ++∫∫  , S  – сфера 2222 azyx =++ . Отв.: .5/12 5aπ  

6) ,222 dxdyzdzdxydydzx
S

++∫∫  S  – поверхность куба 

azayax ≤≤≤≤≤≤ 0,0,0 .      Отв.: .3 4a  
7) ∫∫ ++

S

dydzyxzdxdy )5(  , где S :  

а) внутренняя сторона эллипсоида  19/4/ 222 =++ zyx .  Отв.: .48π−  
б) внешняя сторона границы области 41 222 <++< zyx .  Отв.: .56π  
3.24. Вычислить интеграл Гаусса 

ds
r

I
S
∫∫= 2

cosγ ,  

где S  – поверхность ограничивающая простую замкнутую область V , 
( , , )N ξ η ζ=  – фиксированная точка вне области V , SzyxM ∈= ),,(  

−==−−−= )cos,cos,(cos,),,,( 0 γβαζηξ nrrzyxr rrr вектор внешней 
единичной нормали к поверхности S  в точке M.      Отв.: .0  
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Формула Стокса связывает криволинейный интеграл по замкнутой 
пространственной кривой Г  с 
поверхностным интегралом по поверхности, 
краем которой является Г .  При этом 
ориентации кривой Г  и поверхности S  
считаются согласованными, если 
наблюдатель, «идущий» по контуру Г   в 
указанном направлении, видит поверхность S  
слева от себя. Другими словами, вектор  nr    
нормали к поверхности S  и направление, 
идущее от ног к голове наблюдателя, 
составляют между собой острый угол (рис. 
3.11).  

Справедлива следующая  
Теорема 3.2. Пусть Г  – замкнутая 

кусочно-гладкая кривая в 3R  и S – гладкая 
поверхность с краем Г , причем ориентации 
Г и S  согласованы (рис. 3.11).  

Пусть, далее, в окрестности S  задана вектор-функция  ),,( RQPa =
r , 

координатные функции , ,P Q R  которой непрерывны вместе со своими 
первыми частными производными в этой окрестности. Тогда имеет место 
формула Стокса:   

.)()()( dxdy
y
P

x
Qdzdx

x
R

z
Pdydz

z
Q

y
RRdzQdyPdx

Г S ∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

=++∫ ∫∫  (3.19) 

Формула Стокса легко запоминается, если воспользоваться следующим 
приёмом. Формально составим определитель   

 

RQP
zyx

dxdydzdxdydz

∂
∂

∂
∂

∂
∂  . (3.20) 

Раскладывая его по элементам первой строки и учитывая, что 

произведение 
zyx ∂

∂
∂
∂

∂
∂ ,,  на функцию понимается как операция частного 

дифференцирования по соответствующей переменной, получаем 
подынтегральное выражение в  правой  части  формулы  Стокса (3.19).  Таким 
образом,  формально формула  

 
Стокса может быть записана в виде  

 ∫ ∫∫ ∂
∂

∂
∂

∂
∂

=++
Г S

RQP
zyx

dxdydzdxdydz

RdzQdyPdx . (3.21) 

Dxy 
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Отметим, что в формуле Стокса вид поверхности S  с краем Г  не играет 
никакой роли. Важна лишь ориентация S  в пространстве. Поэтому при 
решении конкретных примеров поверхность выбирается такой, чтобы ПИ по 
ней вычислялся наиболее простым способом. 

Учитывая связь ПИ-1 и ПИ-2  (3.13), формулу Стокса можно переписать в 
виде  

ds
y
P

x
Q

x
R

z
P

z
Q

y
RRdzQdyPdx

Г S
∫ ∫∫ ∂

∂
−

∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

=++ )cos)(cos)(cos)(( γβα , 

где  −= )cos,cos,(cos0 γβαn
r

 единичный вектор нормали к S . 
3.25. Вычислить КрИ-2, используя формулу Стокса 

∫ −+++++=
Г

dzyxdyzxdxzyxI ,)()2()23(  

где Г – контур треугольника с вершинами )1,0,0(),0,3,0(),0,0,2( === CBA   
(обход контура указан на рис. 3.12).  

r По условию     ,23 zyxP ++=  yxRzxQ −=+= ,2 . За поверхность S  
примем плоскость треугольника ABC, уравнение которой (в отрезках) имеет 

вид     1132 =++ zyx      или 

06623 =−++= zyxF . По формуле 
Стокса (3.19) (или(3.20)) имеем 

∫∫ −+−=
S

dxdydzdxdydzI .2  

Вектор нормали к S (градиент) имеет 
координаты 6,2,3 =′=′=′ zyx FFF , т.е 

)6,2,3(
6
1

=n
r

. 

Тогда по формуле (3.14) 

( ) ∫∫∫
∆∆

−=−=⋅−⋅+⋅−=
AOBAOB

dxdydxdyI ,5
3
5612132

6
1  

так как площадь треугольника AOB  равна 3. p 
3.26.  Вычислить интеграл  

( ) ( ) ( )dzzydyyxdxxzI
Г

222222 −+−+−= ∫  

по контуру 




>=+
=++

,0,
,4

222

222

zzyx
zyx  пробегаемому против часовой стрелки.  

∆  Контур интегрирования Γ  есть окружность ,222 =+ yx  2=z  – 
результат пересечения сферы  4222 =++ zyx  и  конуса  222 zyx =+  (рис. 3.13)  

За поверхность S  возьмём плоскость круга c краем Γ . По формуле Стокса 
∫∫ ++=
S

xdxdyzdzdxydydzI 2 . 
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Так как  2=z  – уравнение поверхности S  (плоскости), то вектор 
нормали к ней ( )1,0,0=nr . По формуле 
(3.14) получаем 

∫∫ ∫ ∫ ===
xyD

ddxdxdyI
π

ρϕρϕ
2

0

2

0

2 .0cos22 p 

3.27. Пользуясь формулой Стокса, 
вычислить КрИ-2:  

1) 
( ) ( ) ( )dzyxdyxzdxzy 222222 −+−+−∫

Γ

, 

где Γ  – кривая пересечения 
параболоида   322 =++ zyx  с 
плоскостью 2=++ zyx , 
ориентированная положительно относительно вектора  ( )0,0,1=n

r
.    Отв.: 

π12− . 
2) ( ) ( ) ( )dzyxdyxzdxzy −+−+−∫

Γ

, где Γ  – окружность  2222 azyx =++ , 

αxtgx = , 20 πα << ,  обход которой совершается против хода часовой стрелки, 

если смотреть из точки ( )0,0,2a .     Отв.: ( )αππ −4sin22 2a . 

3*) ∫
Γ

++ xdzzdyydx ,  где Γ  – виток винтовой линии tx cos= , ty sin= , 

tz = , π20 ≤≤ t ,  пробегаемый от точки ( )0,0,1  до точки ( )π2,0,1 .     Отв.: π2− . 
Указание. Дополнить кривую Г отрезком так, чтобы контур стал замкнутым. 

4) ( ) ( ) ( )dzyxdyzxdxzy 222222 +++++∫
Γ

, где Г – линия пересечения 

верхней полусферы  Rxzyx 2222 =++  ( )0>z  с цилиндром  rxyx 222 =+ , 
Rr <<0 . Линия Г пробегается против хода часовой стрелки, если смотреть из 

точки ( )R2,0,0 .           Отв.: 
22 Rrπ . 
5) ( ) ( ) ( )∫

Γ

−+−+− dxyxdyxzdxzy 222222 , где Г – граница сечения куба 

{ }azayax ≤≤≤≤≤≤ 0,0,0  плоскостью 23azyx =++ , пробегаемая против 

хода часовой стрелки, если смотреть из точки ( )0,0,2a .   Отв.: 2
9 3a− . 

6) dxyxdyxzdxzy
Г

)()()( 222222 −+−+−∫ , где Г – контур, 

ограничивающий часть сферы 1222 =++ zyx   при .0,0,0 ≥≥≥ zyx  
Направление обхода Г  берётся против хода часовой стрелки, если смотреть из 
точки )0,0,2( .  Отв.: 4− . 
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3.28.* Пользуясь формулой Стокса, 
вычислить КрИ-2: 

∫ ++=
OA

xydzxzdyyzdxI 23 , где OA– кривая 

,20,,sin,cos 2 π≤≤=== ttzttyttx  
),0,0,0(=O  ).4,0,2( 2ππ=A  

∆    Незамкнутая  кривая 
CABCOBOA UU=  лежит на поверхности 

параболоида 22 yxz += . Действительно, 
222222 )sin(cos ttttyx =+=+ ,    т.е. 

zyx =+ 22 . Дополним кривую 
интегрирования OA  до замкнутого 
контура Г  дугой AO  параболы 2xz = , 
лежащей в плоскости XZ . Заметим, что 
эта парабола лежит также на поверхности 

22 yxz +=  (рис. 3.14). Тогда  

∫ ∫ ++−++=
Г A

xydzxzdyyzdzxydzxzdyyzdzI
0

.2323

  Но так как вдоль кривой AO   ,0,0 == dyy  то ∫=
AO

0 ,   и поэтому 

∫ ++=
Г

xydzxzdyyzdzI .23  

 Контур Г  лежит на параболоиде 22: yxzS +=  и обходится в 
направлении, указанном на рис. 3.14. 

Выберем на части параболоида непрерывное множество единичных 
нормалей }cos,cos,{cos)(0 γβα=Mn

r
так, чтобы обход контура был 

положительным, т.е. внутреннюю сторону параболоида.  
Находим   ⇒−−= )1,2,2( yxnr  

.
144

1,
144

2,
144

2
222222

0













++++

−

++

−
=

yxxx

y

yx

xnr  

Для нахождения КрИ-2 по замкнутому контуру Г  применим формулу Стокса. 
Так как xyRxzQyzP 2,3, === ,  то  

.2,, z
y
P

x
Qy

x
R

z
Px

z
Q

y
R

=
∂
∂

−
∂
∂

−=
∂
∂

−
∂
∂

−=
∂
∂

−
∂
∂  

По формуле Стокса (3.19) находим ∫ =++=
Г

xydzxzdyyzdxI 23  

=












++
+−

++

−
+−

++

−
= ∫∫ ds

yx
zy

yx
yx

yx
x

S 144
2)(

144
2)(

144
2

222222
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0nr  
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Рис. 3.14 
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dx
yx

zyx

S
∫∫ ++

++
=

144
2

22

22

.      (3.22) 

Этот интеграл вычислим по формуле 
       dxdyzzyxzyxfdszyxf yx

DS xy

221)),(,,(),,( ′+′+= ∫∫∫∫ , 

где ),( yxzz =   –  явное уравнение поверхности S , xyD – проекция S на 
плоскость XY . В нашем случае  

1441,2,2, 222222 ++=′+′+=′=′+= yxzzyzxzyxz yxyx . 

Поэтому из (3.22) имеем  ,)(4
144

2 22
22

22
dxdyyxds

yx
zyxI

xyDS
∫∫∫∫ +=

++

++
=  

где xyD  – область на плоскости, ограниченная кривой ttyttx sin,cos: ==γ , 
)20( π≤≤ t  и отрезком  ]2,0[ π  оси X  (см. рис. 3.14). 

Двойной интеграл по xyD  вычислим в ПСК. Перейдя к полярным 
координатам ϕρϕρ sin,cos == yx  и подставив эти выражения для  x   и  y  в 
уравнения кривой Γ , получим tttt sinsin,coscos == ϕρϕρ  

Отсюда, учитывая, что  t  и ϕ  изменяются в одних и тех же пределах 
от0до π2  находим tt == ϕρ , , т.е. уравнение кривой  Γ   в ПСК имеет вид 

πϕϕρ 20, ≤≤= . Таким образом, 5
2

0 0

322

5
324)(4 πρρϕ

π ϕ

∫ ∫∫∫ ==+= dddxdyyxI
xyD

. p 

 
4. Элементы векторного анализа 

4.1. Скалярные и векторные поля 
Скалярное поле. Линии и поверхности уровня скалярного поля. 

Градиент скалярного поля. Единичный вектор нормали к поверхности. 
Векторное поле и его векторные линии 

 
Пространство (или часть его V ), в каждой точке которого определена 

скалярная величина, называется скалярным полем. Таким образом, скалярное 
поле определяется числовой функцией ),,( zyxuu = , заданной в некоторой 
области V  пространства. В этом случае говорят, что в V  задано скалярное 
поле. Если скалярное поле задано функцией двух переменных ),( yxuu = , то 
оно называется плоским. 

Графически скалярное поле u  изображается с помощью поверхностей 
уровня, определяемых равенством Czyxu =),,( , где constC − . Если поле u  
плоское, то равенство Cyxu =),(  определяет линию уровня поля. 

Пусть ),,( zyxuu =  – гладкая функция, определяющая скалярное поле. 
Напомним, что производной скалярного поля u  по направлению вектора 
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),,( zyx llll =
r

в точке ),,( 0000 zyxM =   называется число 

,cos)(cos)(cos)()( 0000 γβα
z
Mu

y
Mu

x
Mu

l
Mu

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=
∂

∂    (4.1) 

γβα cos,cos,cos  –  направляющие косинусы вектора  l
r

. 
Градиентом скалярного поля U  в точке 0M   называется вектор  

 .)()()(,,)( 000
0 0

k
dz
Muj

dy
Mui

dx
Mu

z
u

y
u

x
uMU M

rrr ∂
+

∂
+

∂
=








∂
∂

∂
∂

∂
∂

=grad  (4.2) 

Из равенств (4.1) и (4.2) следует, что ).,( lu
l
u r

grad=
∂
∂  (4.3) 

Вектор )( ugrad  часто обозначается ∇ u (читается «набла»u ). Итак, 
).,,( zyx uuuu ′′′=∇  

Производная поля в данной точке 0M  по направлению l
r

  характеризует 
скорость изменения поля в направлении вектора l

r
. Градиент скалярного поля в 

точке  0M  есть вектор, в направлении которого производная поля максимальна  
и равна )( 0Mugrad . Вектор-градиент, 
как известно, направлен по нормали к 
поверхности уровня   поля в сторону 
наибольшего возрастания функции u . 
Отсюда следует, что единичный вектор 
нормали к поверхности определяется 
формулой  

.
)(
)(

0

00

Mu
Mu

n
grad
grad

±=
r

  (4.4) 

4.1. Найти и изобразить на чертеже 
линии уровня скалярного поля xyu = . 
Вычертить и изобразить на чертеже 
градиент   этой   функции   в   точках   

)1,1(  и )1,1( − . 
∆ Линии уровня функции xyu =  

задаются соотношением Cxy = – const, т.е. семейство гипербол xCy = , а также 
две прямые 0,0 == yx  (рис. 4.1).  

Далее, по формуле (4.2) jxiyu
rr

+=grad . Тогда ),1,1()1,1( =+= jiu
rr

grad  
).1,1()1,1( −=+−=− jiu

rr
grad  

На рисунке видно, что в указанных точках ugrad  перпендикулярен 
линиям уровня, проходящим через эти точки. В точке )1,1(  функция xyu =  
быстрее всего возрастает в направлении от начала координат по биссектрисе 1-
го квадранта, и скорость её возрастания в этом направлении равна 

.2)1,1()1,1(
==

∂
∂ u

l
u grad  

Y 

X 
0 

1 

-1 

grad U (1,1) 

grad U (1,-1) 

Рис. 4.1 
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В точке ( )1,1 −  функция xyu =  возрастает быстрее всего в направлении к 
началу координат по биссектрисе 4-го квадранта и скорость её возрастания в 
этом направлении также равна 2 .p 

4.2. Найти градиент скалярного поля xyzu =    в точке )4,3,2(−=M . Чему 
равна в этой точке производная поля  u  в направлении вектора )12,4,3( −=ar ? 

∆  По формуле (4.2) имеем =







∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
z
Mu

y
Mu

x
MuMu )(,)(,)()(grad  

( ) ).6,8,12(,, −−== Mxyzxyz  

Находим теперь  орт 0ar вектора :ar  ( ).1312,134,1330 −==
a
aa r
rr  

По формуле (4.3) получаем .
13
46

13
128

13
412

13
3)(

−=⋅−⋅+⋅=
∂

∂
l
Mu

p 

4.3. Найти градиент функции )(rf , где  ),,(, zyxrrr ==
rr - радиус-вектор 

точки ),,( zyx . 
r Имеем  

=





 ++

∂
∂

=
∂
∂

⋅
∂
∂

+
∂
∂

⋅
∂
∂

+
∂
∂

⋅
∂
∂

= k
r
zj

r
yi

r
x

r
fk

z
r

r
fj

y
r

r
fi

x
r

r
frf

rrrrrr
)(grad  

.)(1
r
rrfr

r
f

r

rr ′=
∂
∂

⋅=  

Итак,   
r
rrfrf
r

)()( ′=grad .p (4.5) 

4.4. Найти поверхность уровня поля 222 zyxu +−= , содержащую точку 
)1,2,1( .       Отв.: 2222 −=+− zyx . 
4.5. Написать уравнение нормали в точке )2,2,2( −  к поверхности уровня 

поля 
22

arccos
yx

zu
+

= , проходящей через эту точку. 

Отв.: .2/)2(22 +=−=− zyx  
4.6.* Пусть ar  и b

r
 – постоянные векторы, ),,(,0,0 zyxrba =≠≠

rrrrr . Найти 

поверхности уровня поля ( )rbaeu
rrr ,,= , где ( )rba rrr ,, – смешанное произведение 

векторов.          Отв.: плоскости ( ) .,, Crba =rrr  

4.7. Найти линии уровня скалярного поля  ( )22
2

yx
x

eu +=   и нарисовать 

линии уровня eyxu =),( и 2
1

),( eyxu = . Вычислить и начертить вектор ugrad   в 
точках ( )1,1),0,2(),1,1( − . 

Отв.: ( ) ,4)2(,1)1(,0, 222222222 =+−=+−≠+=+− yxyxyxcycx  
=)0,2(ugrad .)1,1(,)1,1(,)2( jeujeuie

rrr
−==−− gradgrad  

4.8. Найти ),( 0Mugrad  если: 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 

1) ).1,1,1(, 0 =++= Mzxyzxyu              2) ).1,1,1(),ln( 0
222 −=++= Mzyxu  

3) ( ) ).2,2,1(,9
0222

−−=
++

++
= M

zyx
zyxu    4) ).0,0,0(, 0

222
== ++ Mzeu zyx  

Отв.: 1) (2,2,2);    2) 2 2 2( , , );3 3 3−    3) (4,1,1);   4) ).1,0,0(  

4.9. Найти угол между )( 1Mugrad  и )( 2Mugrad , если: 

1) ,
zy

xarctgu
+

=  ).1,0,1(),0,1,1( 21 −== MM  

2) ).32,1,3(),2,3,3(, 21222
=−=

++
= MM

zyx
zu  

Отв.: 1) ( )arccos 1 3 ;−  2) .2π  

4.10. На поверхности уровня поля ,222 zyx
xu

++
=  проходящей через 

точку )1,1,1( , найти  наименьшее значение .ugrad    Отв.: 91 . 

4.11. Доказать, что: а) ;
r
rr
r

=grad б) ;1
3r

r
r

r
−=grad   

в) ;cossin
r
rrr
r

⋅=grad  где ).,,( zyxr =
r  

4.12. Для скалярного поля ),( yxuu =  найти ugrad , если функция ),( yxu  
определяется неявно уравнением  

а) ;3 23 axyuu =−  б) ueuyx =++ ;  в) .)( uyxeuyx ++−=++   

Отв.: а) );(2 jxiy
xyu

u rr
+

−
 б) );()1( 1 jieu rr

+− −  в) .ji
rr

−−  

4.13. Найти производную поля u  по направлению единичного вектора 
),cos,cos,(cos0 ββα=nr  если :),,(,222 zyxrzyxr =++= r  

1) .ru = 2) ./1 ru =  3) .),,( constarau == rrr  4) )(rfu = . 
Отв.: 1) rnr /),( 0rr ;  2) 0 3( , ) / ;r n r−

r r   3) ),( 0 an rr ;  4) ./),)(( 0 rrnrf rr′  
4.14. Найти производную поля 222222 czbyaxu ++=  в точке 

),,( zyxM =  по направлению радиус-вектора  rr   этой точки.  
Отв.: .,/2 rrru r

=  
4.15. Пусть u  и v  – дифференцируемые поля. Найти производную поля u  

по направлению вектора .vgrad    
 Отв.: .),( vvu gradgradgrad  
4.16.* Пусть u – дифференцируемое поле, )(tf  – дифференцируемая 

функция, .Rt ∈   
Доказать, что .)()( uufuf ∇′=∇  
4.17.* Пусть u  и v – дифференцируемые поля, ( )stf ,  – дифференцируемая 

функция, ( ) 2, Rst ∈ . Доказать, что  
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( ) ( ) ( ) v
s

stfu
t

stfvuf ∇
∂

∂
+∇

∂
∂

=∇
,,, . 

Если в каждой точке пространства или его части  v  определен вектор 
( )RQPa ,,=

r , где ( )zyxPP ,,= , ( )zyxQQ ,,= , ( )zyxRR ,,=  – скалярные 
функции, то говорят, что в пространстве 
или в области   v  задано векторное поле ar . 

Одной из важных характеристик 
векторного поля ar  является векторная или 
силовая линия поля. Векторной (силовой) 
линией поля  называется кривая, в каждой 
точке М которой касательная к ней 
совпадает с направлением поля ar  (рис. 
4.2). 

Для составления уравнений векторных 
линий поля ( )RQPa ,,=

r  нужно составить 
соотношения  

,
R
dz

Q
dy

P
dx

==   (4.6)  

называемые дифференциальными уравнениями  (ДУ)  векторных линий. 
4.18. Найти векторные линии поля: 
1) ( )xxzya −−+= ,,r ;      2) ua grad=

r
, xyzu = . 

r а) Согласно соотношениям (4.6) имеем 

( )
( )

( )



+−=
=−

⇒




+−=
=

⇒
−

=
−

=
+ .

,0,
)(

dyzyxdx
dzdyx

dyzyxdx
xdzxdy

x
dz

x
dy

zy
dx   (4.7) 

Из первого уровня этой системы получаем constCzydxdy −=−⇒=− 0 . 
Согласно равенству dzdy = , из второго уровня системы (4.7) находим 
( ) constRRzyxzdzydyxdx −=++⇒=++ ,0 2222 . 

Таким образом, векторными линиями поля ar  являются линии пересечения 
сфер 2222 Rzyx =++  и параллельных плоскостей Czy =−  т.е. окружности 
{ }CzyRzyx =−=++ , . 

∆ б) Для поля ( ) kxyjzxiyzuMa
rrrr

++=∇=   из уравнений (4.6) находим 

xy
dz

zx
dy

yz
dx

==  или ydyxdx =  и zdzydy = , откуда 1

22

22
Cyx

+= , 2

22

22
Czy

+= . Эти 

уравнения определяют два семейства гиперболических цилиндров с 
образующими, параллельными соответственно осям Z  и X , а также (при 

021 == CC ) две пары плоскостей yx ±=  и zy ±= . Любая векторная линия поля 
( )Mar  является линией пересечения этих двух поверхностей при некоторых 
фиксированных значениях 1C  и 2C . Например, при 021 == CC  линия 
пересечения yx =  и zy =  представляет собой прямую, проходящую через 
начало координат: zyx == . В точках этой прямой  ( ) ( )222 ,, xxxMa =r . p 

M1 

M2 

M3 )( 1Ma
r

 

)( 2Ma
r

 )( 3Ma
r

 

Рис. 4.2 
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4.19. Найти векторные линии поля ar : 

1) Кулоновского поля r
r
kea rr

3=  точечного заряда e , находящегося в начале 

координат ( )zyxr ,,=
r , rr r

= .  
Отв.: Лучи, исходящие из начала координат. 
2*) Векторного поля [ ]rca rrr ,= , где cr  – постоянный вектор.  
Отв.: Окружности, лежащие в плоскостях, перпендикулярных прямой cl r||  

и проходящей через начало координат; центры этих окружностей лежат на l . 

3) Векторного поля ( )xbyaa 22 ,−=r , R∈ba, .  Отв.: 12

2

2

2

=+
b
y

a
x . 

4) Векторного поля ( )22 , yxa =
r .    Отв.: 1

11 C
yx

=− , 2Cz = . 

5) Векторного поля ( )xyzxyza −−−= ,,r . 
Отв.: 2222 Rzyx =++ , Czyx =++ . 

4.20. Найти векторную линию поля  ar ,  проходящую через точку 0M , если  
1) ( ) ( )0,0,1,,,, 0 =−−= Mconstccxyar . 

2) ( ) 





 −=−= 1,

2
1,

2
1,,, 0

232 Mzyxar . 

3) ( ) ( )0,1,1,,, 0
22 =+= Myxyzxzar . 

Отв.:  1) ctztytx === ,sin,cos .  

2) 111
=−

yx
, 4

2
11

2 =+
yx

.  3) xy = , ( )12 22 −= xz . 

4.21. Найти линии наибыстрейшего изменения скалярных полей: 

1) 22 yxu −= .        2) 2
2

2
yxu += .       3) 222 2 zyxu ++=  .  

Отв.: 1) ;xy C=  2) 2xCy =  и 2 20, 0;x x y= + ≠  3) )1(2 22 −= xz . 
 

4.2. Поток векторного поля через поверхность 
Поток векторного поля через ориентированную поверхность. Поток 

векторного поля через замкнутую поверхность. Дивергенция векторного 
поля и её некоторые свойства 

 

Пусть ( ) −= RQPa ,,r векторное поле, а S – ориентированная гладкая 
поверхность в R3. Потоком векторного поля ar  (или вектора ar ) через 
поверхность S  в направлении единичного вектора 0nr  нормали nr  к 
поверхности называется ПИ-2  

( )( ) ∫∫∫∫ =++==
SS

RdxdyQdzdxPdydzdsnMaП 0, rr  

∫∫ ++=
S

dsRQP ,)coscoscos( γβα    (4.8) 
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где ( ) γβα cos,cos,cos;,, SzyxM ∈=  – направляющие косинусы вектора 
нормали к S . 

Поток – скалярная величина. При этом, если 2),( 0 π<∧ na rr , то .0>П  В 
этом случае поток вектора ar  идёт с внутренней на внешнюю сторону 
поверхности S . Если же 2),( 0 π>∧ na rr , то 0<Π ,  и значит, поток вектора идёт 
с внешней на внутреннюю сторону поверхности S . При смене ориентации 
поверхности S  знак потока П  изменяется на противоположный. Способы 
вычисления ПИ-2, выражающих поток ,П  в случае явного, неявного и 
параметрического заданий поверхности изложены в п. 3.2. Для этих способов 

ещё раз приведём соответствующие формулы. Пусть   
2

,
^ π

γ ≤





= znr .  

1◦. Если S  задана явно уравнением ( ) ( ) xyDyxyxfz ∈= ,,,  – проекция S  

на плоскость XY , то ( )1,, ′−′−= yx ffnr , и из формулы (4.8) получаем  

( )∫∫ +−−=
xyD

yx dxdyyxfyxRyxfzyxQfyxfyxPfП .),(,,()),((,,(')),(,,('  (4.9) 

2◦. Если  S  задана неявно уравнением 

,0',0),,( ≠= zFzyxF  то ( ) F
F

FFF
F

n
z

zyx
z

∇
′

−=
′

=
1',','1r  и, следовательно, 

∫∫ 







++=

xyD
zyx

z
dxdyzyxRFzyxQFzyxPF

F
П ,),,('),,('),,('(

'
1    (4.10) 

где z   необходимо выразить из уравнения поверхности .S  

Замечание. Если 2πγ > ,  то в ( )1,,10 −′′= yx ffn
r

,  а  в .120 F
F

n
z

∇
′

−=
r  

Соответствующим образом изменятся формулы (4.9) и (4.10).   
3◦. Если поверхность S   задана параметрически в виде 

),,(),,( vuyyvuxx == ,),(),,( Wvuvuzz ∈=  то, согласно формуле (3.11),  

 ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

,
,
,,

,
,,

,
,, dudv

vuD
yxDvuR

vuD
xzDvuQ

vuD
zyDvuPП

W
∫∫ 






 ++=  (4.11) 

где ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ),,,,,,,,,,,,,, vuzvuyvuxQvuQvuzvuyvuxPvuP ==  
( ) ( ) ( ) ( )( ).,,,,,, vuzvuyvuxRvuR =  

4.22. Вычислить поток вектора ( )2,, zxya =
r  через часть поверхности 

параболоида 221 yxz +=− , отсекаемой от него плоскостью 0=z  (рис 4.3, 
нормаль внешняя).  

∆ Так как ,,, 2zRxQyP ===  yzxz yx 2,2 −=′−=′  и проекцией xyD  

поверхности параболоида на плоскость XY  является круг 122 ≤+ yx , то по 
формуле (4.9) с последующим переходом к полярным координатам получаем  
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( ) ( )( )( ) =+−+=++= ∫∫ ∫∫ dxdyyxxydxdyzyxxyП
xy xyD D

2222 1422  

=−−= ∫ ∫ ρρρϕϕρϕ
π

dd ))1(sincos4(
2

0

1

0

222

.3))1(2sin2(
2

0

1

0

223 πρρρϕρϕ
π

=−−= ∫ ∫ dd p 

4.23. Найти поток векторного поля 
( )zxa 5,,2 −=

r  через верхнюю сторону 
треугольника, полученного при пересечении 
плоскости 632 =++ zyx  с координатными 
плоскостями (рис. 4.4). 

r Поверхность S  треугольника ABC  
задана неявно уравнением  

.0632 =−++= zyxF  Так как 
zRxQP 5,,2 =−==  и ,3,2,1 =′=′=′ zyx FFF  то по формуле (4.10) ( )2πγ <  

( ) ,1522
3
1 dxdyzxП

xyD
∫∫ +−=  где xyD  – 

треугольник АОВ. Из уравнения плоскости 
имеем .3/23/2 yxz −−=  Поэтому 

( ) =−−= ∫∫ dxdyyxП
xyD

10732  

( ) .2410732
3
1 3

0

26

0
=−−= ∫ ∫

−

dxyxdy
y

p 

4.24. Найти поток вектора 
( )zyxyxyxa ,, 22 −+=r  через полусферу 

,9222 =++ zyx .0≥z  Нормаль внешняя. 
r Зададим полусферу параметрически в 

виде ,sinsin3,cossin3 ϕθϕθ == yx  
{ }.20,20:,cos3 πϕπθθ ≤≤≤≤= Wz  Так как  

( )
( )

( )
( )

( )
( ) .sincos9

,
,,sinsin9

,
,,cossin9

,
, 22 θθ

ϕθ
ϕθ

ϕθ
ϕθ

ϕθ
===

D
yxD

D
xzD

D
zyD  

( ) ( ) ,,1,1 22 zRyyQyxP =−=+=  то по формуле (4.11) получаем 
( )( ) ( )

∫∫ ∫ ∫

∫∫

===+

+−++=Π

W

W

dddddd
π π

πθθϕϕθθϕθθθθ

ϕθϕθϕθϕθϕθ

2

0

2/

0

22222

.54sin27sin27)sincos9cos3

sinsin9cossin91sinsin3sinsin91cossin3

 

4.25. Найти поток вектора электрической напряженности 3r
rqE
rr

⋅= , 

Z 

X 

Y 

2 C 

0 

6 
A 

B 
3 

62 =+ yx  
Dxy 

 

 Рис. 4.4 
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Z 

X 

Y 

1 

1 
1 

0 
Dxy 

Рис. 4.3 
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rr v= , точечного заряда q  через поверхность сферы радиусом R  в 
направлении внешней нормали к сфере, если заряд q  расположен в её центре. 

r В нашем случае  Ea
vr

= . В каждой точке сферы вектор внешней нормали 
совпадает с её радиус-вектором rr , если за начало координат принять центр 
сферы. Тогда r

rn
rr =0  и по формуле (4.8) поток 

( ) ,44,, 2
22224

2

3
0 qR

R
qds

R
q

R
dsq

r
dsqds

r
r

qds
r
r

r
rqdsnEП

SSSSSS

ππ =⋅=====





== ∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫

rrrrr
  

так как на сфере ,Rr =  а интеграл ∫∫
S

ds  равен 24 Rπ  – площади поверхности 

сферы радиусом R .p 
4.26. Найти поток поля ar  через ориентированную нормалью nr  

поверхность S   :)),,,(( rrzyxr rr
==  

1) ( )−= zyx aaaa ,,r постоянный вектор, S – круг радиусом R , лежащий в 

плоскости ( ) ., dnr =
rr         Отв.: ( ).,2 naR rrπ  

2) −= Sra ;rr внешняя сторона конуса .22 hzyx ≤≤+  Отв.: .3hπ  
3) −= Sra ;rr внешняя сторона поверхности цилиндра ,222 Ryx ≤+ .0 hz ≤≤

          Отв.: .3 2hRπ  
4*) ( ) −= Srrfa ;rr  внешняя сторона сферы 2222 Rzyx =++ . 

Отв.: ( ).4 3 RfRπ  
5) ( ) −= Szxya ;,, 222r часть внешней стороны цилиндра ,222 ayx =+  

расположенная в 1-м октанте между плоскостями 0=z  и .0, >= aaz  
 Отв.: .3/2 4a  

6) ( ) −= Szya ;,,0 2r ограниченная часть внешней стороны параболоида 
22 yxz += , отсеченная плоскостью .2=z      Отв.: .2π−  

7) ( ) −−+= Syxyxa ;1,, 22r часть внешней стороны гиперболоида 
,1222 =−+ zyx  заключенная между плоскостями .3,0 == zz   Отв.: .32π  

8*) ( ) −= Sxzya ;,,r часть внутренней стороны цилиндра ,222 Ryx =+  
расположенная в области .zx >        Отв.: 0. 

9)  ( ) −−−= Szyxa ;,,3
r

часть   внешней   стороны    параболоида 
,922 zyx −=+   расположенная в 1-м октанте.      Отв.: .881π    

10) ( ) −= Szyzxza ;,, 2r  часть внешней стороны сферы ,9222 =++ zyx  
расположенная в области .2>z        Отв.: 

.45π  
11*) ( ) −= Sxyzyxa ;,,r часть внешней стороны цилиндра 222 Ryx =+ , 

расположенная в области yx >  и отсеченная плоскостью 0=z  и параболоидом 
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.22 yxz −=            Отв.: .4R  
12*) ( ) −++−−= Szxxyxyxya ;,2, 22r часть внешней стороны цилиндра 

,122 =+ yx отсеченная конусом 222 2 yxz +=      Отв.: 0. 
Пусть −S замкнутая кусочно-гладкая поверхность с единичным вектором 

внешней нормали .0nr  Тогда поток П  вектора ( )RQPa ,,=
r  через замкнутую 

поверхность S  можно вычислить с помощью формулы Остроградского–Гаусса 
(3.17): 

( ) dxdydz
z
R

y
Q

x
PdsnaП

VS
∫∫∫∫∫ 








∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

== 0, rr .   (4.12) 

Пусть ( ) −Mar поле скоростей несжимаемой жидкости. Если ,0>П  то из 
(4.12) следует, что из области V  вытекает больше жидкости, чем втекает. Это 
означает, что внутри области V  имеются источники – точки, из которых 
жидкость вытекает. Если ,0<П  то из области V  вытекает меньше жидкости, 
чем втекает в неё. В этом случае говорят, что внутри V  имеются стоки, т.е. 
точки, в которые жидкость втекает. При 0=П  в V  втекает столько же 
жидкости, сколько вытекает. 

Пусть в области V  задано векторное поле ( ) ( ),,, RQPMa =
r  где функции 

( ) ( ) ( )zyxRzyxQzyxP ,,,,,,,,  имеют непрерывные частные производные в точке 
( ) VzyxM ∈= ,,  по zyx ,,  соответственно. Дивергенцией или расходимостью 

векторного поля ( )Mar  в точке ,M обозначаемой ( )Madiv r , называется 
скалярная величина  

( )
Mz

R
y
Q

x
PMadiv 








∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
r .    (4.13) 

С физической точки зрения ( )Madiv r  характеризует плотность источников 
и стоков векторного поля ( )Mar  в точке .M  Если ( ) ,0>Madiv r  то точка M  
является источником, если ( ) ,0<Madiv r  то – стоком. Если ( ) ,0=Madiv r  то в 
точке M  нет ни источников, ни стоков. 

4.27. Найти ( ),Madiv r  если ( ) ( ).5,4,2,,, 32 −== Mzyxar   
r По формуле (4.13) находим 

( ) ( .84253421321 2 =⋅+⋅+=++=
M

zyMadiv r
p 

4.28. Найти дивергенцию  электрического поля −= rr
r
keE rrr

,3 радиус-вектор 

точки ( ) −== errzyxM ,,,, r точечный заряд, помещённый в начале координат. 
∆   Имеем по определению: 

=






 −
+

−
+

−
=
















∂
∂

+







∂
∂

+







∂
∂

= 5

22

5

22

5

22

333
333

r
zr

r
yr

r
xrke

r
z

zr
y

yr
x

x
keEdiv

r
 

( ) 03333
5

22

5

2222

=
−

=
++−

=
r

rrke
r

zyxrke   (при 0≠r ). 
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Физически это означает отсутствие источников электрического поля, 
кроме начала координат. В нём ∞=Ediv

r
 (бесконечная плотность заряда).p 

Дивергенция обладает следующими свойствами: 
.10     −= ccdiv rr ,0 постоянный вектор. 

( ) .,,.20 R∈+=+ βαβαβα bdivadivbadiv
rrrr

 
( ) ( ) ( ) −=+= zyxaadivadiv ,,,,.30 ϕϕϕϕϕ grad

rrr
скалярная функция. 

4.29. Найти ( )kzjxyiyxdiv
rrr 222 ++  в точке ( ).1,2,1 −=M            Отв.: 14. 

4.30. Найти 
( )

.
3 2 














++

++

zyx

kjidiv
rrr

                              Отв.: ( )5 32 .x y z− + +   

4.31. Магнитное поле, создаваемое электрическим током силы ,I  текущим 
по бесконечному проводу, определяется формулой  

( ) ( ) 222,
yx
iyjxIyxHMH

+

−
⋅==

rrrr
.   Вычислить ( ).MHdiv

r
  Отв.: 0. 

4.32. Найти ( )( )rrzyxr rr
== ,,, : 

1) ;2rdiv grad   2) ( );1 rdiv grad      3) ;, constccrdiv −
rr   

4) ( );rfdiv grad   5) ( )( ) ;, constccrfdiv −
rr      6) [ ];,rcdiv rr      7) [ ][ ].,, rcrdiv rrr   

Отв.:  1) ;6   2) 0 ;  3) ( ) ;/, rcr rr    4) ( ) ( ) ;/2 rrfrf ′+′′  5) ( ) ( ) ;/, rrfcr ′rr   
            6) ;0    7) ( ).,2 rc rr

−  
4.33. Найти поток поля ar  через полную поверхность :S  
1) ( ) −= Szyxa ;,, 333r  внешняя поверхность куба .,, azayax ≤≤≤  
2) ( ) −−−−= Sxyzxyza ;,,r внешняя поверхность тетраэдра, 

ограниченного плоскостями .0,0,1,1 ===−+=++ yxzyxzyx  
3) ( )( ) −+−= Szyxyzzya ;,, 2222r внешняя поверхность цилиндра 222 azy ≤+ , 

ax ≤≤0 . 
4) ( ) Szyxa ;,2,2 −=

r  – внешняя поверхность конуса .22 Hzyx ≤≤+  

5) ( ) −+++= Syzxyzxa ;,,r поверхность тела .0,222 yzRyx ≤≤≤+  
6) ( ) −= Sxyzxyyxa ;,, 22r  поверхность тела  

,2222 Rzyx ≤++  .0,0,0 ≥≥≥ zyx  
Отв.: 1) 524 ;a  2) 0;  3) 5 4;aπ−  4) 3;Hπ  5) 32 ;R  6) .3/5R  
Если замкнутая поверхность S  образована двумя поверхностями 1S  и 2S , 

т.е. ,21 SSS ∪=  то вследствие аддитивности  ПИ-2 поток вектора ( ),,, RQPa =
r  

например, через поверхность 1S  можно вычислить по формуле  
 

( ) ( ) ( ) ( )dsnadxdydzadivdsnadsnadsna
V SS SS
∫∫∫ ∫∫∫∫ ∫∫∫∫ −=−=

221

0000 ,,,, vrrrrrrrr , (4.14) 

где V  – тело, ограниченное поверхностью S. 
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4.34. Найти поток поля ( )2,, zyxyxa +−=r  через боковую поверхность 
цилиндра 122 =+ yx , заключенную между плоскостями 0=z   и 2=z  (рис. 4.5, 
нормаль внешняя).  

∆ В нашем случае  ( ).22,,, 2 zadivzRyxQyxP +==+=−=
r  Образуем 

замкнутую поверхность ,S  состоящую из цилиндрической поверхности 
122 =+ yx  и плоскостей  0:1 =zP  и .2:2 =zP   Тогда в соответствии с формулой 

(4.14) искомый поток  ( ) ( ) ( ) .,,12
21

0
2

0
1 dsnadsnadxdydzzП

PPV
∫∫∫∫∫∫∫ −−+=

rrrr  

Вычислим каждый из интегралов по отдельности. Для тройного интеграла 
переходом к цилиндрическим координатам  
находим  

( ) ( ) .81212
2

0

1

0

2

0

πρρϕ
π

=+=+ ∫ ∫ ∫∫∫∫ dzzdddxdydzz
V

Так как 

нормаль к плоскости 1P  имеет вид ( )1,0,00
1 −=nr ,  то 

,0),(
1

20
1

221

=−= ∫∫∫∫
≤+

dxdyzdsna
yxP

rr  поскольку 0=z  в 

плоскости 1P .  
Далее, на плоскости  2P  имеем 

( ).1,0,0,2 0
2 == nz r      Поэтому  
( ) ∫∫ ∫∫∫∫

≤+ ≤+

===
1 1

20
2

22 222

.44,
yx yxP

dxdydxdyzdsna π
rr   

 
Таким образом,  πππ 4408 =−−=П . p 

4.35. Найти поток поля ( )222 ,, xyzzxyyzxa =r  через часть внешней 
стороны эллипсоида ,1222222 =++ czbyax  расположенную в первом 
октанте.  

Отв.: .8222 cba  
4.36. Найти поток поля ( )333 ,, zyxa =r   через половину внешней стороны 

сферы   .0,2222 ≥=++ zxzyx       Отв.: 0. 
4.37. Найти поток поля ( )3,, 22 −−+= zyxyxyxar  через часть поверхности 

S , вырезаемую плоскостью P  (нормаль внешняя к замкнутой поверхности, 
образуемой данными поверхностями): 
 

1) ( ) ( ) .1:,0:;3,, 22222 =≥=+−−+= zPzzyxSzyxyxyxar  
2) ( ) ( ) .0:,04:;,, 2222 =≥=++−+= zPzzyxSxzyxzxar  

Отв.: 1) 3 ;π  2) .16π  
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Рис. 4.5 
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4.3. Циркуляция векторного поля 
Циркуляция векторного поля вдоль контура и её физический смысл. 

Ротор векторного поля и его некоторые свойства  
Пусть в прямоугольной ДСК определено векторное поле ( )RQPa ,,=

r . 
Криволинейный интеграл  

( )∫ ∫
Γ Γ

++== ,, 0 RdzQdyPdxdlaC τ
rr         (4.15) 

взятый по замкнутому контуру Γ , называется циркуляцией вектора ar  вдоль 
этого контура. Здесь −0τ

r  единичный вектор касательной к контуру Γ , 
указывающий направление движения вдоль этого контура. Если −ar  вектор 
силы, то циркуляция (4.15) представляет собой работу этой силы по 
замкнутому контуру .Γ  В этом и состоит физический смысл циркуляции. Если 
контур Γ  не является замкнутым, то КрИ ( )dla∫

Γ

0,τrr  обычно называют 

линейным интегралом от вектора ar  вдоль ориентированной с помощью 0τ
r  

кривой .Γ  
4.38. Вычислить циркуляцию поля ( ) ( )yzxMa ,2, 2−=

r  вдоль линии Γ  
пересечения цилиндра 1916 22 =+ yx  с плоскостью 22 ++= yxz  в 
положительном направлении обхода относительно вектора нормали плоскости 

( ).1,2,1 −−=nr  
∆   Составим   параметрические   уравнения   кривой  .Γ   Параметрические 

уравнения  направляющей  цилиндра  1916 22 =+ yx    имеют   вид   ,cos4 tx =  
ty sin3= ,  [ ]π2,0∈t . Тогда параметрическими уравнениями кривой Γ  (в 

плоскости сечения – это эллипс) будут ,2sin6cos4,sin3,cos4 ++=== ttztytx   
π20 ≤≤ t .  Поэтому искомая циркуляция будет равна 

∫
Γ

=+−= ydzdyzxdxC 22

∫ =+−+++−−=
π2

0

2 )cos6sin4(sin3cos3)2sin6cos4(2)sin4(cos4( dttttttttt

∫ ∫∫ =−−+−=+−=
π ππ 2

0

2

0

2

0

22 )2cos1(6)2cos1(48)sin12cos96( dttdttdttt

.10826248 πππ −=⋅−⋅−=  p 
4.39. Найти циркуляцию поля ar  вдоль контура Γ  в направлении, 

соответствующем  возрастанию параметра t: 
1)  );,,( 2 yzxa −=

r  .3sin3cos4,sin3,cos2: −−===Γ ttztytx  
2)  );,,( yxxzzya −−−=

r  ).cos1(3,sin2,cos2: tztytx −===Γ  
3)  );,,2( 2xxza −−=r  .8,3/)(sin,3/)(cos: ===Γ ztytx  
4)  );,3,( 2 yzxa −=r  .3sin4cos2,sin4,cos: +−===Γ ttztytx  
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5)  );,2,( 2 yzxa −=r  .1sin4cos6,sin4,cos3: +−===Γ ttztytx  
Отв.: 1) 60 ;π  2) 20 ;π−  3) / 9;π−  4) 152 ;π−  5) .120π−  
4.40. Вычислить циркуляцию вектора ),,( xzya −=

r  вдоль эллипса 









==+
+ xzazyx ,
2

)( 22
22

  в положительном направлении относительно орта .i
r

           Отв.: .2 2aπ  
Ротором  или вихрем векторного поля ),,()( RQPMa =

r  называется вектор  

.)( k
y
P

x
Qj

x
R

z
Pi

z
Q

y
RMa

rrrr








∂
∂

−
∂
∂

+







∂
∂

−
∂
∂

+







∂
∂

−
∂
∂

=rot   (4.16) 

Этот вектор можно символически (формально) получить из определителя  

,

RQP
zyx

kji

a
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

rrr

r
rot  

разложив его по элементам первой строки. 
Используя понятие ротора и циркуляции, формулу Стокса (3.19) можно 

записать в векторной форме: 
,),(),( 00 dsnadlaC

S

rrrr
∫ ∫∫
Γ

== rotτ     (4.17) 

т. е. циркуляция векторного поля )(Mar  вдоль замкнутого контура Γ  равна 
потоку ротора этого поля через любую гладкую поверхность S , краем 
которой является Γ   (направление обхода по Γ  и сторона поверхности S  
согласованы). 

Если 0a ≠
rrot , то это свидетельствует о вращении поля )(Mar , то есть поле 

носит вихревой характер. 
Отметим некоторые свойства ротора векторного поля. 
1.  ,0

rr
=crot  где cr  – постоянный вектор. 

2.  ∈+=+ βαββα ,,)( baaba
rrr

rotrotrot  R. 
3.  ],,[)( aaa

rrr
ϕϕϕ gradrotrot +=  где ),,( zyxϕ  – скалярная гладкая функция. 

4.41. Вычислить циркуляцию векторного поля ),,()( 2 zxyMa −=r  по 
окружности 3,4: 22 ==+Γ zyx  в положительном направлении обхода 
относительно орта k

r
 двумя способами:  

1) по формуле (4.15); 2) по формуле Стокса (4.17).  
∆ 1) При возрастании параметра t  от 0  до π2  движение по окружности Γ  

происходит против хода часовой стрелки относительно орта k
r

 (рис. 4.6). 
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Поэтому параметрические уравнения Γ  

есть ,sin2,cos2 tytx ==  .20,3 π≤≤= tz  
Тогда  

∫∫ +−=−+=
Γ

π2

0

2 )sin2(sin2( ttzdzdyxydxC  

.4sin4cos8)cos2cos4
2

0

2
2

0

32 π
ππ

∫∫ −=−=+ tdttdtdttt  

2) В качестве поверхности S  с краем Γ  удобнее всего выбрать круг 
3,422 =≤+ zyx  (рис. 4.6). Тогда .0 kn

rr
=  Далее (2 1) ,rot a x k= −

rr  и тогда, 
применив полярные координаты, получим  

∫∫ ∫∫ =−==
S S xy

dxdyxdsnaC )12(),( 0rr
rot

.4)1cos2()1cos2(
2

0

2

0
πρρϕρϕϕρϕρ

π
−=−=−= ∫∫ ∫ ∫

S
dddd  p 

4.42. Вершины D,B,A’ куба ABCDA’B’C’D’ находятся соответственно в 
точках ).1,0,0(),0,1,0(),0,0,1(  Применяя формулу Стокса, вычислить циркуляцию 
векторного поля ),,( xzya =

r  вдоль 
ломаной C′CDABB′A′D′ (рис. 4.7).  

∆ Обозначим данную ломаную через 
1L . Чтобы сделать возможным 
применение формулы Стокса для 
вычисления искомого интеграла  
 

∫
1

),( 0

L
dla τ

rr , 

выражающего работу, дополним 
ломаную 1L  до замкнутой кривой L  
отрезком 2L  прямой, соединяющим 
точки D′ и C′. На контур L  «натянем» 
кусочно-гладкую поверхность S , 
состоящую из квадратов C′CDD′,D′DAA′ 

Z 

X 

Y 
0 

Sxy 

Г 

2 
2 

k
r

 

0n
r

 
3 S 

Рис. 4.6 
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Рис. 4.7 
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и A′ABB′. Их обозначим соответственно .,, 321 SSS  Применяя формулу (4.17) к 
контуру L  и поверхности S , имеем 
 

.),(),(),(),(),(
32121

00000 ∫∫∫∫∫∫∫∫ ++=+
SSSLL

dsnadsnadsnadladla
rrrrrrrrrr

rotrotrotττ       (4.18) 

Находим )1,1,1( −−−=a
r

rot . Орты нормалей на частях 321 ,, SSS  поверхности 
S  с учетом направления обхода контура 1L  имеют вид ,)(,)( 2

0
1

0 jSniSn
rrrr

=−=  
.)( 3

0 iSn
rr

=  Вычисляем поток вектора a
r

rot  через поверхность S , т. е. величину 
выражения в правой части (4.18): 

∫∫∫∫∫∫∫∫ −=−−=
321

.1),( 0

SSSS
dsdsdsdsna

rr
rot  

Находим теперь циркуляцию поля ar  вдоль отрезка 2L  от точки D′ до точки 
C′. На этой прямой вектор dyjdlya

rrr
== ,),1,1,( 0τ  и, 

значит, ∫∫ ==
1

0

0 .1),(
2

dydla
L

τ
rr  

Из формулы (4.18) следует, что искомый интеграл ∫
1

),( 0

L
dla τ

rr  (циркуляция 

поля ar  вдоль 1L ) равен разности ПИ (поток arot r  через поверхность S ) и КрИ 

∫
2

),( 0

L
dla τ

rr  (циркуляция вдоль 2L ): .211),(
1

0 −=−−=∫
L

dla τ
rr  p 

4.43. Проверить указанные равенства в координатной форме 
( ba

rr
,,;, ϕβα R∈  – дифференцируемые скалярное и векторные поля, cr  – 

постоянный вектор): 
1)  ].,[ cc

rr
ϕϕ gradrot =   2)  .),(],[ acadivcac

rrrrrr
∇−=rot  

3*) .),(),(],[ baabadivbbdivaba
rrrrrrrrrr

∇−∇+−=rot  

4)  ).,()(],[ baabbadiv
rrrrrr

rotrot −=  
4.44. Найти ( barrzyxr

rrrr ,;),,,( ==  – постоянные векторы, )(rϕ  – 
дифференцируемое поле): 

1)  )a(r
r

rot . 2)  ).),(( bar
rrr

rot  3) ).)(( ar
r

ϕrot   4)  ).)(( rr
r

ϕrot   
Отв.: 1) [ , ]/ ;r a rr r   2) [ , ];a b

rr   3) '( )[ , ]/ ;r r a rϕ
r r   4) .0  

4.45. Найти угол между )( 1Ma
r

rot  и )( 2Ma
r

rot  если  
1)  ).1,1,1(),3,2,1(;),,( 21

222222 −==+++= MMxzzyyxar  
2)  ).4,12,1(),0,2,1(;),,( 21

333 ==+= MMxyzyxzar    
Отв.: 1) / 2;π  2) ).5/3arccos(  

4.46. Показать, что поле )(Ma
r

rot  свободно от источников и стоков. 
4.47. Найти функцию ),,( zxf  если ).1,0,1()),,(,( −=xyzxfyzrot    

Отв.: .,),( constcczxxzzxf −+++=  
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4.4. Соленоидальные и потенциальные векторные поля 
 
Соленоидальные векторные поля. Потенциальные векторные поля. 

Потенциалы. Криволинейный интеграл в потенциальном поле 
Векторное поле )(Mar  называется соленоидальным   в области V , если в 

этой области 
.0))(( =Madiv r      (4.19) 

 
Равенство (4.19) называется условием соленоидальности  векторного поля 
)(Mar  в V .  
Так как ))(( Madiv r  характеризует плотность источников поля ar , то в 

области соленоидальности поля нет источников и стоков этого поля. Например, 
электрическое поле Ε

r
 точечного заряда соленоидально, ибо 0=Ε

r
div  всюду вне 

точки нахождения заряда (в этой точке ∞=Ε
r

div ). 
В соленоидальном поле V  векторные (силовые) линии не могут начинаться 

или заканчиваться. Они могут быть либо замкнутыми кривыми, либо иметь 
концы на границе поля. 

Из формулы Остроградского–Гаусса следует, что в соленоидальном поле 
поток векторного поля )(Mar  через любую замкнутую поверхность S , 
лежащую в этом поле, равен нулю: 

∫∫ =
S

dsna .0),( 0rr  

Если векторное поле )(Mar  можно представить в виде ротора некоторого 
векторного поля )(Mb

r
, то )(Mb

r
 называется векторным потенциалом поля 

)(Mar .  

Легко проверить, что ,0=bdiv
r

rot  т.е поле вектора ba
rr

rot=  является 
соленоидальным. 

4.48. Является ли векторное поле ar  соленоидальным, если 
1)  )).(),(),(( 222222 xyzzxyyzxa −−−=r  
2)  )).13(),(,( 2322 ++−= yzyxyar  
3)  ).12,,21( 22 +−−+= zyzzyxyar  
4)  ).,,(),,,(],,[ xzyvzyxuvua ===

rrrrr  
Отв.: 1) Да. 2) Нет. 3) Да. 4) Нет. 
4.49. Найти дивергенцию сферического векторного поля ,)( rrfa rr

⋅=  
.),,,( rrzyxr rr

==  Определить вид функции ),(rf  для которой поле ar  является 

соленоидальным.                       Отв.: .,/)(;)(3)(' 3 constcrcrfrfrrfadiv −=+=
r  

4.50. Показать, что поле вектора 0
2 , ( , , ),q r r x y z r r

r
Ε = = =
r r r r  является 
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соленоидальным во всякой области, не содержащей начала координат 
).0,0,0(=O   

Векторное поле ),,( RQPa =
r  называется потенциальным или безвихревым 

в некоторой области V , если  
.,0)( VMMa ∈∀=

rr
rot           (4.20) 

Равенство (4.20) называется условием потенциальности поля ar . Это 
условие, согласно определению ротора, равносильно выполнению равенств 

.,,
y
P

x
Q

x
R

z
P

z
Q

y
R

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂     (4.21) 

Имеет место следующее утверждение: если в односвязной области V  
задано векторное поле ),,( RQPa =

r , где RQP ,,  – гладкие функции, то для 
того, чтобы поле ar  было потенциальным, в V  необходимо и достаточно, 
чтобы существовала дважды непрерывно дифференцируемая скалярная 
функция ),,( zyxuu = , такая, что 

.ua grad=
r

      (4.22) 
Функция ),,( zyxuu = , удовлетворяющая в области V  равенству (4.22), 

называется потенциалом или потенциальной функцией векторного поля ar . 
Соотношение (4.22) равносильно следующим трем скалярным равенствам: 

),,,( zyxP
x
u

=
∂
∂   ),,,( zyxQ

y
u

=
∂
∂   ).,,( zyxR

z
u

=
∂
∂   (4.23) 

Потенциал поля определяется неоднозначно с точностью до постоянной. 
В случае потенциальности поля ),,( RQPa =

r  задача нахождения 
потенциала u  равносильна восстановлению функции u  по ее полному 
дифференциалу .RdzQdyPdxdu ++=  

Потенциал u  поля ),,( RQPa =
r  можно найти по формуле  

∫ ++=
),,(

),,( 000

,),,(),,(),,(),,(
zyx

zyx

dzzyxRdyzyxQdxzyxPzyxu   (4.24) 

где ),,( 000 zyx  – некоторая 
фиксированная точка поля, а ),,( zyx  – 
произвольная текущая точка. Обычно 
в качестве пути, соединяющего точку  

),,( 0000 zyxM =  и ( , , ),M x y z=  
выбирают ломаную ,0 ABMM  звенья 
которой параллельны координатным 
осям и не выходят за пределы области: 

AM 0  параллельно X, AB  параллельно 
Y, BM  параллельно Z (рис. 4.8). Тогда 
формула (4.24) примет вид 

),,( 00 zyxA =  ),,( 0zyxB =  

),,( zyxM =  

),,( 0000 zyxM =  

0 
Y 

X 

Z 

Рис.  4.8 
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∫∫∫ ++=
z

z

y

y

x

x
dzzyxRdyzyxQdxzyxPzyxu

000

,),,(),,(),,(),,( 000        (4.25) 

где x,y,z – координаты текущей точки на звеньях ломаной, вдоль которых 
ведется интегрирование. 

Линейный интеграл ∫∫
ΓΓ

= ),,(),( 0 rdadla rrrr τ  где dlrd 0τ
rr

=  в потенциальном 

поле )(Mar  равен разности значений потенциала )(Mu  в конечной 2M  и 
начальной 1M  точках интегрирования: 

∫ −=
2

1

).()(),( 12

M

M
MuMurda rr     (4.26) 

4.51. Являются ли следующие векторные поля потенциальными? 
1)  ).,2,( xyyxza =

r     2) ).2,2,2( 222 yxzxyzzxya +++=r  

3)  ).,,(
3
1 333 xzyxa =r    4) ).sin,cos,cos( xyxyxzxyyza =

r  

5)  ).),1ln(),1(ln( 22 xzxza ++=r   6) .1,1,1
222 








+++=

xz
y

zy
x

yx
zar  

Отв.: 1) Нет. 2) Да. 3) Нет. 4) Да. 5) Нет. 6) Нет. 
4.52. Доказать, что поле ,)( rrfa rr

⋅=  где rrzyxr rr
== ),,,( , )(rf  – 

дифференцируемая функция, является потенциальным. 
4.53. Доказать, что векторное поле  ),,( yxxzzya +++=

r  является 
потенциальным, и найти его потенциал. 

∆ 1-й способ. Имеем 

    ,0)11()11()11(

)()()(

0)(
rrrr

rrr

rr
≡−+−+−=

+++
∂
∂

∂
∂

∂
∂

⇔= kji

yxxzzy
zyx

kji

Marot  

т. е. поле ar  является потенциальным. Потенциал этого поля найдем с помощью 
формулы (4.25). За начальную фиксированную точку возьмем начало 
координат ).0,0,0(=O  Тогда  

   ∫∫∫ −+++=+++++=
zyx

constccyzxzxydzyxdyxdxzyxu
000

.,)()0()00(),,(  

2-й способ.  Векторное равенство ua grad=
r

 равносильно трем скалярным 
равенствам 

,zy
x
u

+=
∂
∂       (4.27) 

,zx
y
u

+=
∂
∂       (4.28) 
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.yx
z
u

+=
∂
∂       (4.29) 

Интегрируя (4.27) по  x, получаем 

∫ ++=+=
x

zyfxzxydxzyzyxu
0

),,()(),,(    (4.30) 

где ),( zyf  – произвольная дифференцируемая функция, играющая роль 
константы при интегрировании по x. Дифференцируя обе части (4.30) по y с 
учетом (4.28), получаем 

.
y
fz

y
fxzx

y
fx

y
u

∂
∂

=⇒
∂
∂

+=+⇔
∂
∂

+=
∂
∂    (4.31) 

Равенство (4.31) интегрируем по y: 
 

),(),(),(
00

zFzyzdydyzyfzyf
yy

+=== ∫∫    (4.32) 

где )(zF  – неопределенная пока функция от  z. Из (4.32) и (4.30) имеем 
).(),,( zFxzxyzyxu ++=  

Это равенство дифференцируем по z и с учетом (4.29) получим 

.0 constcF
z
F

z
Fyxyx −=⇒=

∂
∂

⇒
∂
∂

++=+  

Итак, .),,( czyxzxyzyxu +++= p 
4.54. Вычислить криволинейный интеграл в поле вектора 

),,1( xyxzyza +=
r  вдоль отрезка прямой, соединяющей точки )0,0,0(=O  и 

).3,2,1(=A  
∆ Убедившись, что поле ar  потенциально, как и в примере 4.53, найдем его 

потенциал .),,( cxyzxzyxu ++=  По  формуле (4.26) искомый КрИ 

∫ =−++⋅⋅=−=+++
A

ccuAuxydzxzdydxyz
0

.7)1321()0()()1(  p 

4.55. Доказать потенциальность поля и найти его потенциал: 
1)  ).3,3( 2332 xyxyyxa −−=r  

2)  .
cossinsincos

2sin2cos,
cossinsincos

2cos2sin
22222222 











++
=

yxyx

yx

yxyx

yxa
r

 

3)  ).,2/,( 222 zyxyyzxxzxyyza ++−−=r  

4*)  .1,1,1
222 








−−−=

z
x

yy
z

xx
y

z
ar  

5*)  .2,2,2
322322322 








++−−−−=

z
xy

y
x

x
y

y
xz

z
x

x
z

x
yz

z
y

y
zar  

Отв.: 1) 2 2( ) ;xy x y c− +   2) 2 2 2 2cos sin sin cos ;x y x y c+ +  
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3) 2 2 21 ( ) ;
2

xyz x y y z c− + +  4) ;y z x c
x y z

+ + +  5) .222 c
z
xy

y
xz

x
yz

+−+  

4.56.  Доказать потенциальность поля )(Mar , найти его потенциал и 
вычислить значения соответствующего КрИ-2 по дуге AB, где A – начало дуги, 
B – ее конец: 

1)  ).2,4,2(),2,1,1(),,,2( 22 −=−== BAyxzxxyzar  
2)  ).3,2,2(),1,1,1(),2,2,2( 222 −=−=−−−= BAxyzxzyyzxar  
3)  ).1,3,2(),2,1,0(),2,2,2( 222 =−=+++= BAyxzxxyzxyar  

Отв.: 1) 34; 2) 92 /3;  3) .25  

 

4.5.  Дифференциальные операции 2-го порядка. Векторные операции  
в криволинейных ортогональных координатах 

 
Оператор Гамильтона «набла». Дифференциальные операции второго 

порядка. Оператор Лапласа. Гармонические функции. Криволинейные 
ортогональные координаты в пространстве. Коэффициенты Ламэ в 
различных ортогональных системах координат. Градиент, дивергенция, 
ротор и оператор Лапласа в цилиндрической и сферической системах 
координат 

 
Операции ),,(,,, RQPaaadivu =

rrr
rotgrad  выражаются через частные 

производные первого порядка:` 

;,, 







∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
z
u

y
u

x
uugrad  ;

z
R

y
Q

x
Padiv

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
r    .

RQP
zyx

kji

a
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

rrr

r
rot  

Эти соотношения могут быть записаны кратко с помощью символического 
вектора «набла» (оператора Гамильтона): 

,,, 







∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇
zyx

k
z

j
y

i
x

rrr
  т. е.  

uu grad=∇ . 
Для производной поля u  в точке M по направлению  произвольного 

единичного вектора ),,( 0000
zyx llll =

r
 верна формула 

).,( 0 ul
l
u grad

r
=

∂
∂     (4.33) 

Вводя скалярный дифференциальный символ ),,( 0 ∇l
r

 имеющий 
координатный вид  
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,),( 0000

z
ul

y
ul

x
ull zyx ∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

=∇
r

 

равенство (4.33) записывают в виде  

.),( 0 ul
l
u

∇=
∂
∂ r

     (4.34) 

Далее,  

,),(
z
R

y
Q

x
PR

z
Q

y
P

x
a

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇
r

 

т. е.  
.),( adiva

rr
=∇      (4.35) 

Кроме того, ,],[

RQP
zyx

kji

a
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=∇

rrr

r
 т. е.  

.],[ aa
rr

rot=∇      (4.36) 
Если символический оператор ∇  действует на произведение, то 

необходимо применять его к каждому сомножителю отдельно, считая другой 
сомножитель постоянным. Затем, пользуясь правилами векторной алгебры, 
следует преобразовать каждое слагаемое так, чтобы оператор ∇  стоял перед 
последним сомножителем. 

4.57. Используя правила действия с ∇ , показать, что  
а) ( ) ;uv v u u v= +grad grad grad   
б) .,),(],[ constrot −−∇= cadivcacca

rrrrrrr
 

r а) Имеем: ),(),()( vuvuuv ))
∇+∇=grad  («шапочка» ∩ указывает 

функцию, на которую «действует» оператор). Но  
,)( uvuvvu grad=∇=∇

)  ,)( vuvuvu grad=∇=∇
)  и формула  а)  доказана. 

  б)  По известной формуле векторной алгебры .),(),(]],[,[ cbabcacba rrrrrrrrr −=  
Учитывая соотношение ,0]],[,[ =∇ ca

)rr
 ( constc −r , и поэтому результат 

действия ∇  на cr  есть нуль), имеем: 
          .),(),(]],[,[]],[,[]],[,[],[ caaccacacaca

r)r)rr)rrr)rrrrr
∇−∇=∇+∇=∇=rot  

Но ,),(),( acac rrrr
∇=∇  а это и есть производная вектора ar  по направлению 

вектора cr  (см. 4.34). Таким образом, равенство б) доказано. p 
4.58. С помощью оператора ∇  доказать следующие равенства ( cr  – 

постоянный, ar  и b
r

 – переменные векторы): 
1)  ).,()( ucucdiv grad

rr
=    2) ).,( uaaudivu)adiv( grad

rrr
+=  

3)  .),(],[),( acacca
rrrrrr

∇+= rotgrad  

4)  .),(),(],[],[),( baabbaabba
rrrrrrrrrr

∇+∇++= rotrotgrad  

5)  ).,(],[ accadiv
rrrr

rot=    6)  ).,(),(],[ baabbadiv
rrrrrr

rotrot −=  
7)  ].,[)( cuuc

rr
gradrot =    8)  ].,[)( auauua

rrr
gradrotrot +=  
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9)  .),(),(],[ adivbbdivabaabba
rrrrrrrrrr

−+∇−∇=rot  
Пусть ),,( zyxuu =  – скалярное поле, ),,( RQPa =

r  – векторное поле. 
Предполагаем, что в области задания V  этих полей функции RQPu ,,,  имеют 
непрерывные частные производные второго порядка. Тогда )(Mugrad  и 

)(Ma
r

rot  являются дифференцируемыми векторными полями, а )(Madiv
r

 – 
дифференцируемым скалярным полем. 

К дифференциальным операциям второго порядка относятся следующие: 
,udiv grad  ,ugradrot  ,adiv

r
grad  ,adiv

r
rot  .a

r
rotrot  

Эти операции с помощью оператора Гамильтона ∇  записываются 
следующим образом: 

);,( uudiv ∇∇=grad  ];,[ uu ∇∇=gradrot   ));,(( aadiv
rr

∇∇=grad  
]);,[,( aadiv

rr
∇∇=rot  ]].,[,[ aa

rr
∇∇=rotrot     

Символ ∇  может встречаться в выражении не раз, создавая 
дифференциальные символы второго и более высоких порядков. 

Символ 2),( ∇=∇∇=graddiv  обозначается ∆  и называется оператором 
Лапласа,  или лапласианом. Нетрудно видеть, что  

.2

2

2

2

2

2
2

z
u

y
u

x
uudivuu

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

==∇=∆ grad    (4.38) 

Уравнение 0=∆u  называется уравнением Лапласа. Оно используется в 
уравнениях математической физики. Функция ),,( zyxuu = , удовлетворяющая в 
области V  уравнению Лапласа, называется гармонической в этой области.  

Можно легко показать, что  
,0≡adiv

r
rot     .0

r
≡ugradrot  (4.39) 

4.59.  Доказать следующие равенства (u  и  v – скалярные поля): 
а)  ;),()( vuvuvudiv ∆+= gradgradgrad  
б)*  .),(2)( vuvuuvuv ∆++∆=∆ gradgrad  
r а)  Используя оператор Гамильтона, получаем 

.),(),())(,()( 2 vuvuvuvuvuvudiv ∆+=∇+∇∇=∇∇= gradgradgrad  
б)  Используя формулы 

),,(2 uuu ∇∇=∇=∆   ,)( vuuvuv ∇+∇=∇   ,),(),( 2uvvuuv ∇+∇∇=∇∇  
находим 

=∇∇+∇∇=∇+∇∇=∇∇=∆ ),(),())(,())(,()( vuuvvuuvuvuv  
=∇+∇∇+∇=∇+∇+∇∇= vuvuuvvuuvuv 2222 ),(2),(  

.),(2 vuvuuv ∆++∆= gradgrad  p 
4.60.* Доказать, что для векторного поля a

r
 справедлива формула  

.aadiva
rrr

∆−= gradrotrot  
4.61. Вычислить: 
1)  ),/1( r∆   где .0,222 ≠++= rzyxr    Отв.: .0  

2)  ,ar∆  если ).)(,)(,)(( 222222 zyxyzxxzya +++=
r

 Отв: ).,,(44 zyxr =
r  

(4.37) 
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4.62. Доказать гармоничность плоского поля  
.),,(,/ 2 rryxrrra rrrr

===  
4.63. Доказать гармоничность поля сил тяготения точечной массы и поля 

кулоновских сил точечного заряда. 
Пусть zyx ,,  – прямоугольные координаты точки M . Как отмечено в п. 1.2, 

ее положение можно задать также с помощью криволинейных координат 
321 ,, qqq , связь которых с zyx ,,  запишем в виде  

 ),,( 321 qqqxx = ,  ),,( 321 qqqyy = ,  ),,( 321 qqqzz = . (4.40) 
При изменении 1q  и фиксированных значениях 32 ,qq  точка с координатами 
zyx ,, , определяемая формулами (4.40), описывает в пространстве некоторую 

кривую, называемую координатной линией  1q . Аналогично определяются 
координатные линии 32 ,qq . Криволинейные координаты называются 
ортогональными, если в любой точке три координатные линии, проходящие 
через нее, попарно ортогональны, т. е. попарно ортогональны касательные к 
координатным линиям в этой точке. 

Элементы 321 ,, dldldl  длин дуг координатных линий 321 ,, qqq  выражаются 
формулами ,,, 333222111 dqHdldqHdldqHdl ===  соответственно. Здесь 
величины 

,
2

1

2

1

2

1
1 








∂
∂

+







∂
∂

+







∂
∂

=
q
z

q
y

q
xH  

 ,
2

2

2

2

2

2
2 








∂
∂

+







∂
∂

+







∂
∂

=
q
z

q
y

q
xH  (4.41) 
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3

2

3

2

3
3 








∂
∂

+







∂
∂

+







∂
∂

=
q
z

q
y

q
xH  

называются параметрами Ламэ криволинейных координат 321 ,, qqq . Они 
характеризуют в каждой точке пространства изменение длины координатной 
линии idl  в зависимости от изменения idq  соответствующей криволинейной 
координаты .3,2,1, =iqi  

В цилиндрической системе координат  zqqq === 321 ,, ϕρ  формулы (4.41) 
дают ,1,,1 321 === HHH ρ   а в сферической системе координат 

ϕθ === 321 ,, qqrq  – θsin,,1 321 rHrHH === . 
Запишем теперь операции ∆,,, rotgrad div  в цилиндрической и 

сферической системах координат. 
Цилиндрическая система координат (ЦСК) 
Пусть { }, , ze e eρ ϕ

r r r  – базис в точке M  (базисные единичные векторы 

zeee rrr ,, ϕρ  направлены по касательным к координатным линиям в точке M  в 
сторону возрастания z,,ϕρ ). Тогда в ЦСК для скалярного поля )(Mu  и 
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векторного поля ),,()( RQPMa =
r : 

;1
ze

z
ueueuu

rrr
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= ϕρ ϕρρ
grad  

( )
z
RQPadiv

∂
∂

+
∂
∂

+
∂

∂
=

ρϕρρ
ρ

ρ
111r

; 

;)(11
zePQeR

z
Pe

z
QRa

rrrr








∂
∂

−
∂

∂
+








∂
∂

−
∂
∂

+







∂
∂

−
∂
∂

=
ϕρ

ρ
ρϕϕρ ϕρrot   (4.42) 

.11
2

2

2 ϕρρ
ρ

ρρ ∂

∂
+








∂
∂

∂
∂

=∆
uuu  

Сферическая система координат (ССК) 
Пусть теперь { }ϕθρ eee rrr ,,  – базис в точке M  в ССК .,, ϕθr  Тогда  

;
sin
11

ϕθ ϕθθ
eu

r
eu

r
e

r
uu r

rrr
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=grad  

;
sin
1)sin(

sin
1)(1 2

2 ϕθθ
θ

θ ∂
∂

+
∂

∂
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∂
∂

=
R

r
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r
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∂
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−
∂
∂
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



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∂

−
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∂
= θϕθϕθ

θ
θ

e
r
rRQP

r
eQR

r
a r

rrr )(
sin

11)sin(
sin
1rot

;)(1
ϕθ

eP
r

rQ
r

r






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∂
∂

−
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∂
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.
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1sin
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2 ϕθθ
θ
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∂
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4.64. Найти общий вид потенциального поля a
r

 в сферических 
координатах с проекциями, зависящими только от радиальной координаты r

r
 

(сферически симметричное поле).  
∆ В ССК поле ,ϕϕθθ eaeaeaa rr

rrrr
++=  где по условию   

).(),(),( raaaaraa rr ϕϕθθ θ ===    (4.44) 
Для поля ar , согласно (4.43) и условию задачи, имеем 

.0
)(1)(

sin
11)sin(

sin
1 rrrrr

=







∂
∂

−
∂

∂
+








∂

∂
−

∂
∂

+




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
∂
∂

−
∂

∂
= ϕ

θ
θ

ϕθϕ

θϕθϕθ

θ

θ
ea

r
ra

r
e

r
raa

r
e

aa
r

a rr
rrot

Отсюда, приравнивая к нулю координаты, с учетом (4.44), получаем 














=+

=−−

=

0)()(

,0
)()(

,0
)(

r
ra

dr
rda

r
ra

dr
rda

ctg
r
ra

θθ

ϕϕ

ϕ θ

 (4.45) 

(здесь принято обозначение дифференцирования через d, так как функции 
ϕθ aaar ,,   зависят только от r ). Из первого равенства системы (4.45) имеем 

(4.43) 
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,0)( =raϕ  а из третьего равенства получим 

).ln(ln rdad
r
dr

a
da

r
a

dr
da

−=⇒−=⇒−= θ
θ

θθθ  

Так как функции с равными дифференциалами отличаются на постоянную, 
которую для удобства обозначим  ,0,ln >cc  то  

ln ln ln , .ca r c a c const
rθ θ= − + ⇒ = −  

Таким образом, искомое поле имеет вид 

,)( θe
r
cerfa r

rrr
+=  где )(rf  – произвольная дифференцируемая функция. p 

4.65. Найти сферически симметричное решение уравнения Пуассона 
,/1 ru =∆  т. е. решение, зависящее только от r . 

Отв: .,;/2/ 2121 constcccrcru −+−=  
4.66. *Перейти к цилиндрическим координатам в выражении для 

ρρρρρ
rrrr

=== ),0,,(,/ yxa  и найти adiv
r

 и a
r

rot . 
Отв.: ,)/(2 2/3222 zzadiv += ρ

r
 .))/(2( 2/322

ϕρρ ezza
rr

+−=rot  
4.67. Найти все гармонические функции вида: а) );(ρfu =  б) );(ϕfu =  
в) ).(zfu =  ),,( zϕρ  – цилиндрические координаты. 
Отв.:  а) ;ln 21 ccu += ρ  б) ;21 ccu += ϕ  в) .21 czcu +=  
4.68. Найти все гармонические функции вида: а) );(θfu =  б) ).(ϕfu =  

( ϕθ ,  – две из трех сферических координат ϕθ ,,r ). 

Отв.: а) ;
2

ln 21 ctgcu +=
θ   б) .21 ccu += ϕ  

4.69. Перейти к сферическим координатам в выражении 
222/)( zyxiyjxa ++−=

rrr  и найти .,, aadiva
rr

rot  

Отв.: ,sin ϕθ ea rr
=  0adiv =

r
, ).sincos2(1

θθθ ee
r

a r
rrr

−=rot  

4.70. Найти градиенты скалярных полей в цилиндрических координатах: 
1)  .cosϕρ zu +=    2)  .sincos22 ϕϕρρ zeu −+=  
3)  .3sincos 2 ρϕϕρ −+= zu   
Отв.: 

1) 1 sin cos .ze e eρ ϕϕ ϕ
ρ

− +
r r r  

2) 12( cos ) 2sin cos sin .z z
ze e e e eρ ϕρ ϕ ϕ ϕ ϕ

ρ
 

+ − + − 
 

r r r  

3) (cos 3 ln 3) sin 2 sin sin .z
z

ze e e eρ
ρ ϕϕ ϕ ϕ ϕ

ρ
 

− + − − 
 

r r r  

4.71.    Найти градиенты скалярных полей в сферических координатах: 
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1)  .cossinsin
ϕθ

θ
−+=

r
ru  2)  .cos2 θru =  

3)  .cossin3 2 ϕθ γeru +=  4)  .,cos
2 const

r
u −= µ

θ
µ  

Отв.: 1) 
sin cos 1 sin1 cos ;re e e

r r r rθ ϕ
θ θ ϕ

ϕ   − + − +   
   

r r r
 2) 2 cos sin ;rr e r eθθ θ−

r r  

 

3) ( ) sin6 sin cos 1 3 cos ;
sin

r
r

r
er e e r e e
rθ ϕ

ϕ
θ ϕ θ

θ
+ − + −

r r r
 4) .sincos2

33 θ
θθ

µ e
r

e
r r

rr






 +−   

4.72.    Вычислить дивергенцию векторов: 
1)  sin cos .za e z e e z eϕ

ρ ϕρ ϕ= + +
r r r r  2)  .22 2

z
zeezeearctga rrrr

++= ϕρρ  

3)  .
1

cos2 2
22

ϕθ
ϕ

ϕ e
r

eera r
rrrr

+
+−=  

Отв.:  1) 2 cos sin ;z e zϕϕ
ρ

+ −
r   2) 2

2 ( 2 ) ;
1

zarctg z z eϕ ϕ
ρ

ρ ρ
+ − +

+
r  

3) .
sin)1(

1cos24 2
2

θ
θϕ

+
+−

rr
ctg

r
r  

4.73.    Вычислить ротор векторного поля :ar  
1)  .,cossin)cos2( constereera r −+−+= αθθαϕα ϕθ

rrrr  

2)  .cos22
ϕθ ϕθ eeera r

rrrr
−+=  3) .sincos 2

zeeea rrrr
ρ

ρ
ϕ

ϕ ϕρ +−=   

Отв.:  1) cos2 sin sin2cos ;
sin sinre e e

r rθ ϕ
θ α ϕ α θ

θ
θ θ

 − + − 
 

r r r  

2) 2cos ;rctg e e e
r r rθ ϕ
ϕ ϕ θ

θ− + +
r r r  3) .sin2 zee rr

ρ
ϕ

ρ ϕ +−  

4.74.    Доказать потенциальность поля .sincos2
33 θ
θθ e

r
e

r
a r

rrr +=  

Пусть S  – часть координатной поверхности ,constcu −=  ограниченная 
координатными линиями 

);(, 212211 αααα <== qq  
).(, 212313 ββββ <== qq  

Тогда поток вектора 332123211321 ),,(),,(),,( eqqqReqqqQeqqqPa rrrr
++=  

через поверхность S  в направлении вектора 1er  вычисляется по формуле 

∫ ∫=Π
2

1

2

1

,),,(),,(),,( 2132332232

α

α

β

β

dqdqqqcHqqcHqqcP   (4.46) 

где 32 , HH  – коэффициенты Ламэ. 
Аналогично вычисляется поток через часть поверхности 2q c=  или через 

часть поверхности ,3 cq =  где .constc =  
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4.75.    Найти поток векторного поля, заданного в сферических 
координатах: θ

θθ eerera r
rrr 222 +=  через внешнюю сторону верхней полусферы 

S  радиусом R   с центром в начале координат. 
∆  Полусфера S  – часть координатной поверхности ,constr =  именно, 
.Rr =  На S  имеем  

.20,2/0;,, 321 πϕπθϕθ ≤≤≤≤==== qqRrq  
Учитывая, что в сферических координатах ,,1 21 rHHHH r ==== θ  

,sin3 θϕ rHH == по формуле (4.46) найдем 

.22sin 4
2/

0

2

0

2/

0

44 RdinsRdRd πθθθπϕθθθ
π π π

===Π ∫ ∫ ∫  p 

4.76.    Вычислить поток векторного поля, заданного в цилиндрических 
координатах: ϕρρ ezea rrr

+=  через замкнутую поверхность { }1,1,0 ==== ρzzS  
по формуле Гаусса–Остроградского. 

∆  Искомый поток   ∫∫∫=Π
V

dvadiv .r  

Так как в цилиндрических координатах 

z
RQPadiv

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
ϕρ

ρ
ρρ

1)(1r
, 

в нашем случае получим 

.21)(1 2 =
∂
∂

+
∂
∂

=
ϕρ

ρ
ρρ

zadiv r  

Поэтому искомый поток ∫∫∫ ==Π
V

dv .22 π  p 

4.77.    Вычислить поток векторного поля ar , заданного в 
цилиндрических координатах, через данную поверхность S  непосредственно и 
с помощью формулы Гаусса–Остроградского. 

1.  { }.2,0,2;cos ====+−= zzSezeea z ρϕρ ϕρ
rrrr     Отв.: .24π  

2.  { }.1,1,2/,0,1;2 =−=====−+= zzSezeea z πϕϕρρϕρ ϕρ
rrrr  Отв.: .2/π  

4.78. Найти поток вектора ,sin3sin ϕθ θϕθ ererera r
rrrr

−+=  заданного в 
сферических координатах, через замкнутую поверхность S , ограниченную 
верхней полусферой радиуса R   и  поверхностью .2/πθ =  

Отв.: .3/2 3Rπ  Указание. При непосредственном вычислении потока надо 
рассматривать потоки через все координатные поверхности ,,0 Rrr ==  

.2,0,2/,0 πϕϕπθθ ====  
4.79.    Найти поток вектора ,cossin22

ϕϕθ erRera r
rrr

+=  заданного в 
сферических координатах, через замкнутую поверхность, ограниченную 
координатными поверхностями ,0, == ϕRr  ,2/,2/ πθπϕ ==  
непосредственно и с помощью формулы  Остроградского–Гаусса. 
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 Отв.: .
32

1 5
4 RR −π  

Пусть в криволинейных координатах 321 ,, qqq  задано векторное поле  
,),,(),,(),,()( 3

321
2

321
1

321 eqqqReqqqQeqqqPMa rrrr ++=  которое является 
потенциальным в некоторой области Ω  изменения переменных 321 ,, qqq , т.е. 

0
rr

=arot  в Ω . 
Для нахождения потенциала ),,( 321 qqquu =  этого поля равенство 

)()( MuMa grad=
r

 записывается в виде 

.111eR 3

33

2

22

1

11

321 e
q
u

H
e

q
u

H
e

q
u

H
eQeP rrrrrr

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=++  

Отсюда следует, что  

,1
1

PH
q
u

=
∂
∂   ,2

2
QH

q
u

=
∂
∂   .3

3
RH

q
u

=
∂
∂   (4.47) 

Система уравнений (4.47) решается так же, как при нахождении 
потенциала в декартовых координатах. 

В цилиндрических координатах ( zqqq === 321 ,, ϕρ ) система (4.47) имеет 
вид 

,ρρ
au

=
∂
∂  ,ϕρ

ϕ
au

=
∂
∂  za

z
u

=
∂
∂ ;    (4.48) 

в сферических координатах ( ϕθ === 321 ,, qqrq ) – вид 

,ra
r
u

=
∂
∂  ,θθ

rau
=

∂
∂  .sin ϕθ

ϕ
aru

=
∂
∂    (4.49) 

4.80.    Найти потенциал векторного поля: 

1)  .
1
lnsincos 2 ze

z
eearctgza rrrr

+
+−








+=

ρ
ϕϕ

ρ ϕρ   

2)  .ln
sin
ln1

θ
θϕ

ϕ
θϕθϕ ϕ

θ
θ ee

r
ree

r
ree

r
a r

rrrr
++=  

∆ По формуле (4.42) для a
r

rot  в цилиндрических координатах убеждаемся, 

что 0
rr

=arot , то есть поле ar  потенциально. Согласно (4.48), его потенциал 
),,( zuu ϕρ=  является решением следующей системы: 

,cosϕ
ρρ

+=
∂
∂ arctgzu     ,sin ρϕ

ϕ
⋅−=

∂
∂u .

1
ln

2zz
u

+
=

∂
∂ ρ  (4.50) 

Из первого уравнения этой системы интегрированием по ρ  находим, что  
),(cosln zcarctgzu ϕϕρρ ++⋅=     (4.51) 

( ),( zc ϕ  играет роль константы при интегрировании по ρ ). Дифференцируя 
(4.51) по ϕ  и используя второе соотношение из (4.50), получаем 

,0sinsin ≡
∂
∂

⇒−=
∂
∂

+−=
∂
∂

ϕ
ϕρ

ϕ
ϕρ

ϕ
ccu  т. е. ).(),( 1 zczc =ϕ  
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Тем самым,  

1 12 2

ln lnln cos ( ) '( )
1 1

uu arctgz c z c z
z z z

ρ ρ
ρ ρ ϕ

∂
= ⋅ + + ⇒ = + =

∂ + +
 

в силу третьего соотношения из (4.51). Значит, .)(0)(' 11 constczczc −=⇒≡  
Итак, потенциал данного поля .cosln),,( carctgzzu ++⋅= ϕρρϕρ  

По формуле (4.43) для a
r

rot  в ССК убеждаемся, что ,0
rr

=arot  т. е. поле 
потенциально в области { }.;,0 Z∈≠> nnr πθ   

Система равенств (4.49) для отыскания потенциала ),,( ϕθruu =  имеет вид 

,
r

e
r
u θϕ

=
∂
∂  ,ln reu θϕϕ

θ
=

∂
∂  .ln reu θϕθ

ϕ
=

∂
∂    (4.52) 

Интегрируя по r  первое из равенств этой системы, получаем 
).,(ln ϕθθϕ creu +=  Отсюда и из второго уравнения системы (4.52) имеем 

,0lnln ≡
∂
∂

⇒
∂
∂

+==
∂
∂

θθ
ϕϕ

θ
θϕθϕ ccrereu  т. е. ),(),( 1 ϕϕθ cc ≡  и, значит, 

).(ln 1 ϕθϕ creu +=  Отсюда с учетом третьего уравнения системы (4.52) находим 

,0)(')('lnln 11 =⇒+==
∂
∂

ϕϕθθ
ϕ

θϕθϕ ccrereu  то есть .)(1 constcc −=ϕ  

Искомый потенциал равен .ln),,( Creru += θϕϕθ  p 
4.81.    Установить потенциальность следующих векторных полей и 

найти их потенциалы: 

1)  .zezeea rrrr
++= ϕρ ρ

ϕ
ρ        2)  .zeezeza rrrr

ρϕϕ ϕρ ++=  

3)  .2cos1sin zezeeeea rrrr
++= ϕ

ρ
ρ

ρ ϕ
ρ

ϕ   4)  .sincoscos zezezeza rrrr
ρϕϕ ϕρ −+=  

5)  .1
sin
12 θϕθ

e
r

e
r

era r
rrrr

++=       6)  .
sin2

1 2
θϕ

θ
θ

ϕ
ϕ e

r
eea r

rrrr
++=  

7)  .sincoscossincos ϕθ ϕθϕθϕ eeea r
rrrr

−+=  

8)  ( ) .
sin1

2cos1sin 2 ϕθ θϕ
ϕ

θθ e
r

ee
r

eea r
r

r rrrr
+

++=  

Отв.: 1) 2 2 2( ) / 2 ;u z cρ ϕ= + + +   2) ;u z cρϕ= +   
3) 2 ;u e sin z cρ ϕ= + +  4) cos ;u z cρϕ= +  5) 2 ;u r cϕ θ= + + +  
6) 2 2( ) / 2 ;u r cϕ θ= + +  7) cos sin ;u r cϕ θ= +   8) .)1ln(sin 2 ceu r +++= ϕθ  
Пусть векторное поле ar  в криволинейных координатах 321 ,, qqq  

определено и непрерывно в области Ω   их изменения и имеет вид 
.),,(),,(),,()( 3

321
2

321
1

321 eqqqReqqqQeqqqPMa rrrr ++=  
Как известно [4], дифференциал rdr  радиуса-вектора rr  любой точки 
Ω∈M  равен 

.3
33

2
22

1
11 edqHedqHedqHrd rrrr

++=  
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Поэтому линейный интеграл вектора )(Mar  по ориентированной гладкой 
или кусочно-гладкой кривой Ω⊂L  будет равен  

( ) ., 332211 dqRHdqQHdqPHrda
L L

++=∫ ∫
rr    (4.53) 

В частности, для цилиндрических координат  zqqq === 321 ,, ϕρ  будем 
иметь 

,),,(),,(),,( zz ezaezaezaa rrrr
ϕρϕρϕρ ϕϕρρ ++=  

.zedzededrd
rrrr

++= ϕρ ϕρρ  
Поэтому в ЦСК линейный интеграл  

( ) ., dzadadarda z
L L

++=∫ ∫ ϕρρ ϕρ
rr    (4.54) 

Для сферических координат  ϕθ === 321 ,, qqrq  имеем 
,),,(),,(),,( ϕϕθθ ϕθϕθϕθ eraeraeraa rr

rrrr
++=  

,sin ϕθ ϕθθ edrerdedrrd r
rrrr

++=  
и, значит, в ССК линейный интеграл  

( ) .sin, ϕθθ ϕθ dradradrarda
L L

r ++=∫ ∫
rr

   (4.55) 

Циркуляция C  поля )(Mar  в криволинейных координатах 321 ,, qqq  в общем 
случае вычисляется по формуле (4.53), а в ЦСК или ССК – по формулам (4.54) 
или (4.55). 

4.82. Вычислить линейный интеграл в поле  ++= ϕ
ρ

ρϕρ ezeea
rrr

sin4  

ze
r

)( φρ ++  вдоль прямой { }0,4/ === zL πϕ  от точки )0,4/,0( π=O  до точки 
)0,4/,1( π=A . 

r В нашем случае .,,sin4 ϕρϕρ ρ
ϕρ +=== zazeaa   По формуле (4.54) 

искомый линейный интеграл 
( ) .)(sin4, dzdzedrdaI

L L

ϕρϕρρϕρ ρ +++== ∫ ∫
rr  

На прямой L  имеем .10;0,0;0,4/ ≤≤==== ρϕπϕ dzzd   
Поэтому 

.22222
1

0
∫ ∫ ===
L

ddI ρρρρ   p 

4.83.    Вычислить циркуляцию поля  
zeezea rrrr 3sin ρρϕρ ϕρ ++=  по кривой 

{ }πϕϕρ ≤≤=== 0,sin,0zL  непосредственно и по 
формуле Стокса. 
r Контур L  есть  окружность  с  центром   

в точке ),1,0(  расположенная в плоскости 0=z  (рис. 4.9). Координаты вектора 
ar :  .,,sin 3ρρϕρ ϕρ === zazaa  

1. Вычисляем циркуляцию непосредственно. По формуле (4.54) имеем 

Z 

Y 

X 

0 
1 2 

L 

ρ  
ϕ  

Рис. 4.9 
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∫ ++=
L

dzzddC .sin 32 ρϕρρϕρ  

На кривой L : .0,cos,sin;0,0 πϕϕϕρϕρ ≤≤==== dddzz  Поэтому  

∫ ∫ ===
L

ddC
π

ϕϕϕρϕρ
0

2 .0cossinsin  

2. Вычисляем циркуляцию по формуле Стокса: 
( ) ( ) ,,, 0 dsnardaC

SL
∫∫∫ ==

rrrr
rot  

где S  – поверхность, натянутая на контур L . 
Находим далее: 

.0,)cos2(3

sin

1 2

32

≠−+−−=
∂
∂

∂
∂

∂
∂

= ρϕρρ

ρρϕρ
ϕρ

ρ

ρ ϕρ

ϕρ

z

z

ezee

z
z

eee

a
rrr

rrr

r
rot  

При 0=ρ  имеем .)cos2(),,0( zezza
rr

ϕϕ −=rot  
В качестве поверхности S  возьмем часть плоскости 0=z , ограниченной 

контуром L . Тогда ,0
zen rr =  и, значит,  

( ) ( ) ,cos2,)cos2(3, 20 ϕϕρρ ϕρ −=−+−−= zeezeena zz
rrrrrr

rot  
в силу ортонормированности базиса { }zeee rrr ,, ϕρ . 

Искомая циркуляция равна:    ∫∫ −=
S

dSzC .)cos2( ϕ  

Учитывая, что 0=z  на S  и элемент площади dS  координатной 
поверхности 0=z  равен ϕρρ dddS = , окончательно получаем 

∫∫ ∫ ∫ =−=−=
S

dddSC .0coscos
0

sin

0

π ϕ

ρρϕϕϕ   p 

4.84.   Вычислить циркуляцию вектора ϕθ erRera r
rrr sin)( ++=  по 

окружности { }2/, πθ === RrL  в направлении возрастания угла .ϕ  
r В данном случае .sin)(,0, θϕθ rRaarar +===   По формуле (4.55) 

искомая циркуляция равна  

∫∫ ++=++=
LL

drRrrdrdrrRrdrC .sin)(sinsin)( 2 ϕθϕθθ  

На данной окружности L , центр которой находится в начале координат, 
имеем:  

,20;2/;0, πϕπθ <≤=== drRr  и, значит, ∫∫ ===
π

πϕϕ
2

0

222 .422 RdRdRC
L

 p 

4.85.   Вычислить линейный интеграл по данным линиям L  в векторных 
полях, заданных в цилиндрических или сферических координатах: 

1) ;cos zeeeza rrrr
ϕρϕ ϕρ ++=  L  – отрезок прямой { }.10,0, ≤≤== za ϕρ  
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2) ;sincos zeeeea rrrr
ρϕρϕ ϕρ

ρ ++=  L  – виток винтовой линии 
{ }.20,, πϕϕρ ≤≤== zR  

3)  ;cos2cos ϕθ ϕϕθθ eeeea r
r rrrr

++=  L  – полуокружность 
{ }.0,0,1 πθϕ ≤≤==r  

4)  ;sinsin 2
ϕθ ϕθθθ ereea r

rrrr
++=  L  – отрезок прямой 

{ }/ 2, 1/ sin , / 4 / 2 .rϕ π θ π θ π= = ≤ ≤  
Отв.: 1) 1;  2) 2 ;Rπ  3) 2;π  4) .12/24/ −+π  
 
 
 
 

Самостоятельная работа 

«Интегральное исчисление функций многих переменных» 
 

Структура 
1.    Изменить порядок интегрирования в двойном интеграле. 
2.    Вычислить площадь фигуры D  с помощью двойного интеграла. 
3.   Пластинка D  задана неравенствами, µ  – поверхностная плотность. Найти 
массу пластинки. 
4.   С помощью двойного интеграла найти объем тела V , заданного  
ограничивающими его поверхностями. 
5.   Вычислить тройной интеграл в ПДСК. 
6.  Найти объем тела V , заданного ограничивающими его поверхностями, 
перейдя: а) к цилиндрическим координатам; б) к сферическим координатам. 
7.  Тело V  задано ограничивающими его поверхностями, µ  – плотность. Найти 
массу тела. 
8.   Вычислить КрИ-1 по плоской кривой Γ . 
9.   Вычислить КрИ-2 по кривой Γ . 
10. Применяя формулу Грина, вычислить криволинейный интеграл (обход 
контура положителен). 
11.  Найти векторные линии поля ar . 
12.  Найти поток векторного поля ar  через часть плоскости P , расположенную 
в первом октанте (нормаль образует острый угол с осью Z). 
13.  Найти поток векторного поля ar  через замкнутую поверхность S  (нормаль 
внешняя). 
14.  Найти циркуляцию векторного поля ar  вдоль контура Γ  (в направлении, 
соответствующем возрастанию параметра t). 
15.  Доказать потенциальность векторного поля ar  и найти его потенциал. 
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Вариант 1 
 

1.  ∫ ∫
−

−

−−

1

1

1

1

2

2

.),(
x

x

dyyxfdx    Отв.: ∫ ∫ ∫ ∫
−

−− −

−

−−

+
1

0

1

1

0

1

1

1

2

2

.),(),(
y

y

y

y

dxyxfdydxyxfdy  

2.  D  – фигура, лежащая в первом квадранте, ограниченная окружностью 
,222 axyx =+  параболой axy 22 =  и прямой .2ax =           Отв.: .2/3/8 22 aa π−  

3.  { } .6,0,0,14/ 3322 yxyxyxD =≥≥≤+= µ         Отв.: .1  
4.  { }0,0,0,5,3,1 2 ≥≥≥==+== xyzyxzxyV .        Отв.: .12  
5.  ∫∫∫ +

V

dxdydzz ;)84( 3   { }.,0,1,0, xyzzxyxyV ======    Отв.: .1  

6.  а) { }.2/9,9 2222 yxzyxzV +=−−==          Отв.: .16/171π  

     б) { }.3/)(35/)(,491 2222222 yxzyxzyxV +≤≤+−≤++≤=   Отв.: .19π  
7.  V  – цилиндр радиусом R  и высотой h . Плотность µ  в каждой точке 
пропорциональна высоте этой точки и равна 1 на нижнем основании. 

Отв.: .2/)2(2 +khhRπ  

8.  ,ds
y
x

∫
Γ

 где Γ  – дуга параболы ,22 xy =  лежащая между точками )2,1(  и 

).2,2(           Отв.: .6/)3355( −  
9.  ∫

Γ

+− ,)( 2 xdydxyxy  Γ  – кривая ,2 xy =  пробегаемая от точки )0,0(  до точки 

).2,1(        Отв.: .15/8  

10. ,)()( 2222 dyyxdxyx ++−∫
Γ

 Γ  – эллипс .12

2

2

2

=+
b
y

a
x  Отв.: .0  

11. ).9,4( xya −=r         Отв.: .49 22 Cyx =+  
12. ),5,5,2( zyxa =

r   .13/2/: =++ zyxP     Отв.: .23  
13. ),4,55,6( yzxxya ++=r   { }.0,,2,2,: 22 =+==== zyxzyxyxyS   Отв.: .19  
14. ),,3,4( xxya −=r   { }.cos44,sin4,cos4: tztytx −===Γ   Отв.: .128π−  
15. ).,2,2( 22 yyzxxya −−=r      Отв.: .22 czyyxu +−=  

Вариант 2 
 

1.  ∫ ∫
−

−2

6

2

4/2

.),(
x

x

dyyxfdx    Отв.: ∫ ∫ ∫ ∫
−

+

+−

−

+−

+
0

1

12

12

8

0

2

12

.),(),(
y

y

y

y

dxyxfdydxyxfdy  

2.  { }.366,36 22 yxyxD −−=−==         Отв.: .31824 −π  

3.  { } ./,2/,0,254/1 222 yxxyxyxD =≥≥≤+≤= µ    Отв.: .5ln2  
4.  { }.0,0,0,3,,1 22 ≥≥≥==−−== xyzxyxyyxzV   Отв.: .48/π  
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5.  ∫∫∫ +
V

dxdydzx ;)21( 3   { }.,0,1,0,36 xyzzxyxyV ======    Отв.: .96  

6.  а) { }.255/)(,4 2222 yxzyxzV +=−−==    Отв.: .5π  

     б) { }.03,3/)(,644 22222 ≤≤−+≤≤++≤= yxyxzzyxV   Отв.: .42π  
7.  V  – шар ,2222 xzyx =++  плотность µ  в каждой точке равна расстоянию от 
начала координат до этой точки.      Отв.: .5/8π  
8.  ,3dsy∫

Γ

 где Γ  – арка циклоиды .20),cos1(),sin( π≤≤−=−= ttayttax  

          Отв.: .15/256 3a  
9.  ,)2()( 2 dyyxdxxy −++∫

Γ

 Γ  – дуга параболы ,2 2xxy −=  расположенная 

между точками )1,1(  и  ).3,3( −       Отв.: .12  
10. ∫

Γ

+++ ,3()( )85 dyyxdxxy  { }.)0(,0,4,1: 2222 ≥==+=+Γ yyyxyx   

Отв.: .3π  
11. ).3,2( xya =

r         Отв.: .23 22 cyx =−  
12. ),,,( zyxa =

r   .12/2: =++ zyxP      Отв.: .25  
13. ),3,,2( xyzya −+=

r { }.)0(),(2273: 2222 ≥+=+−= zyxzyxzS Отв.: .36π−  
14. ),,,( xzxza −−=

r   { }.4,sin5,cos5: ===Γ ztytx     Отв.: .25π−  
15. ).3,3( 2332 xyxyyxa −−=r     Отв.: .33 cxyyxu +−=  

 
Вариант 3 

 

1.  ∫ ∫
−3/2

0

2

2

.),(
x

x

dyyxfdx    Отв.: ∫ ∫ ∫ ∫
−

+
3/4

0

2/

0

2

3/4

2

0

.),(),(
y y

dxyxfdydxyxfdy  

2.  { }.)0(6,72 222 ≤−==+= yxyyxD          Отв.: .1218 +π  
3.  { } .,14/9/ 2222 yxyxD =≤+= µ      Отв.: .9π  
4. * { }., 222222 azxayxV =+=+=      Отв.: .3/16 3a  
5.  ∫∫∫

V

xzdxdydz;21   { }.,0,2,,0 xyzzxxyyV ======    Отв.: .64  

6.  а) .2,
9

16 2222









+=−−== yxzyxzV     Отв.: .
81
76

π  

     б) { }.33,99/)(,361 22222 xyxyxzzyxV ≤≤−+≥≤++≤=  Отв.: .43π  
7. * V  – конус высотой h  и радиусом основания ,R  плотность µ  в каждой 
точке пропорциональна  расстоянию от вершины до этой точки.  

Отв.: .11
6

2/3

2

24












−








+

h
Rhkπ  
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8.  ,∫
Γ + yx

ds  где Γ  – отрезок прямой ,2+= xy  соединяющей точки  )4,2(  и ).3,1(   

           Отв.: .2ln
2
2  

9.  ,)2()2( 22 dyyxydxxyx ++−∫
Γ

 Γ  – отрезок прямой, соединяющей точки )1,1,1(   

и ).4,3,2(           Отв.: .13  

10. ∫
Γ

+− + ),2sin2(cos)( 22
xydyxydxe yx  Γ  – контур .222 Ryx =+   Отв.: .0  

11. ).4,2( yxa =
r          Отв.: .2cxy =  

12. ),2,,2( zyxa −=
r   .12/2: =++ zyxP      Отв.: .34  

13. ),,3,( zxyza −−=
r   { }.0,2,1: 2222 =++==+ zyxzyxS    Отв.: .5π  

14. ),,,( yxza =
r   { }.0,sin2,cos2: ===Γ ztytx     Отв.: .4π  

15. ).,,2( xyzxya +++=
r      Отв.: .cxzyzxyu +++=  

 
Вариант 4 

 

1.  ∫ ∫ ∫ ∫+
1

0 9/

3

1

1

9/2 2

.),(),(
x

x x

dyyxfdxdyyxfdx     Отв.: ∫ ∫
1

0

3

.),(
y

y

dxyxfdy  

2.  { }.)0(2,44 22 >=++== aayxaaxyD          Отв.: .3/64 2a  
3.  { } .5,0,0,116/ 722 xyyxyxD =≥≥≤+= µ      Отв.: .1  
4.  { }.0,0,42,2 2 ===++== zyzyxyxV      Отв.: .5/17  

5.  ∫∫∫






 +++V zyx

dxdydz ;

3810
1

6   .0,0,0,1
3810 






 ====++= zyxzyxV     Отв.: .2  

6.  а) ( ){ }.99/,25 2222 yxzyxzV +=−−==    Отв.: .75π  

     б) { }.3,3/,24/)(0,4925 22222 xyxyyxzzyxV −≤−≤+≤≤≤++≤=   
Отв.: .175π  

7.  { } .;0,)2( 222 zzyxzV ==+=−= µ       Отв.: .3/8π  
8.  ,2∫

Γ

dsx  где Γ  – верхняя половина окружности .222 ayx =+   Отв.: .2/3aπ  

9.  ,
3 53 5

22

∫
Γ +

−

yx
dxydyx  Γ  – дуга астроиды tytx 33 sin2,cos2 == от точки )0,2(   до 

точки  ).2,0(         Отв.: .8/233 π  
10. ∫

Γ

+++ ,)()(2 222 dyyxdxyx  Γ  – контур треугольника с вершинами в точках 

).3,1(),2,2(),1,1( === CBA       Отв.: .3/4−  
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11. ).3,( yxa =
r          Отв.: .3cxy =  

12. ),2,,( zyxa =
r   .12/2: =++ zyxP      Отв.: .128  

13. ),,2,( xyxya +=
r   { }.0,,2: 2222 =+==+ zyxzxyxS    Отв.: .3π  

14. ),,,( yxxzzya −−−=
r  { }.)cos1(2,sin3,cos3: tztytx −===Γ  Отв.: .30π−  

15. ( ) .)1(,)1(1, 2

/
//









++

+
−++= − zyz

xy
yzxyxy eyey

z
xezexe

z
ear  

Отв.: .)1(/ ceexeu zyzxy ++++= −  
 

Вариант 5 

1.  ∫ ∫ ∫ ∫
− −

+
0

3

3 3

0

3

.),(),(
x x

dyyxfdxdyyxfdx     Отв.: ∫ ∫
−

3

1

.),(
y

y

dxyxfdy  

2.  .)0(,0,2,
4

8
22

3









>==
+

== axyx
ax

ayD       Отв.: ).1(2 −πa  

3.  { } .30,0,0,14/ 7322 yxyxyxD =≥≥≤+= µ  Отв.: .1  
4.  { }.0,14 22 ==++= zzyxV        Отв.: .4/π  
5.  ∫∫∫ +

V

dxdydzyx ;)3( 22   { }.0,0,0,1,10 ====+== zyxyxxzV        Отв.: .1  

6.  а) { }.2/23,2/21 2222 yxzyxzV −−=+==      Отв.: .4π  

     б) { }.3,3/,24/)(0,491 22222 xyxyyxzzyxV −≤−≤+≤≤≤++≤=   
Отв.: .112π  

7.  { } .)1/(1;0,1 4+++=====++= zyxzyxzyxV µ     Отв.: .48/1  

8.  ,22∫
Γ

+ dsyx  где Γ  – кривая ),cos(sin),sin(cos tttaytttax −=+=  .20 π≤≤ t

       Отв.: ( )[ ] .6/141
2/322 −+ πa  

9.  ,)()( 222∫
Γ

+++ dyyxdxyx  Γ  – ломаная ABC ; ).5,3(),2,3(),2,1( === CBA  

          Отв.: .3/194  
10. ∫

Γ

−−+ ,)()( dyyxdxyx  Γ  – контур, образованный параболой AmB  и хордой 

AnB , где ).3,2(),0,1( == BA   
11. ).4,( yxa =

r          Отв.: .4cxy =  
12. ),12,,( zyxa −=

r   .12/2: =++ zyxP   
13. ),3,2,( yzxyzyxa +−++=

r   { }.0,,1,2,: 22 =+==== zyxzxxyxyS  
Отв.: .5  
14. ),,,2( xzya −=

r   { }.sincos4,sin,cos: ttztytx −−===Γ   Отв.: .2π−  
15. ( ).sin,sin,cos xyxyxzxyyza =

r     Отв.: .sin cxyzu +=  
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Вариант 6 

1.  ∫ ∫ ∫ ∫
−

−

−

−

+
2/2

0

1 0

2/2

12 2

.),(),(
y

y

y

y

dxyxfdydxyxfdy   

Отв.: ∫ ∫∫ ∫
−

−

−−−

+
1

2/2

1

1

2/2

0

2

2

.),(),(
x

x

x

x

dyyxfdxdyyxfdx  

2.  { }.)0(,0,,2,2 2222 bayxybxyxaxyxD <<===+=+=   

Отв.: ).2)((
4
1 22 +− πab  

3.  { } ./,3/2,0,34/9/1 22 xyxyyyxD =≤≥≤+≤= µ   Отв.: .2ln2  
4.  { }.0,0,0,42,4 2 ====+−== zyxyxxzV               Отв.: .3/40  
5.  ∫∫∫ +

V

dxdydzzy ;)9060(   { }.0,,1,0, 22 =+===== zyxzxyxyV     Отв.: .23  

6.  а) ( ){ }.80/,9 2222 yxzyxzV +=−−==              Отв.: .16π  

     б) { }.3/3,3/)(,10016 22222 xyxyxzzyxV −≤≤−+≤≤++≤=   
Отв.: .78π  

7.  V  – круговой цилиндр радиусом R  и высотой h ; плотность µ  в каждой 
точке равна квадрату расстояния от этой точки до центра основания цилиндра.
       Отв.: .6/)23( 222 hRhR +π  

8.  ,
422∫

Γ ++ yx
ds  где Γ  – отрезок прямой, соединяющей точки )0,0(  и )2,1( . 

         Отв.: .
2

35ln +  

9.  ,∫
Γ

++ zxdzyzdyxydx  Γ  – четверть окружности ,sin,cos: tytxOA ==  ,1=z  

пробегаемая в направлении возрастания .t     Отв.: .6/1  
10. ∫

Γ

+−+ ,)()( 222 dyyxdxyx  Γ  – контур треугольника с вершинами в точках 

).5,2(),2,3(),1,1( === CBA       Отв.: .3/140−  
11. ).6,3( zxa =

r         Отв.: .2cxy =  
12. );8,3,( zyxa =

r   .12/2: =++ zyxP      Отв.: .1  
13. ),5,,7( zyxzxa +−=

r   { }.1,2,,2,: 2222 ===+=+= xxyxyyxzyxzS   
Отв.: .7  

14. ),,,( 2zxxza =r   { }.sin,sin,cos: tztytx ===Γ     Отв.: .π  
15. ( ).,,1 xyxzyza +=

r       Отв.: .cxyzxu ++=  
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Вариант 7 

1.  ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
− −

−

++
2

0 0

4

2

10

0

7

4

10

4

2

.),(),(),(
x x x

x

dyyxfdxdyyxfdxdyyxfdx   

Отв.: ∫ ∫∫ ∫
−+

+
8

3

103

0

4

33

.),(),(
y

y

y

y

dxyxfdydxyxfdy  

2.  { }.16),2/(1,2/ ==== xxyxyD          Отв.: .4ln21−  
3.  { } .7,0,125/ 422 yxyyxD =≥≤+= µ      Отв.: .10  
4.  { }.0,9,5 22 ==+== zyxxzV       Отв.: .90  

5.  ∫∫∫ 





 +

V

dxdydzx ;
3
5

3
10   { }.0,,1,0,9 ====== zxyzxyxyV    Отв.: .25  

6.  а) { }.2/3,1 2222 yxzyxzV +=−−==     Отв.: .48/19π  

     б) { }.3,0,99/)(,494 22222 xyyyxzzyxV ≤≤+≥≤++≤=  Отв.: .78π  

7.  V  – тело, вырезанное из октанта шара ,2222 czyx ≤++   ,0,0,0 ≥≥≥ zyx  
ограниченное координатными плоскостями и плоскостью 

);,(,1// cbcabyax ≤≤=+  плотность µ  в каждой точке пропорциональна 

аппликате этой точки.      Отв.: ).(
24

222 babcab
−−  

8.  ,)(∫
Γ

+ dsyx  где Γ  – правый лепесток лемнискаты ϕρ 2cos22 a= .  

Отв.: ).1756(
54
1

−  

9.  ,
2222∫

Γ +−−++

++

zyxzyx
zdzydyxdx  Γ  – отрезок, пробегаемый от точки )1,1,1(    до 

точки ).4,4,4(         Отв.: .33  
10. ∫

Γ

−−− ),)sin()cos1(( dyyydxyex  { }.sin0,0 xyx ≤≤≤≤=Γ π   

Отв.: .5/)1( π−  
11. ).9,4( xza −=

r        Отв.: .49 22 czx =+  
12. );6,,( zyxa −=

r   .12/2: =++ zyxP      Отв.: .17  
13. ),11,7,17( zyxa =

r   { }.,),(2,: 2222 xyxyyxzyxzS ==+=+=  Отв.: .3  
14. ),,3,( 32 yyxa −=

r   { }.5,sin,cos: ===Γ ztytx     Отв.: .8/π  
15. ( ).45,65,52 zxyyxzyzxa +−+=

r  Отв.: .253 222 czxyzyxu +++−=  
 

Вариант 8 

1.  ∫ ∫
e x

dyyxfdx
1

ln

0

.),(        Отв.: .),(
1

0
∫ ∫

e

e y

dxyxfdy  
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2.  { }.6,4 2 =+−== yxyyxD            Отв.: .6/1  
3.  { } .35,0,19/ 3422 yxyyxD =≥≤+= µ      Отв.: .36  
4.  { }.0,0,63,1223,6 ===+=+=++= zyyxyxzyxV    Отв.: .12  
5.  ∫∫∫ +

V

dxdydzz ;)189(   { }.0,,1,0,4 ====== zxyzxyxyV       Отв.: .34  

6.  а) ( ){ }.63/,36 2222 yxzyxzV +=−−==     Отв.: .126π  

     б) { }.3/,3,24/)(0,644 22222 xyxyyxzzyxV ≤≤+≤≤≤++≤=   
Отв.: .28π  

7.  { };0,0,0, ====++= zyxazyxV  плотность µ  в каждой точке 
пропорциональна аппликате этой точки.       Отв.: 

.24/4a  
8.  ,22∫

Γ

+ dsyx  где Γ  –окружность .22 axyx =+     Отв.: .2 2a  

9.  ,)()()(∫
Γ

−+−+− dzxyzdyzxydxyzx  где Γ  – ломаная  

),0,0,(: aAABCA =  ).,0,0(),0,,0( aCaB ==     Отв.: .3a  
10. ∫

Γ

++− ,)()( 22 dyyxdxxy  Γ  – контур, ограничивающий круговой сектор 

радиусом R  с углом .2/0 πϕ ≤≤      Отв.: .3/2  
11. ).3,2( xza =

r         Отв.: .4cxz =  
12. );5,2,( zyxa =

r   .12/2: =++ zyxP     Отв.: .32  
13. ),3,2,( zyxa −=

r   { }.2,: 22 xzyxzS =+=     Отв.: .π  
14. ),,,7( yzxza −=

r   { }.3/1,sin6,cos6: ===Γ ztytx    Отв.: .3π−  
15. ( ).,, xyxzyza =

r        Отв.: .cxyzu +=  
Вариант 9 

1.  ∫ ∫
−+

−

1

0

11

2

2

.),(
y

y

dxyxfdy        Отв.: .),(
2

1

2

2

2

∫ ∫
−

−

xx

x

dyyxfdx  

2.  { }.0,22 =+−== yxyyxD            Отв.: .6/1  
3.  { } .,19/4/ 222 xyxD =≤+= µ       Отв.: .6π  
4.  { }.0,0,1,,1 2 ====++== zyxxyyxzV     Отв.: .60/79  
5.  ∫∫∫

V

dxdydzy ;3 2   { }.0,,2,0,2 ====== zxyzxyxyV     Отв.: .128  

6.  а) { }.18,144 2222 yxzyxzV +=−−==     Отв.: .684π  

     б) { }.30,15/)(3/)(,819 2222222 xyyxzyxzyxV −≤≤+−≤≤+−≤++≤=   
Отв.: .39π  

7.  { };, 222 zyxhzV =+==  плотность µ  в каждой точке пропорциональна 
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аппликате этой точки.        Отв.: .4/4hπ  

8.  ,∫
Γ x

yds  где Γ  - дуга полукубической параболы 32 )9/4( xy =  от )32,3(=A  до 

).3/232,8(=B         Отв.: .45/2152  
9.  ,)()()( 222222∫

Γ

−+−+− dzyxdyxzdxzy  Γ  – граница части сферы 

,1222 =++ zyx  (лежащей в первом октанте), пробегаемая по ходу часовой 
стрелки с положительной полуоси Y.     Отв.: .0  
10. [ ]∫

Γ

+++++ ,)ln( 2222 dyyxxxyydxyx  Γ  – контур прямоугольника 

{ }.20,40 ≤≤≤≤ yx         Отв.: .8  
11. ).8,4( zya =

r        Отв.: .23 22 czx =−  
12. );5,4,( zyxa =

r   .12/2: =++ zyxP      Отв.: .16  
13. ),2,0,2( zyyxa ++=

r   { }.)(4),(42: 2222 yxzyxzS +=+−=    Отв.: .π  
14. ),,,( 2yxxya =r   { }.sin,sin,cos: tztytx ===Γ     Отв.: .π  
15. ( ).,, yxzxzya +++=

r      Отв.: .cyzxzxyu +++=  
Вариант 10 

1.  ∫ ∫
−

−

1

0

1

2/)1(

2

2

.),(
x

x

dyyxfdx     Отв.: .),(),(
1

2/1

1

0

2/1

1

1

21

22

∫ ∫∫ ∫
−−

−

+
yy

y

dxyxfdydxyxfdy  

2.  { }xyxxyD 2,4 222 =−==  (вне параболы).       Отв.: .3/162 −π  
3.  { } ./,4,0,916/1 322 xyxyyyxD =≥≥≤+≤= µ    Отв.: .3ln8  
4.  { }.,2/,0,1// 2222 xzxzybyaxV ====+=    Отв.: .3/2ba  

5.  
( )∫∫∫ +++V zyx

dxdydz ;
6/4/2/1 4   { }.0,16/4/2/ ====++= zyxzyxV     Отв.: .1  

6.  а) { }.,),(2, 22222 xyxyyxzyxzV ==+=+==    Отв.: .35/3  
     б)* { }.)0(,2)( 2222 >=++= aaxyzzyxV      Отв.: .45/3a  
7.  V  – сферический слой между поверхностями ,2222 azyx =++  

;4 2222 azyx =++  плотность µ  в каждой точке обратно пропорциональна 
расстоянию  точки от начала координат.     Отв.: .61 2aπ  
8.  ,∫

Γ

xyds  где Γ  – контур прямоугольника, ограниченного прямыми 

.2,4,0,0 ==== yxyx        Отв.: .24  
9.  ,∫

Γ

++ xdzzdyydx  Γ  – отрезок ,CO  где ).,0,0( aC =    Отв.: .2/3 2a−  

10. ∫
Γ

++ ,)( 22 dyyxdxy  Γ  – контур треугольника с вершинами 
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).2,0(),2,2(),0,2( === CBA       Отв.: .3/16  
11. ).3,( zya =

r          Отв.: .3cyz =  
12. );,,( zyxa =

r   .132: =++ zyxP      Отв.: .5  
13. ),,23,32( zyxzxzya +++−=

r   { }.0,4,1: 22 =−−==+ zyxzyxS Отв.: .4π  
14. ),,,( 2 yzxa −=r   { }.3sin3cos4,sin3,cos2: −−===Γ ttztytx       Отв.: .60π  
15. ( ).,,2 22 yxzxxyza =

r       Отв.: .2 cyzxu +=  
 

Вариант 11 

1.  ∫ ∫ ∫∫
−

+
1

0 1

1

ln

1

1

.),(),(
e

xx

dyyxfdxdyyxfdx     Отв.: .),(
1

0 1
∫ ∫

−

ye

y

dxyxfdy  

2.  { }.733,01322 =−=+−+= yxxyyD          Отв.: .18/125  
3.  { } .11,0,19/ 822 xyxyxD =≥≤+= µ      Отв.: .2  
4.  { }.0,0,4,0,4,122 =====++== zyyxxyxzV   Отв.: .3/560  
5.  ∫∫∫

V

dxdydzx ;2   { }.0,1),3(10 ====++== zyxyxyxzV    Отв.: .1  

6.  а) { }.1/// 222222 =++= czbyaxV      Отв.: .
3
4 abcπ  

     б) .
3

3,
3

,14436
22

222













≤≤
+

≤≤++≤=
xyxyxzzyxV        Отв.: .126π  

7.  { };0,0,0,4,)(25 22222 ====+=+= zyxyxzyxV  ).(2 22 yx +=µ    
              Отв.: .32π  
8.  ( ) ,3/43/4∫

Γ

+ dsyx  где Γ  – дуга астроиды .0,3/23/23/2 >=+ aayx     

          Отв.: .4 3/7a  
9.  ,)()()(∫

Γ

−+−+− dzyxdyxzdxzy  Γ  – виток винтовой линии 

.20,,sin,cos π≤≤=== tbtztaytax     Отв.: ).(2 baa +− π  
10. ∫

Γ

− ,ydxxdy  Γ  – контур, ограниченный параболами ., 22 yxxy ==   

          Отв.: .3/2  
11. ).8,2( zxa =

r         Отв.: .4cxz =  
12. );,,2( zyxa =

r   .132: =++ zyxP      Отв.: .4  
13. ),,,2( yxzxa +−=

r   { }.0,,2: 2222 =+==+ zyxzyyxS   Отв.: .3π−  
14. ),,,( yxxzzya −−−=

r   { }.)cos1(3,sin2,cos2: tztytx −===Γ Отв.: .20π−  
15. ( ).,2/, 22 zyxyxxzxyyza +−−=r       Отв.: .2/2/ 222 czyyxxyzu ++−=  
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Вариант 12 

1.  ∫ ∫ ∫∫
−

+
1

0

2

1

2

00

.),(),(
3 yy

dxyxfdydxyxfdy     Отв.: .),(
1

0

2

3
∫ ∫

−x

x

dyyxfdx  

2.  { }.52,4 22 xxyxxyD −=−==           Отв.: .2/27  
3.  { } ./,2,0,516/4/1 22 yxxyxyxD =≥≥≤+≤= µ    Отв.: .2ln4  
4.  { }.01232,2/2 =−+== yxyzV       Отв.: .16  
5.  ∫∫∫ +

V

dxdydzzy ;)128(   { }.0,23,1,0, 22 =+===== zyxzxyxyV  Отв.: .17  

6.  а) { }.6,2,1,0,22 xyxyyzyxzV −====+==    Отв.: .
32
1578  

     б) { }.)()( 2222222 yxazyxV +=++=      Отв.: .
4

32aπ  

7.  { };0,4,9 22222 ≥≤+=++= yyxzyxV       Отв.: .14π  
8.  ,∫

Γ

xyds  где Γ  - контур квадрата .0, >=+ aayx   Отв.: .0  

9.* ,∫
Γ

++ xdzzdyydx  Γ  – окружность:  ,sincos,coscos tRytRx αα ==

 ),(,sin constRz == αα  пробегаемая в направлении возрастания 
параметра.           Отв.: 

.cos22 απR−  
10. ∫

Γ

− ,ydxxdy  Γ  – астроида: .20,sin,cos 33 π≤≤== ttaytax    

           Отв.: .4/3 2aπ  
11. ).3,( zxa =

r          Отв.: .3cxz =  
12. );,3,2( zyxa =

r   .132: =++ zyxP      Отв.: .1  
13. ),3,,52( xyyzxya −−−=

r   { }.0,4/1,13: 2222 ==+++= zyxyxzS   
Отв.: .5π−  

14. ),,,2( 2xxza −−=
r   .8,sin

3
1,cos

3
1:







 ===Γ ztytx    Отв.: .9/π−  

15. .
1

,
1

,
1 222222222 









+++
=

zyx
xy

zyx
zx

zyx
yzar  Отв.: ).(xyzarctgcu +=  

 
Вариант 13 

1.  ∫ ∫ ∫∫ +
4/

0

2/

4/

cos

0

sin

0

.),(),(
π π

π

yy

dxyxfdydxyxfdy    Отв.: .),(
2/1

0

arccos

arcsin
∫ ∫

x

x

dyyxfdx  

2.  { }.5,2,5,/2 ===== yyeyxyD x           Отв.: .3  
3.  { } ./,3/2,0,54/9/1 22 yxxyxyxD =≥≥≤+≤= µ   Отв.: .2ln9  
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4.  { }.0,2/,4 22 ==−== zxyyzV      Отв.: .
21
412  

5.  ∫∫∫ +
V

dxdydzy ;)21(63   { }.0,,1,0, ====== zxyzxyxyV   Отв.: .32  

6.  а) { }.0,8,)( 322 ≥=+== zzyxzV      Отв.: .5/96π  
     б) { }.)( 33222 xyzazyxV =++=      Отв.: .6/3a  
7.  { };0,0,0,6,1 2222 ≥≥==+=+= yxzzyxyxV    .90y=µ  Отв.: .3  
8.  ,)( 22∫

Γ

+ dsyx  где Γ  – дуга логарифмической спирали ϕρ 3ae=  от )0,(aA =  до 

).0,0(=O         Отв.: .15/105a  
9.* ,∫

Γ

++ zxdzyzdyxydx  Γ  – дуга окружности ,,2222 xzRxzyx ==++   

расположенная по ту сторону от плоскости XZ, где .0>y    
Отв.: .)16/26/1( 3Rπ+  

10. ∫
Γ +

+ ,
yx
dydx  Γ  – граница квадрата с вершинами ).1,0(),0,1(),1,0(),0,1( −−  

           Отв.: .0  
11. ).9,4( yza −=

r        Отв.: .49 22 czy =+  
12. );4,3,2( zyxa =

r   .132: =++ zyxP      Отв.: .13  
13. ),,2,( xzyxzya +−+=

r   { }.0,1,1: 2222 =−+==+ zyxzyxS    Отв.: .π−  
14. ),,3,( 2 yzxa −=r   { }.3sin4cos2,sin4,cos: +−===Γ ttztytx  Отв.: .152π−  
15. ( ).,, zexya =

r        Отв.: .cexyu z ++=  
Вариант 14 

1.  ∫ ∫ ∫∫
−

− −+−

+
1

2

0

1

00

)2( 3

.),(),(
xx

dyyxfdxdyyxfdx     Отв.: .),(
0

1 )2(

3

∫ ∫
− +−

y

y

dxyxfdy  

2.  { }.)0(,6,12 222 ≥==+= xyxyxD          Отв.: .23 +π  
3.  { } .,0,0,19/4/ 522 yxyxyxD =≥≥≤+= µ     Отв.: .12  
 
4.  { }.0,/, 23222 ≥==+= zaxzryxV     Отв.: ).15/(4 25 ar  
 
5.  ∫∫∫ +

V

dxdydzyx ;)(   { }.0,6030,1,0, 22 =+===== zyxzxyxyV  Отв.: .16  

6.*  а) { }.)0(,0,2, 2222222 >>=+++== zazayxyxzV  Отв.: .3/)22( 3a−π  

       б) { }.,2 22222 yxzazzyxV +≥=++=     Отв.: .3aπ  
7.  { };0,0,0,9,4 222222 ≥≥≥=+=++= zyxzyxzyxV   .10z=µ  Отв.: .9π  
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8.  ,∫
Γ

xyds  где Γ  – четверть эллипса ,1// 2222 =+ byax  лежащая в первом 

квадранте.      Отв.: )).(3/()( 22 bababaab +++  
9.*  ,)()()( 222222∫

Γ

+++++ dzyxdyzxdxzy  Γ  – линия пересечения 

поверхностей  ,0,0,2,2 22222 ≥<<=+=++ zRrrxyxRxzyx   пробегаемая 
против хода часовой стрелки, если смотреть с положительной полуоси Z. 
  

10. ∫
Γ +

−++ ,)()(
22 yx

dyxydxyx  Γ  – окружность .222 Ryx =+  Отв.: .2π−  

11. ).3,2( yza =
r        Отв.: .23 22 czy =−  

12. );8,9,( zyxa =
r   .132: =++ zyxP     Отв.: .9  

13. ),2,3,3( zyzyxa −−=
r   { }.2,: 22 yzyxzS =+=    Отв.: .4π  

14. ),,2,( 2 yzxa −=r   { }.1sin4cos6,sin4,cos6: +−===Γ ttztytx Отв.: .120π−  

15. ( ).,,1
222

zyx
zyx

a
++

=
r    Отв.: .222 czyxu +++=  

 
 
 
 

Вариант 15 

1.  ∫ ∫ ∫∫ +
1

0 1

1

ln0

.),(),(
e

y

y

dxyxfdydxyxfdy     Отв.: .),(
1

0 2
∫ ∫

xe

x

dyyxfdx  

2.  { }.)0(,0,6,72 22 ≥==−== yyyxyxD          Отв.: .69 +π  
3.  { } .,125/4/ 422 xyxD =≤+= µ      Отв.: .20π  
4.  { }.0,,/ 22 ==+== zaxyxaxyzV      Отв.: .24/3a  

5.  
( )∫∫∫ +++V zyx

dxdydz ;
16/4/6/1 5   { }.0,116/4/6/ ====++= zyxzyxV   

Отв.: .5  
6. а*) { },)(,4,1 2222 byaxyxzyxyxV +=+=+=+=  { },0,0,0 >>= yxz  
{ }.0,0 >> ba         Отв.: .8/)(3 ba +π  
        б) { }.0,)( 32222 >=++= axazyxV      Отв.: .3/3aπ  
7.  { };4,16 22222 ≤+=++= yxzyxV    .z=µ    Отв.: .56π  

8.  ,∫
Γ

dsy  где Γ  – лемниската .2cos22 ϕρ a=   Отв.: ).22(2 2 −a  

9.  ,∫
Γ

++ xydzxzdyyzdx  Γ  – окружность .9,9 22222 =+=++ yxzyx  Отв.: .0  
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10*. ∫
Γ +

− ,22

22

yx
ydyxdxxy

Γ  – правый лепесток лемнискаты .2cos22 ϕρ a=  Отв.: .0  

11. ).10,5( yxa =
r           Отв.: .2cxy =  

12. );17,11,8( zyxa =
r   .132: =++ zyxP      Отв.: .1  

13. ),,,( xzzyyxa +++=
r   { }.0,,1,4,2: 2 ===== zyzxxyxyS   Отв.: .14  

14. ),,4,( 32 xyxa −=
r   { }.4,sin2,cos2: ===Γ ztytx     Отв.: .8π  

15. ( ).,,222 zyxzyxa ++=
r          Отв.: .)( 3222 czyxu +++=  
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