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Введение
Настоящее пособие является шестой частью «Сборника задач по высшей 

математике в десяти частях», издаваемого кафедрой высшей математики БГУИР. 
В  ч. 6 приводятся в концентрированной форме задачи и упражнения по инте­
гральному исчислению функций одной переменной: неопределённый и опреде­
ленный интегралы, несобственные интегралы, а также их приложения, физиче­
ские и геометрические. Пособие будет полезным не только студентам вузов, но 
и преподавателям, ведущим занятия в студенческих группах.

В  конце пособия приводятся 15 вариантов самостоятельной работы по 
интегральному исчислению функций одной переменной.

В  пособии знаком (*) отмечены наиболее трудные задачи, требующие для 
их решения определённой смекалки и изобретательности. Начало решения за­
дачи отмечено знаком Д, конец решения - знаком А, указание- 
знаком • ,

1. Неопределенный интеграл

1.1. Первообразная и неопределенный интеграл

Свойства первообразной и неопределенного интеграла. Таблица ос­
новных неопределенных интегралов. Непосредственное интегрирование. 
Интегрирование подстановкой (замена переменной интегрирования). Ин­
тегрирование по частям.

Функция F  (х )  называется первообразной функции / (х ) на интервале 
(а,Ь ), если F  (х ) непрерывна на (а,Ъ ), дифференцируема в каждой внутрен­
ней точке этого интервала и F  '(х )  = / (х ) ,  V x  е ( а ,Ъ ).

Для каждой непрерывной функции / (х ) первообразная существует.
Две первообразные ^ (х )и  F 2 ( x )  одной и той же функции / (х )  отли­

чаются на константу С , т.е. F x(х) = F 2(х) + С .
Совокупность всех первообразных функции / (х ) называется неопреде­

ленным интегралом от функции / (х )и  обозначается
\ f (x )d x .

Итак, по определению
| / ( x)dx  = F  (х ) + С , (1.1)

где F  (х ) - любая первообразная функции /  (х )
Символ | называется знаком интеграла, / ( х ) -  подынтегральной 

функцией, f(x )d x  — подынтегральным выражением, х — переменной интегри­
рования.



1.1. Найти любую первообразную функции / (х ) = cos х, х е R, и её нес 
ределенный интеграл.

А Так как (sin х )' = cos х,х е R , то F (x ) = sinx, и, знач: 
J  cos xdx = sin х + С . А

Неопределенный интеграл обладает следующими свойствами:
1° j/ (x d x  ) ' = f ( x ) ;  20 d ( j  f (x )d x )  = f (x )d x ;

3° jf'(x )d x  = f (x )  + C; 4° \d f (x ) = / ( * )  + C ;
5° (Линейность неопределенного интеграла). Если f (x )  и g (x ) имеют 

( a ,b ) первообразные F  (х )  и G (x ), то для любых а  и /? из R

_[(«/(х ) + P g (x )d x  = or J/ (x ) Jx  + Р  jg (x )d x  - a F (x ) + f iG (x ) + С. 
6° Если F  (х )-  первообразная функции f  (х )  , то для любых а^(

b e R

f /  (ах + b)dx = —F  (ах + b ) + С . 
а

Приведем теперь таблицу основных неопределенных интегралов. 
Каждая из нижеприведенных формул справедлива на промежутке, : 

определена подынтегральная функция.
r «+i лг 1

1. fxadx = - —  + C ,c t* - l. 2. f— — — ■ = —lnlax + b\ + C ,a  Ф 0.
J a  + 1 - ’ax + b a

3. \ a xdx -  —— + C , 0 < a ^ l. 4. \exdx=ex+C.
J In a J

5. Jsinxflk = -cosx + C .
„  r dx , ^7. J -5— dx = ?gx + C .

cos x
farcsinx + C;

-arccosx + C.

6. J  cos xdx = sin x + С . 

8. J  ; ^  dx = -  cigx + С .
sm

9

11. |с/ш& = s/zx + С.

10. Js/mfe = c/zx + C.

12. J

dx
sh2x

-cthx + C.

15. j

I?- J

dx
2 2 x - a 2 a

-In x — a
x + a

14. f-

0 16. J

dx
ch2x 

dx

= thx + C.

2 , 2 x + a
dx

1 . x n —arctg—, a -t- u. 
a a

X
= arcsin т-г +  С , а ^ 0

\ a \

dx
F T a 2

■ = ln(x + s/x2 ± a 2), а Ф 0.
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Свойства неопределенного интеграла и таблица основных интегралов по- 
яяют вычислить некоторые интегралы так называемым методом непосред- 
'нного интегрирования.

1.2. Найти интегралы:
т гл/4 + х 2 + 2 ^ 4  — х 2 , с 2 та) lj = J----- ===-■■■:_:-.---- dx; б) 12 = J ctg xdx.

•v 16 -  х 4
А а) Проведем очевидные преобразования в подынтегральном выраже­

нии для х =£ ±4:

I] = f-7= =  + 2 j ------- = arcsin- + 21n(x + V4 + x2) + C.
л/4-х2 л/4 + х2 2

2 1б) Так как c/g x = — ----1, to
sin x

I 2 = f— j--- fdx -  -ctgx - x + C. A
sin x

1.3. Найти интегралы:

1) j-^x-j x-Jx dx; 2) | dx

3) fe2xexdx; 4) js'm2—dx.

Отв.: 1) — xVx7 + С; 2) — ^=ln1
15 v 2 Ж

хл/З -  л/5
сл/З + л/5

+ С;

2 2х ех _ x-sinx3) ---------+ С ; 4) -------+ С.
1 + 2 In 2 2

1.4.* Верны ли следующие утверждения: а) если / (х )-  периодическая 
функция, то и F ix )-  периодическая функция; б) если f ix ')-  нечетная функция, 
то F ix )— четная функция.

Отв.: а) неверно; б) верно.
В  вычислении неопределенных интегралов большую роль играет метод 

интегрирования подстановкой (заменой переменной интегрирования), суть ко­
торого раскрывает следующая теорема.

Теорема 1.1. Пусть на ia ,b ) определена сложная функция f((p {x )), 
функция t = (pix) непрерывна на интервале (а, Ь) и дифференцируема во всех 
внутренних точках этого интервала. Тогда если существует интеграл 
J / (l)d t, то  существует интеграл | / (cp(x))cpju(x)dx, причем

\fi<Pix))<P'ix)dx = \ fit)d t 

Формула (1.2) называется формулой интегрирования подстановкой.
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Если на (а,Ъ) для функции t = ф{х) существует обратная фун
х = ф "1 (t), то формулу (1.2) 
можно переписать в виде

^f(<p(x))v'(x)dx 

или, поменяв местами t и х ,
х = <р *(0 >

J  f{x )d x  = \/(ф (х))ф '( f)dt
t = m 1

(* ). О-з:

Формула (1.3) называется формулой замены переменной в неопрес 
ном интеграле.

1.5. Найти интегралы:

а) ]х 3л/зх4 -к/х; б) J---р = ;  в) -dx; r)
x2V l + x2 *  - x + 1 C0SJ(

А а) По формуле (1.2), положив в ней / = ̂ (х ) = Зх4 -1, / (/ ) = 4t, пол 

|х3л/зх4 — Idx = —  |л/3х4 -1(3х4 - 1)'с/х = ^ ]л /3 х 4 ~l<i(3x4 -1 

= —  \4tdt = — V f7 + С  = — (Зх4 - 1)л/3х4 -1 + С.
1 2 1 14 14

б) Введем замену переменной по формуле х = 1/̂ ,тогда dx — — dt/12 
Значит,

j - *  -  - 1 * * - = - ь й _ = - = - 4 ? T i  ♦ с :
X“ -\/l + X } + J_  V r  +1

,2

-V + i + c .
X 2

в) Выделим в числителе производную 2х-1 знаменателя х - 
Дальнейшие преобразования следующие:

, Зх-1 „ г л:-1/3 3 r(2x~ 1) + i 3 f(2x-l)& 1 f
=:3- = 2-fl ^ T £fe:= 2 > V ^ i +2 \ x- ll2 ? +:

3 , d { x 2 - x  + \) 1, d ( x - 1/2) _ 3  2 ^ 1

x+1^ s arctg S  + a
г) Имеем
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QST _2 X  . y Xcos' — sm — 
2 2

=2 f =2J-

- dtgt
■tg2t~  I

-In tg t- l 
tgt + l

: In

_<#_____ =2 fA M L .
cos2 /-sin2/ Jcos? / (i- ^ 2/ l~ tg2t

tg(x/2) +1
/g(x/2 -1

+ C. A

1,6. Вычислить интегралы:

1, f - * - .  2.J-  Л

4, j- 

7- j'

V l7 - 4 x - x 2’

V e *+ l'

5. |sin2(ax + &)rf)c.

3. j

6.j-

fife
15 x 2 - 34 x + 15
(3x -  2)ifo

2 *

C&

(x - vy j x2 — 3x + 2
, x > 2 .

3. Jx3V>  — lc6c. 9. J-sin xafx
cosx

2 —3x + 5x

10.

_ _  . 1, 1-cosx _  „  , -ve^ +1-1Отв.: 1. - In - ----- + C. 2. In—=====---
2 1 + cosx ~Jex + 1+1

+ C. 3,— in 
16

3x-5
5x-3

+ C.

. x + 2 
4. arcsm-7= + C. 

V21
5. sin2(ax + 5) + C. 

2 4a V ’

6. —  ln(2-3x + 5x2) ----=
10 5л/зТ

11 , 10x-3 _arc/g— p=— + C.
V 3 l

7. 2 ,j—— - + C.
X — 1 »--5S ■ l )5 + у  (x2 - l )3 +C.

9. — Vcos5x - l^ cosx  + C. 10. sinlnx + C. 
5

1.7. Доказать равенство

J(^ (x ))“  (p'(x)dx -
<p(x)a+1

a  +1
+ С,ог?*-1,

ln (^ (x )) + C >ar = - l.
Другим эффективным методом вычисления неопределенных интегралов 

является метод интегрирования по частям. Суть его в следующем.
Если и ~ и (х ) и v = v(x) непрерывны на (а,Ъ) и дифференцируема во

всех внутренних точках этого интервала и если существует интеграл J"vu'dx, 
тогда существует и интеграл Juv'dx, причем



(1.4)
Формула (1.4) называется формулой интегрирования по частям.

Часто интеграл jvdu вычислить проще, чем исходный интеграл judv.
1.8. Вычислить интегралы:

a) Ij = jx cos, xdx; б) I 2 = Jarcsin2 xdx.
А а) Положим u ~ x - > d u -  dx\ dv = cos xdx => vsinx:
По формуле (1.4.) получаем

Ij = xsin x -  Jsin xdx = xsin x + cos x + C.
б) Для вычисления этого интеграла придется применить интегрирование 

по частям дважды. Имеем.

и = arcsin2 х,

I 2 = jarcsin2 xdx = du = ( 2arcsinх)/ V 1- x2, 

dv = dx —> v = x.

= x arcsin 2 x ■x arcsin xdx

л! 1 — x2

= xarcsin2 x + 2v l  — x2 arcsm x -

2 Jcfe + С  = x arcsin2 x + 2л/Г- x2 arcsin x -  2x + C. A

1.9.* Для интеграла

получить рекуррентную формулу
\

J
(1-5)

А Проинтегрируем I п по частям:



•геле подынтегральной функции прибавим и вычтем а2.

Сх2 + а2)п
х

Отсюда и вытекает формула (1.5).

найти 12, а зная 12,можно найти 13 и т.д. А
Замечание. При интегрировании по частям возникает вопрос: что вы­

брать в качестве и, а что отнести к dv в исходном интеграле? Здесь можно ре­
комендовать следующее.

Если подынтегральное выражение имеет вид Р„(х )е dx, то в качестве и

ныбирается многочлен ах (п -й степени). Если в подынтегральном выражении 
имеется трансцендентная функция (к таковым относятся логарифмическая 
функция, обратные тригонометрические функции), то эта функция (или её сте­
пень) и выбирается в качестве и = и(х).

1.10. Найти интегралы:

3. jx 2 arcsm 2xdx.

5. J(x 2 + 1)2 cos xdx.

\ x J  
9. Jsinlnxrfx. 10. JearccosV x .

9



X 1 I x2Отв.: 1. — tg2x + —lncos2x--- + C. 2. \ntg:
2 4 1 1 a a

„3 о 2 , 1 ,---------  /  on ooN

-cosxln?gx + C.

3 . ^
3

. „  2x2 +1 /Г—Т Т  _  (  2 20 38> 3* _• arcs sm 2x4-----------------------------------^ l- 4 x  +C. 4. x ----- хч -(-C.
36 V 3 9 J  3

5. (x4 -10x2 + 21)sinx + 4x(x2 -5)cosx + C.

6. - ™ x " 3/2f- ln 2 x + 31nx + 2I  + C.
27 U  J

7 . ---- \ In3 x + — In2 x + — lnx + —1 + C.
2 x 4  2 2 4 j

8. t -  X + p  / 2
„ sinlnx-coslnx _9. _ —  ---------   + c.

Х-л/Т~Х^
2

1.11. Для интеграла l n,n e  N ,получить рекуррентную формулу:
а) \п -  Jin * xdx-, б) I „  = Jsin" xdx, п> 2.

.. чт , „ , т cosх - sin"4 х п-  1ТОтв.: а)1и = xln x - n ln_x. б) 1И = -- — ------- + —— 1Л_2.
п п

1.12. Найти интегралы:
а) Jin 4 xdx,б) Js in6 xdx.
Отв.: а) x(ln4 х - 4In3 х +12In2 х - 24lnx + 24) + С;

„  8sin4 x + 10sin2 х + 15 . _ 5x „б ) -------------------- sm2x + —  + C.
96 16

1.2. Интегрирование рациональных функций

Простейшие дроби и их интегрирование. Разложение рациональных 
функций на сумму простейших дробей. Метод Остроградского.

Рациональной называется функция вида Р„(x )/Q m(x ), где Р „(х ) и 
Qm (х) ~ многочлены степени п я т ,  соответственно п, т е  N . При п < т  эта 
функция, или дробь, называется правильной, при п > т — неправильной. В  слу­
чае неправильной дроби делением (уголком) у нее всегда можно выделить це­
лую часть, т.е. дробь представить в виде

& ,(* >  & , ( * )
Здесь S k(x) -  целая часть дроби, а i?/(x)- остаток от деления Р„(х )на 
С = 9/2., причем ясно, что I < т .
10



Простейшими, или элементарными, дробями называются дроби следую­
щих четырех типов:

А А .,  Mx + N  2I.- II,-
х — а (х - а )"

III.
х + px + q

р -4q< 0.

Mx + N , n > l , p  — 4q<0.IV .
{x i  + рх + q)n 

В I - IV  А, М, N  - постоянные, n&N.
Интегрирование простейших дробей производится следующим образом:

I. f ^  = ln|:t~a! + C.

II. J-
х - а

Adx
(х - а )п (и - 1)(х - а)п - 1

+ С,пФ\.

ттт (* Мх + N  ,Hi. — -----— dx -
х + px + q

В  числителе сначала выделяется производная зна­

менателя М_ A2x + p)dx (  Л ф У ___
2 K 2+px + q Г  2

dx
Во втором ияте-

х + px + q

фале в знаменателе подынтегральной функции выделяем полный квадрат

^ ln (x 2 + px + q) +1 N-
? )

d х + -

х + ̂ |  +
гл2

4

' М . ( 2=— 1п(х + px+q) +

N - M p / 2

IV .

arctg х + р ! 2 + С.

г (Mx+N)dx _ М  с (2x+p)dx f Лф>х 
(х2 +рх+д)" 2 (x2+px+q)n

/ д, ____  d(x+ />/2)

dx _М (х  +px+q) 
2 )  \x2+px+q)n 2 l-n

,п> 1.

l-*7

2 ) J ( (x + P / 2 f+ q - P 2/4y ’
Последний интеграл подстановкой t = x+ р /2 приводится к интегралу 

I я , для которого в примере 1.9 получена рекуррентная формула.
Интегрирование рациональных функций сводится к разложению рацио­

нальной функции на простейшие дроби (см. [l]) и дальнейшему интегрирова­
нию этих простейших дробей.



. г х2ск _ч с 2х3 + х2 + 5х +1 ,а ) ---------------- ; о) — ----— --------ах;
(х -  1)(.х - 2)(х -  3) (х + 3)(х  - х  + 1)

(х4 +1 )dx г (4х2 -  8x)dx

1.13. Найти интегралы:

»> *■) j.х3+ х4 - x J - х 2' J (x - l)2(x2 + 1)2

А а) Знаменатель рациональной дроби имеет простые корни Xj =1,
х2 = 2, х3 =3.

Поэтому разложение на простые дроби имеет вид 
х2 A B C- л------ ь •

(х -1 )(х -2 )(х -3 ) х -1 х -2 х-3
Отсюда следует равенство многочленов: 
х2 - А(х  - 2)(х - 3) + В (х  - 1)(х - 3) + С (х  - 1)(х -  2).
Полагая здесь последовательно х = 1, х = 2, х = 3, получаем А = 1/4, 

В  = -4, С = 9/2.
Следовательно,

f------x_dx_-_ j _ j i  _ _ _ 4 jnjx „ 2| +—\n\x- 3| + C.
(x - l)(x  -  2)(x -  3) 4 1 1 1 1 2 1 1

б) Разложение подынтегральных функций на простейшие дроби имеет
вид

2х3 + х2 + 5х + 1 Ах + В  Сх + .D
+ -

(х2 + 3)(х2 -х  + 1) (х2 + 3) х2 - х  + 1
и, значит,

2х3 + х2 + 5х +1 = (Ах + Я )(х 2 - х +1) + (Сх + D )(x 2 + 3).
Приравняв коэффициенты при одинаковых степенях х слева и справа, 

получим систему
А+ С-2,
-А + В  + С = 1, |
А - В  + ЗС = 5, |

1 В  + 3£> = 1. j
Решением этой системы являются числа /1 = 0, В  = 1, С  = 2, D  = 0. Значит,|

г 2х3 + х 2 +5х  + 1 , г dx г 2 xdx 1 х I—    -------- dx = I •,----+  —=....... ..... -  arctg —f=+ j
(х + 3) (х —х + 1) х + 3  х — х + 1 л/3 л/3

. / 2  2 х — 1 „  I+ 1п (х - х + I )  + —j=  arctg — j= — + С . |
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в) Знаменатель подынтегральной функции имеет разложение:
х5 + х4 - х3 - х2 = х2 (х + 1)2 (х — 1).

Следовательно,
х 4 + 1  А В  С D  Е. + + ---- + -----+ -

x/(x + l ) ‘J (x - l)  X X2 х — 1 х + 1 (х + 1)2
Отсюда
х4 +1 — Ах(х  — 1)(х +1) + В ( х -  1)(х + 1)2 + Сх2 (х + 1)2 +

+Dx2 (х2 — 1) + Ex2 (х — 1).
Положив в этом равенстве последовательно х = 0, х = 1, х = -1, получим 

В ~ —1, С  = 1/2, £  = -1. Для нахождения коэффициента А продифференци­
руем обе части равенства (1.6) и затем положим в нем х = 0. При дифференци­
ровании правой части выпишем только те слагаемые, которые не обращаются в 
нуль при х = 0 :

4х3 = А(х -  1)(х + 1)2 + В (х  + 1)2 + 2 В (х 2 - 1) + ...
Отсюда при х = 0 имеем 0 = —А — В  => А = 1. Для определения D  посту­

пим аналогично: дифференцируем обе части равенства ( 1.6) и выписываем 
только те слагаемые правой части, которые не обращаются в нуль при х = —1.

Получим равенство
4х3 = Dx2 (х -1 ) + 2Ех(х -1 ) + Ех 2....

Отсюда при х = 1 имеем
-4  = -3D + 4E + E= > D = -l/2.

Следовательно,
г (х4 + l)dx  , ,  1 1 , ,1 1 , 1  ,i 1 п1---  - — In х н---- ь —In х - 1  In х +1 м------ н С.
х + х - х -  х х 2 2 х + 1

г) Здесь разложение подынтегральной функции на простейшие дроби 
имеет вид

4 х 2 - 8 х  А В  Cx + D  Ex + F.-I-------- 1-------- 1-.
\2 2(x - iy (x 2 + iy  х 1 (х -1 У  х2 +1 (х"+1 у

Значит,
4 х 2 — 8х = А(х -  1 ) (х 2 + 1)2 + В (х 2 +1 )2 +

\2 / 2  , in , i \2 (1.7)
+ (Сх + D )(x  -1)^ (х1 +1) + {Ex  + F )(x  - 1У  

Положим в равенстве (1.7) х = 1, получим В  = -1. Теперь положим х = г, 
будем иметь — 4 — 8г = (E i + F ) { i  - 1) 2 = 2Е  — 2 iF. Приравняв действительные 
и мнимые части, получим — 4 = 2Е , - 8 = —2 F  Е  = —2, F  = 4. Продиффе­
ренцируем обе части равенства (1.7), причем выпишем только те слагаемые, не 
обращающиеся в нуль при х = —1:

8х -8  = А (х2 +1) 2 + 21? (х 2 + 1)2х + ... .

13



Отсюда при х = 1 получаем 0 = 4А + 8В => А = 2. Теперь продифферен­
цируем обе части равенства (1.7) и оставим только слагаемые, не обращающие­
ся в нуль при х = /:

8х - 8 = (Сх + D )(x  - 1)2 2х + Е (х  - 1) 2 + (Ех  + F ) 2(х -1) + .... 
Отсюда при х — i находим С  = —2 , D - - 1.
Итак,
j- (4x2-8x)dx _  | | 1 r(2x + l)dx л(2х-4)dx _
\ х ~ \ )2(х2+\)2 ~ ' + х2+1 ^ (х 2 +1)2 =

1 ,  ̂ 2 . 14 1 л с dx21n|x-ll-i— ----ln(x +1) - arctgx+-~т----h 4 f- _1 1 x -1 ' 5  x2+ l (x  + 1)
По рекуррентной формуле (1 .5 )

T r dx i f  х  ̂ _
12 = — ~--- =- = — ---+ arctgx + С.

V + 1)2 2\х +1 )
Таким образом, окончательно,
с (4х2 -  8x)dx (х  - 1)2 1 1 + 2х „  .— 1 ^ ^  = 1гх —г— — + arctgx +---------------- + .- + С. А
J ( x - 1 ) 2 ( * 2 + 1 )2 х  +1 х  — 1 х 2 + 1

1.14. Вычислить интегралы:
 ̂ г dx ^ :(2х + 3)dx г (х2 + 3)dx

^(х + 1) (х - 2) (х - 2)3 х3 - х 2 - 6х
г А  |• dx j- (х3 + Y)dx
х4+ х2 1 + х3 х(х2 + X + 1)

х — 2

2 •

Отв.: 1. —In
3 х + 1

7 2
+ С. 2.----- -— ---- — + С.

2(х -  2) х -2

3. ——lnjxj + —— lnlx + 2| + -—lnlx — 3| + С. 4. — — — arctgx+C.
2 1 1 10 1 1 5 1 1 х 5
1 1  1 7 Y — 1

5. —ln|x + l| —  ln(x2- x  + l)-f— j=arctg— р=н- + С.
3 1 1 6 '  V3 л/3
2(1 — x) i t i  -̂1 / 2  I 2x + 1 ~6. --- ------ + ln x — ln(x +x + l ) ---- 7= arctg— т=—+ C.

3(x + x +1) 2 3V3 л/3
Распространенным методом интегрирования рациональных функций яв­

ляется метод Остроградского. Он полезен, когда знаменатель правильной ра­
циональной дроби P (x )/Q (x ) имеет кратные корни, особенно комплексные. 
Метод основан на формуле Остроградского:

! о<:> а о о  a w
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В  формуле (1.7) 02 (х) -многочлен, имеющий те же корни, что и много­
член Q (x ), но все корни Q2(х )- простые. Многочлен же Qx(x) есть частное от 
деления Q (x) на Q2 (х) . Другими словами, Qy (х ) = Q (x) / Q2 (х). 1\ (х ) и Р2 (х ) - 
некоторые многочлены, степени которых соответственно меньше степеней 
многочленов Qx (х) и Q2 (х ) . Если корни Q (x) известны, то тем самым извест­
ны многочлены Q{(х)и  Q2 (х ). Для отыскания многочленов /|(х)и Р2(х) их 
записывают с неопределенными коэффициентами, которые находят после диф­
ференцирования обеих частей формулы Остроградского (1.7). Если

Р2 (х ) Ф 0, то, так как корни Q2 (х ) простые, интеграл dx является
02 О )

трансцендентной функцией. Поэтому второе слагаемое справа в (1.7) называет­
ся трансцендентной частью  левого интеграла в (1.7), а первое - рациональной 
частью.

1.15. Методом Остроградского вычислить интеграл 1.13, г.
А Здесь Q (x) = (х - 1)2 (х 2 + 1)2, и, следовательно,

0 2 (х ) = (х - 1)(х2 + 1), <2, (х ) = 0 (х )1Q2 (х ) = (х - 1)(х2 +1). Значит, суще­
ствуют многочлены второй степени.

Рх (х ) = Ах2 + Вх  + С  и Р2 (х ) = ах2 +bx + c, 
для которых справедливо равенство

f 4х2 — 8х , Ах2 + Вх + С г ах2 +bx + c гj---- — ---- — <& =------- г---- + --------z----dx.
J (х - 1)2 (х2 + 1)2 (х -  1) ( Х 2 + 1) J (х -  1)(х 2 + 1)

_ ах2 +Ьх + сРациональную дробь ------- ----- представим в виде суммы простеи-
(х -  1)(х  + 1)

тих дробей, и тогда
г (4х2 -  8x)dx _  Ах2 + Вх + С  /  D  Ех + F
J (х - 1)2 (х2 + 1)2 ~ (х - IX * 2 +1) + + х2 +1

Дифференцируя обе части этого равенства, получаем

4х2 - 8х _  (х - 1)(х2 +1)(2Ах + В )~  (Ах2 +Вх + С )(Зх2 -  2х +1) 
(х - 1) 2(х 2+1)2 “  (х - 1) 2(х2+1)2 +

D  Ex + F
t----- +•------- .

х -1 х2 + 1
Отсюда

4х2 - 8х = -4х2 - 2 Вх3 + (А  + В - З С )х 2 +

+ 2(С  - А)х - В - С + D (x - l)(x 2 +Г)2 + (Ех + F )(x  -1) 2 (х2 +1).
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях, получаем 
систему

О = D  + E ,

х

1

0 = - A - D  + F - 2 E ,

О = -2В  + 2D + 2 Е -  2F,

4 = A + B ~ 3 C - 2 D - 2 E  + 2F , 

-8 = -2А + 2С + D  + E -  2F ,

О z z - B - C - D + F .

Решением этой системы являются величины А ~  3, В = — 1, С  = О,
D  = 2, Е  = -2, F  = 1.

Таким образом,

J:
(4х -  8x)dx 

(х - 1 ) 2(х2 + I) 2 ~ (х -  1)(х2 + 1)
+ 2 Injx - 1| -  ln(x2 +1) + arctgx + С. ▲

1.16.* Методом Остроградского вычислить следующие интегралы: 
(х  +1 )dx г (хб +1 )dx _ г dx

ч - ( х + х - 2 )
2 . {- 2 * з-1-(х4 ~ 1>

л 2 х  + 1 1х -  28л: + 3 7 х  -  ЗО х  + 1 44. -- ---- — ----х------ —-г---------- dx.
J  ( х  -  2 х  + 2 )

r  f2 x 4 -  4 х 3 + 2 4 х 2 -  4 0 х  + 2 0  ,
5. J------  — — --- ---- -̂---ах

ч -

(х - 1)(х 2 -2 х  + 2)3 
(-4х3 -  4х2 + 2x)dx 
(х - 1)2(х2 +х + 1)3

Отв.: 

1 .
х + 5 1

9(х + х -  2) 27
1 - .\3

In х -1
х + 2

+ С.

2. - (x - l) J + ,
3 3(х +х + 1)

4х + 2 . 2 п  Ю  2х + 1 п+ 1п(х + х +1) -  —7= arctg— ?=- + С.
Зл/З 41

- arctgx -
4(х4 -1 )  16

-In
х  —1 

х + 1
+ С.
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X  14. — ---- ---- - + in— ------- + arctgix -1) + С.
(.x 2 - 2 x  +  2 f  x 2 - 2 x  +  2

,  2x3 - вх1 + 8x-9 , (x - 1)2 „  , n  „5. ---  -------- - hIn— -------- v2arctg(x-\) + C.
(x -2x+ 2) x2-2x + 2

x + 1
(x - l)(x  + x + 1)

- + C.

1.3. Интегрирование иррациональных функций 
Интегралы вида

R х,
: + Ъ ах + Ь dx.

cx + d J  \cx + d ,
И пгегрирование дифференциального бинома (подстановки Чебышева). 
Интегралы вида рфс,л/ах2 + Ьх + с )dx (подстановки Эйлера). Другие ме­
тоды интегрирования иррациональных выражений.

Некоторые интегралы от иррациональных функций вычисляются мето- 
рационализации подынтегральной функции. Он заключается в отыскании 

ini*ой подстановки, которая преобразует интеграл от иррациональной функции 
в интеграл от рациональной функции. В  этом случае говорят, что такая подста­
новка рационализирует данный, исходный интеграл.

Ниже через R (xx, х2,—, хп)обозначается рациональная функция относи­
тельно каждой из переменных хх,х2,...,хп. Например,

Х3-Ч~Х

- Vx3 +1
: R(x,lfx ,^ l х3 +1).

Здесь хх = х, х2 = Vx, х3 = л/х3 + 1.

Интегралы вида R х,
ах + Ь 
сх + d

pi ах + Ъ 
cx + d

Рп

dx, где п 6 N,

Р\, р2,..., рп е Q, a,b,c,d е R, ad -ЬсФ  0, рационализируются подстановкой
ах + Ь _  т- — t , 
cx + d

где т - общий знаменатель рациональных чисел (дробей) р х,р 2,..., рп-
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. т rx + \fxF + Vx 
а) I  = J------ ;....... -ах-,

1.17. Найти интегралы:

XI(1 + V x )
6) 1= 1- dx

il(x - l)3(x + 2)5 '
А а) Наименьшее общее кратное чисел 3 и 6 равно 6. Поэтому вводим

подстановку x — t ,dx = 6t dt, откуда

I = 6f
( f + r + t ) t 5

dt = 6j-
t5 +t3+1

t2 +\t\ l+ t2)

Чх + С  ==-̂ Vx2' + 6arct'J\[x + С.

d t- 6 jt3dt+6§- dt
1+ r

б) Так как

ij(x -  l )3(x + 2 )5 = (x - IX *  + 

то подынтегральная функция является рациональной от х и х + 2 
лс — 1

. Поэтому

вводим подстановку
X + 2 4- = * =>х =
х -1 

В  итоге

f 4 + 2  

Y - 1
- \ 2 td t' 

\ t4- 1)2’
3  ̂ 3/4x - l = —--- , x + 2 =

3 -3̂ 4(r4 - l ) 2

1.18. Найти интегралы:
. f2x + Vx2 +4x* ,1 * J— ....~r= —dx.

3-* J-

Vx2 + Vx4
dx

2 Vx + л/х + :Vx
(•V x +1 +1 ,5.  ....  — dx.
J V x + l- l

9. f-

'( x - l )3
dx

4 (x - \ i(x - 2 )

t4 - r t4 - I

(t4 - \ )(t4 - l) l2 t3dt _  4 rdt _  4 4 ,/ x - lI t  = -  + C  = - | j ^  + C. ▲ 
3 J ;2 3f 3 Vx + 2

2- J
4xdx

3x + Vx2

4-*J
dx

гУх2 +1Ь г

6.* j - ^ J ^ d x .
(1 -  2x) V1 - 2x 

dxс ил8. f.-.г.-...---- —
J V (x - l)2(x + l) 

10. | A
(x + l ) z," - (x  + l) 1/2
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I. х + 15

О тв.:

9 8 7 6 5 4

+ U I 7 +>47- ы & +t>
+ С.

9 1
2. — (л/х — л/х 4- —т= arctg^j27x + С.

3 S
3.

■~\/х - ifx  - - Ц х  -ЗЧ [х
4 4

In I л/х - 1|

+ —  1п(2л/х + 2'л/х + 1) + —  arrtg (2 л/х +1) + С. 
40 v ' 2 0

--- +150(ЧУ* +1) -  60 ln ( ^  +1) - 100( !̂  +1)2
1 + Чух 

+ 50?$х +1) 3 -15(ЧУх +1)4 + 2(1Ух +1) 5 + С.
5. х + 4л/х+Т + 41п|л/х + 1 -l| + C.
6.

+

3 1 + 2х 1 ,
2 V 1 - 2х 2 П

,1 + 2х
31----- + 1

1 — 2х
+ - 1п 

4
1 + 2х 
1 — 2х

,1 + 2хз/-------- +  1-
1 - 2х

- arctg -
2з/1 ± ^ - 1

1 - 2х
л/J

- + с .

7. -  — t2 + lnlf - lj + —In(t2 + 1 + 1) ----arctg ^  + C.
2 1 1 2 V 3 л/3

8. - ln l {  +t + l 
2 \t -2t + \

- л/зarctg 2t + \+ C.

■). 2.1— + C.
JC — 1

10. З^х + 1 + 6^х + 1 + 61п|л/х + 1 — l| + C.

Выражение xm(a  + bxn)p dx называется дифференциальным биномом. 
Здесь a,b е R ,аФ  0,b Ф 0; т ,п ,р -рациональные числа, п Ф 0 ,р ф 0 . Интегра- 
кы от дифференциального бинома рационализируются только в следующих 
грех случаях:

т  +1 т  + 1р  — целое число;------целое число;------V р — целое число.
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В  первом случае применяется подстановка x = tN, где /V-общий знаме­
натель дробей т  и п. Во втором случае - подстановка а + bx" = г ', где лг-|
знаменатель дроби р . В  третьем случае -  подстановка:
ах~~п +b = t.s а + Ъхп = х"/1' ,где s -  знаменатель дроби р .

Указанные подстановки называются подстановками Чебышева.

1.19. Найти интеграл
I  = Г— * ,  = + x Y /2dX .

А Здесь т ~ - \ \ ,п ~ А ,р - - М 2 . Здесь имеет место третий случай, так
W + 1 _ * 4 4 2 ^как — — I- р = -Ъ— целое число. Полагаем 1 + х = х t . Отсюда

п
1 , _  tdt

Подставив эти выражения в интеграл I, получим

1_

~ 2

(  2 \ " 1/2 5 3 
|^ _1 )П /4  _ _ J d t =_ L s (/2_ 1)2A  = _ i _ +L _ i + c .
J 4 7 >2 -i (.2 i\5/4 о J y 1A a О2 10 3 2

Возвращаясь к переменной x, получаем

I  = — — Vo + ̂ 4)5” + -тл/с + * * 7 --1̂ 1  + х4+С. A
Юх Зх6 2x

1.20. Найти интегралы:
1. jtyjc(2 + J x ) 2dx. 2. Jx “2/3(1 + x2/3y 'd x .

3. Jx 1/3(2 + x213)114dx. 4. Jx 5(1 + x2) 2ndx.

5. р Ц ^ х. 6. J. A
x(l + V x )

7. Jx 3(1 + * 2) 1/2A . 8. j  Л

2 1

x4-\/l + x4 
dx9. JV x V  1 + tfx4dx. 10. f - -------

J V V T + T 7 *
Отв.:

1. - x 7/3+ — хШ б+Зх4/3+С. 2.3 arctg lx  + C.
7 11



4. _?_(l + х2)11/3 -- (1  + х2)8/3 + — (1 + х2) 5/3 4-С.
22 v 8 10

5. ]Ъ ^ 1  + ^ у  -  3 #  + С ) 4 + С.

, 3 \[х
1 + Vx 1 + Vx

7. (1 + х2)3/2(Зх2 — 2)/15 + С.

8. 4 \  + х 2(2х2 -1)/(Зх3) + С.

’ ■ | V a + V 7 )s' + c .

in 5 f i lNl4/5 5 f i i Y 75 ^10, ~ l i  + — J ~ gl J '

В интеграле вида
^R(x,-Jax2 4- bx+c)dx, а Ф 0, b2 -  4ac it 0, (1.8)

(тнишцищзация подынтегрального выражения достигается одной из трех под-
т, ни мок Эйлера:

1) если а  > 0, то полагаем

л/ax2" +bx + c=  ± x4a± t; (1.9)
2) если с > 0, то полагаем

л/ ах2 4- 6х 4- с = +л/с ± х/; (1-10)
3) если Xj и х2- действительные корни трехчлена ах2 +Ьх + с, т.е. 

(«* I Ьх + с = а(х  — х,)(х - х2), то в этом случае полагаем

Vах2 + Ъх 4- с = ±/(х - х0), (1.11)
где xu ~ Xj или х0 = х2.

Заметим, что знаки в подстановках (1.9) - (1.11) можно брать в любой 
>-пм<шпации, но следует иметь в виду, что выбор знака (как и выбор самой под-
i ыиоики) влияет на сложность вычисления интеграла ( 1.8).

1.21. Найти интегралы:

■■Н = Ь  , А  ; 6) 1= f , А
1 + Vx2 + 2x 4-2 \ j ( 7x- l0 ~ x2)3

А а) Так как а = 1 > 0, то применим первую подстановку в виде
л1х +2х + 2 = t — х.

Возведя в квадрат обе части этого равенства, после приведения подобных 
эдадюн получим
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2 ~ t2 — 2 7 ^  f  2 .2x+ 2ftc = ? ~2=>x = ------, d x --------
2(1+0 2(1 + /)

I _ _ —  ̂ 4? -f 4
l + л/х + 2x + 2 ^ ---------,

2(1 + /)
Подставим в исходный интеграл I :

1= 1 ± ь щ л =  j. t2 + 2 lt l  d t
(t + 4t + 4)2(1 + 1) \ l  + t)(t + 2 f  

Разложим полученную дробь на простейшие дроби:
+ 2/ + 2 А. ^ В  D  

(1 + t)(t + 2)2 ~ t + l  t + 2 (t + 2)2 '
Методом неопределенных коэффициентов находим А = 1,В = 0,D  = — 2. 

Следовательно,
I=  = ln|f + l| + - ? _  + а

■7 + 1 } (t + i f  1 t + 2
Возвращаясь к переменной х , получаем

I  = ln(x +1 + -\/х2+2х + 2 ) н--------- 2̂============= + С.
х + 2 + л] х2 + 2х + 2

б) В  данном случае ни первая, ни вторая подстановка Эйлера непримени­
мы, так как а <0 и с < 0. Но трехчлен 7х -10 -  х2 имеет действительные кор- 
ни Xj = 2 и х2 = 5. Применяя третью подстановку Эйлера, получаем

^ Ix - lO - x 2 = - J(x - 2 )(5-х ) = (х - 2)t => 5 - х = (х - 2 )t2 =>
5 + 212 , 6/сЙ => х =  z~,dx
1 + /2 ’ (1 + /2)2

Cx “ 2) f= 7 ^ 2 -l + r
6 f5 + ?2 , 2 / 5  ,Л , 2 f 5

Тоща 1 = - —  = + 2 j *  = - - | - y  + 2/] + C, . где

л ^ х - Ю - х 2 А 
t = -

х — 2
1.22. Вычислить интегралы:

{ dx „  t dx
L  J---- H i— T - 2- f

X + л/х2 - x  + l  (1 + x )4 l + x -  X 2

„ * r dx a t dx
3-* J — i , .  . .  • 4-x — -Jx2 + 2 a: + 4 - Ji—x2
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ч

7 J

•' f

ds

J o *  - / ) T
dx

6 .

(1 4 х)л/х2 4-X + l 
dx

l \ \-2x-x .

8' ^  

10. J-

yfl + x2 
dx

+  Х - Х *

dx

S- 2x 4- 5x — 2

Отв. i

I, 2 ln|/|— Inf?—1|н------- ln|? + l| + C, где t = (л/x2 —x + l + 1)/j
11 2 1 1 / + 1 2 1 1

-2arctg ■\/l 4  X 4  X 4-1 + 1 + C.

2 In

3 
.2

i + / l '

л/х2 + 2x + 4 — x 

In

2(л/х2 +2x — 4 -x-1) 

V x̂  + 2x — 4 — x — li 4- C,

X  _ | l4 x4- 2 arctg J ——  4- C.
11 - x

6. (x +■ \/l 4- x2 ) ms /15 4- C.

x2 +C.5. (x - l)/ V 2 x -

л / X2 +  X 4 1  4  X7. In 4-C

_ 2 + л14 + 2х-х28. —2arctg--------------- 4-C.
x

10. -V2a rc tg ^ E^ 2 +5x~~2- + C.

9. In

Vx2 4* X + 1 4 X 4 2 

->/— 3 +• 4x- x2 4-x-3
л1-3 + 4 х -х2 - x  + 3

+ C.

V 2(x - 2)
Подстановки Эйлера зачастую приводят к громоздким выкладкам, поэто- 

ыу они применяются лишь тогда, когда трудно подыскать другой способ для 
начисления данного интеграла. Для вычисления многих интегралов типа (1.8) 
< уществуют более простые приемы.

I . Интегралы вида
т  Г Mx + N  ,1= I ...... . .- = dx

л/ ах2 4  Ьх +с 
подстановкой х + Ь /(2а) = t приводятся к виду

т f tdt „ г dt
l  = M,  ,..  ..... i /V,

4 a t 2+ K  4 a f+ K  
где M X,N X,K  — новые коэффициенты.
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Первый интеграл сводится к интегралу от степенной функции, а второй | 
табличный и сводится к логарифму (при а > 0) или к арксинусу (npj 
а < 0 , К >  0).

2. Интегралы вида
з д

J- -dx,
•\/ ах + Ьх + с

где Рт  (х) — многочлен степени т , вычисляются по формуле приведения:

= Рт_х (х)4ах2 +Ьх + с + К  f _ J L = = :
Ы ах +Ъх + с л/ах +Ьх +с

(1.12;

где коэффициенты многочлена Рт_х(х)степени т  — 1 и число К  находятся мё 
тодом неопределенных коэффициентов.

3. Интегралы вида
 ̂ dx

(x ~ a xyn4ax2 + Ьх + с 
сводятся к предыдущему типу подстановкой х - ах — 1 /1.

4. Тригонометрические и гиперболические подстановки (см. п 1.4.)

1.23. Найти интегралы: 
(х + 3 )dx

a )I= J-
л[4х2 + 4х — 3

б)* I  = — —- I  dx;
У X *4" 2х 4* 2

в)* I  = J- (х  + 4 )dx -dx.
(х - 1)(х  + 2)2 л]х2 + 2х + 2 

Д а) Подстановкой 2x + l = t=> x ~ ( t - i ) /2, dx = d tt2 интеграл I  сво 
дится к интегралу

1 = ■1 +^ in  t +
4 J V ? ^ 4  4 4

-С.

Возвращаясь к переменной х ,  получаем

1 =—44х2 + 4 х - - 3 + — In 2 x  + 1 + V 4 x 2 + 4 х - 3
4 4

б) Здесь Рт (х ) = Р3(х ) = хъ - х - 1. Следовательно, Рт_1(х ) = Р2{х ) ■

+ С.

; Лх2 +Bx + D. Интеграл I  ищем в виде

I  — ( Ах2 4- Вх  + 1У)л!х2 4' 2х 4- 2 4- i f  J- dx

4.х 4- 2х 4- 2
Продифференцируем это равенство:
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L  = (2 Ах + В)л/х2 + 2х + 2 + (Ах2 + Вх + Р)-= Л 1 } . ...=  + 
(Mi + 2х + 2 л/х + 2х + 2
__ К__

i  *  2ж + 2
ч г '< t- общему знаменателю и приравниваем числители: 

- '- х - \  = {2 Ах+В )(х 2 + 2х+2) + (Ах2 + Вх+ П)(х + ]) + К . 
: систему:

:л - ,4 = 1 3 
- . 4 J  + S  + Л = О, 

13~4A  + D  + B  = - l, 
: i - d + k = ~ i

=>

А = 1/3,
В  = -  5/6, 
£> = 1/6, 
К  = \/2.

! образом,

■ Ч Р »
S X

~)-\1х2 +2Х + 2 + -  f-7
У  2 V

г d(x + l )

■\J(x +1)2 +1

dx

■ 111

x + 2x + 1 

x +1 + V x2 + 2x + 2

1Представим интеграл следующим образом: 
j _ j  х + 4 dx

х-г4

Сг  ~  1)(х  +  2)

(х 1)(х + 2) 4х2 + х +1

2~ разложим на простейшие дроби:

х + 4 5/9 2/3 5/9
(х -  1)(х + 2) х~1  (х + 2) х + 2

dx
:k

dx
О-»/

dx
*\х-1 )л1х2 + X  +  1 3 (х + 2)2^1 х2 + х + х 9 (х + 2)л/х2 +x + l ’

Первый интеграл вычисляется подстановкой х - 1 = 1 It, второй и третий - 
К'лстансзхой x+2 = l/t (все преобразования представляем читателю сделать 
жцкзстсягельно).

1,24. Вычислить интегралы:
г (5х + 4)dx
К ,
V х + 2х + 5

-9х3 — Зх2 +2 г 
j - , ах.
\Ъх2 - 2х +1

2.* jV 4х2 -  4х + ЗА .

4. jV x2 + х + Idx.
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„ rX3 -  6x2 +11X - 6  .5. j-- ==============— dx.
л/ x + Ax + 3 

dx

6.* {■ 

8. J-

+5x + 7 
xdx

■3x + 5x2 - 7 x  + 9
dx.

(x2 ~ 3x + 2)4x^~Axi-3  
(x2 -1 )dx 

■\\h-3x2 +хл
9. |--------10* f-

(х-)-1)3л/х2 + 3x + 2 ;
Отв.:
1. 5л/ x2 + 2x + 5 — 11 i(.v 1-1) 4- д/х 4~ 2x + 5) + C.

2. [̂ 2 ~ ̂  4-1 ln(2x -1 + 4 а х^-Лх  + 3) 4- C.

3x2 + x - l r ~2  ̂ 73_ --------- yjjx  — 2x + l + C.

4. 2x4-1 л/х2 + x +1 -J— ln2x 4-1 + 2л/х + x 4-1 + C.

5 .1 (x 2 - 14x +111)л/х2 + 4хТз-661пх + 2 + л/х2 4-~4x-f3
3

+ C.

6. — (32х2-20х-37Эл/2х2Т 5х+7 4—̂ ^1г|4х+5+2л/4х2 4-1 Ох 4441+С. 
64 128ч/2 1 I128ч/2

Зх + 5 j 7 г 3 , 1 „7в------ у *  +2 х — arcsm------ьС.
8(х + 1) 8 х + 1

8. - _  2 arcsin - I -  + С.
х —1 х -2

2 1x4-2 8х 4-12х + 7 ^9 .--- J -------------- ;-- + С.

10. In

15 V л: + 1 (х + 1)
X2 4  1 +  л/X4 +  3х'2 4  1 + С,

Указание. Сначала сделать подстановку х2 = t .

1.4. Интегрирование тригонометрических выражений

Рассмотрим интеграл вида
ji?(sinx,cos x)dx, 

где R ~ рациональная функция переменных хх = sin х, х2 = cos х .
Он рационализируется так называемой универсальной тригонометрическ

Xподстановкой
2
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При этой подстановке

ЯП * cosx = 1 -  г

l + /“ 1 + t ‘ 
0 5 , Найти интеграл

W -

, х = 2 arctgt, dx-

dx

2 dt

1 + / 2
( 1.14)

5 -4sinx + 3cosx

Л McuoJibsyH подстановку tg — = t , с учетом соотношений (1.14) полу-

2 dt dt
21 Л - t

+■ t ' J Э ~ 4 .....— + 3
2\

1 + r l + r
\ t- 2 y  2 - t

- + C.=
1

2-tg(x/2)
- + C .A

Универсальная подстановка часто ведет к громоздким преобразованиям, 
ffifjioi у к п а и ы  случаи, когда цель может быть достигнута с помощью более 
*.'!•»«* М-1Ч подстановок:

1) Функция i?(sinx, cosx )-нечетная относительно sinx, т.е. 
#(. - *{{« jp.cosх) = ~ R (sinx,cosx). В  этом случае выгоднее применить подста- 
Ifflftfty COS JC' ;:;:s £■

2) Функция i?(sinx, cosx)—нечетная относительно cosx, т.е. 
if l ir t  х ,-  cos х ) s  - i?(sm  x,cos x).

В этом случае рекомендуется применить подстановку sin х = t.
3} Функция i?(s inx ,cosx )— четная относительно sinxn cosx, т.е. 

Iff '' sin ж,— cos х) s  R  (sinx, cosx).
В этом случае вводится подстановка tgx = t.
I вычислить интегралы;

dx
it) I — . - o '

smxsm 2x

а) Здесь R (sinx,cosx) = -

sm xcosx dx.
smx + cosx

1
sm xcosx

Kl -Mi cosx) = - R (sinx,cosx). Вводим подстановку sinx = 2‘. Имеем

cos xdx
b

cf(sinx) dt
2sin xcos x 2sin x (l~ s in  x) 2 t ( l- t  )

l rf l  1 b  1 1,-I---- - \dt =---- h—In
21 4

1 + t
l- t

+ C  = 1 1,
■ н— In

2sinx 4
1 + sinx
1-sinx

+ C.

о) 'Гак как при изменении знаков у sin х и cos хподынтегральное 
«-> .̂пп-МПС не меняет знака, то вводим подстановку tg = t.
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Следовательно,

и -
/ g 2XCOS4 X dx t dt

tgx + 1 cos2 X J (/ 4-1)(/2 4-1)2 
Разложим на простейшие дроби:

Г A B t + D  E t + F- 4-- -----4--
(t 4-1)(?2 4-1)2 /4-1 /2 4-1 (/Z 4-l)2

Методом неопределенных коэффициентов находим
А = 1/4,Б  = -1/4, D  = 1/4, Е  = 1/2, F  = -1/2.

Тогда
1 *d t 1 

~ 4 J f + l 4 +1
f / — 1 , 1 гJ— —<*4- —J- /-1

2 ( r  4 1)
-dt ■ 1 . 1 4- /_Jn - 1 1 + t

4 l + t2
4-C

ln|sinx + cosx|-

cos x(sin x 4- cos x) + C. A

1.27. Найти интегралы:

i. j-------- * --------
sin x(2 4- cos x -  2 sin x)

smx3 f SU1-
' 1 + sismx

-dx.

dx
6 - 5sm x4-sin x

„ fsinx4-sin3x .7. ------—---dx.
cos2x

l-COS5 X 4- cos3 X , 9. j ...-dx.
sin4 x 4- sin2 x
cos5 X dx.
sm x

Отв.: 

1. 1In tg'- 4-- In  tg

2. J-

4* f

dx
5 4-sinx4-3cosx

dx
1 4- 4cosx 

f (2sin x 4-3cosx)obc
sin xcosx4-9cos x

*■ f
sin 2 xdx 

3 4-4 sin2 x
rco sx -sm x  , 10. j ----------dx.
cosx 4- smx

-ln/g--l + C.

2 l + 2tg(x/2) _
2. —f=  arctg----- p=--- 4-C.

лЯ5 л/15 cosx
-/gX4-X+C.

4.
V l5

In S tg (x / 2 ) + S
V3fg(x/2) - л/5

4-С.
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* , 2tg (x/2 )- l 1 , 3tg (x/2)-l _**> , (tn ig  ------arctg . j=\ —  + c ,
h  л/3 4 2  2л/2

(». ln(/,t;J \ + 9) + a r c t g + C.

t I 3-n/2
/ Cui-l V ----------1114

1 — s/ 2 co sx

l+ V2cosx
1 9Я InfW  4sin x) + C.

+ C.

2<» ,in x -----6arrfesm x + C.
sin X

Hi, | ф т  x: + cosx| + C.

1:1,1 v 1 | . | _И , ..........   --- 2 In sm x + С.
2 2 sin x

Нин,-i piun.i вида
I = j s i n x cos n xdx, m,n<=Q, 

н1*»пн*:ш и ч к интегралу от дифференциального бинома
п-Л

1= j t m( l - t 2) 2 dt,t = sinx,
I*. 1»л1‘ому интегрируется в элементарных функциях только в трех случаях:

! )  и -нечетное ((п -1) / 2 -  целое);
, т  +1 Л»!) т *нечетное (— ---целое);

rm+1 и —1* | /п 1 п -четное (—-— I- — --- целое).

К  пи п нечетно, применяется подстановка sinx = /.
!'> пи т  нечетно, применяется подстановка cosx = t.
I к пи сумма т + п четна, применяется подстановка tgx = t или ctgx=t.
И частности, такая подстановка удобна для интегралов 

Jtg nxdxiw и jc tg nxdx
tfw  и целом положительном. Но последняя подстановка неудобна, если оба 
чииж т  и п положительны. Если т и п -  неотрицательные четные числа, то 
«^«меняется метод понижения степени с помощью формул

■> l+ cos2x  . 2 l- co s2 x  . 1 . „
cos" д- ~ -------- ,sm х = -------- или sm xcosx = —sm2x.

2 2 2 
I J.N. 11;1йти интегралы:

sin3xcfe . 4/•ыл xax  _4 _ . 4  6) t j •.■==; 6 ) l = sm xcos xdx;
Mr''-2 -cos x
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dx dxr ax
^ Н т п г т г — r) Iл/sin11 xcosx л/sin5 xcosx

А а) Так как ?и = 3 нечетно, то полагаем cos х = t, sin xabc = -dt =>

I = - J( l~  t2) r 2l3dt = -3tm + у  tin  + C -  3Vcosx^cos2 x - i j  + C.

б) Числа m = 4,n — 6 - четные положительные. Понижаем степень:

I = —  f(2sin xcosx) 4 cos2 xdx = —  fsin4 2x(l + cos2x) = I, + 1 .
16J 32J

Интеграл I 2 вычисляется подстановкой sin2x = t,cos2xdx = dt 12=;
1 1 / ^ 1

I 7 =—  fsin4 2x cos 2xdx = —  \tAdt =---- ь С =---sin5 2 xdx + C.
2 32 J 64 J 320 320

В  интеграле Ij снова понижаем степень:

I, =—  fsm42xc& = —— f(l-cos4x )2£& = —— (x - —sin4x) +
1 3 2 J 128 J 128 2

1 3 1 1+--- f (1 + cos 8x) dx =-----------------x -  ---- sin 4x + —-sin 8x + C.
256 J 4 256 256 2048

Таким образом, окончательно,
т  3 1 . 1 . _  1 . 5 -  _1 =--- х ----- sm4x-)------sm8x-i---- sm 2x + C.

256 256 2048 320
в) Оба показателя -11/3 и -1/3 - отрицательные числа и их сумма -11/3-

+(-1/3)= -4 - четна, поэтому вводим замену
dx ,tgx = t,---г— = at=>

cos x

'cos ! \ lP  JV % 2
3(l + 4?g2x) | c  j
8 tg2x34tg2x \

г) Подстановкой  ̂= sinx интеграл I сводится к интегралу от|
дифференциального бинома I

i = f r ^ (i- t 2y 2/3dt. j
т  +1 -5/3 + 1 2В  нем число----- 1- р =---------- .= -1—целое, поэтому подстановкой;

п 2 3 j
(-1 + Г 2) = z3 интеграл рационализируется. Однако для вычисления интеграла I ;
удобнее применить подстановку t = tgx. \
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I -  I a ’x

\J{’AU ' \)/eos5 X

Vsin5 xcosx 

dX \tg-U \d t&  = -~(tgx)-'1!U C .
cos2 X

При нити т*шш интегралов от тригонометрических выражений часто
ЩШМ9ШШЖШ следующие формулы:

cos a  cos Р  - —[cos(a + Р )  + cos(or -  Р )]; 

sin а  ■ sin Р  = ̂  [cos(« - р ) - cos(« + /?)];

sin a  cos р  = ̂  [sin(a: + /?) + sm (a - /?)].

1,14, 1 [айти интегралы:
a} I Jsin Зхsin5хсЬс; б) I  - Jsin2зсcos4xcfcc.

Л я) Имеем:
1 Г 1 11 =— (cos2x-cos8x)£fo =—sin2x -sin8x + C.
2 4  16

1 1 16) l==~ J (s in 6 x -s in 2 x )d i = —cos2x - — cos6x + C. A

1,30. Найти интегралы:

1. 2. г ^ £ л .  3.
sin x cos x sin x

i - . [tg1 xdx. Г ctg6xdx.4. J cos x 5 J 6 6. J
cos4 x7 j ----— dx. 8. Jsinxsin3x<ix. 9. Jcosxcos4x6&.
sin x

10. fcos x dx. 11. fsin5 x Ucos xdx. 12. f^ ;  X dx.
sin x J Vsinx

13 f sinl xdx . 14* f  *
cos x^/cosx cos x V sir?x

г dx , f dx
15. J ----- .— r= r= . 16. j ---------- 7 = = = = = .

cos xVsin2x cosx-vsin 2x

17
(cosx + sin x)dx

5cos2 x -  2sin2x + 2sin2 x 
, r dx! 8.* J -------------------r - .

sin2x + 4sinx-4sin  x
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j  * .  20. f i  + C° " l d c.
V s in  x  + co s  x j  1 + s in x

Отв.: 1. — --------- Ц -  + С. 2. ^ ! f  + ̂  + C.
3sin x 5sin x 3 5

3. -^c?gx+-jj-sin2x+-^-3x^ + C. 4. tgx+ ~tg3x + C.

I l l5. — tg6x~  — fg4x + —fg2x + lnjcosx| + C.

1 3 1 «6. - ctgx + —ctg x - —ctg X - X  + C.

1 c o s 3 x  3 3 .
7  . -------- --------cosx-l— In

2  s in  x 2  4

8. — s in 2 x  - - s i n 8 x  + C.

1 + cosx
+ c .

sin5x sin3x _ „ „  ctg4x _9. -— —  +----- + C. 10. ---  — • + C.
10 6 4

11. -  — cos473 x(20 -16cos2 x + 5cos4 x) + C.
80

12. -^-sin4/5 x(7 - 2sin2 x) + C.
28

n  3(5 + cos2 x)
5Vcosx

, . 1. (1 -  sin x )(l + Zjsin x)3 л/З 4 sin2 x - 1 ̂14. -In------- —— -===— + — arctg—j=— p=== + C.
4 (l + s in x )(l- л/sin x ) 2 v3 • vsinx

15. ^ ^ ( 5  + *g2x) + C. 16. t̂ Z l  + C.
5 3-sj2tgx

3 . . _ ч л/6 , V 6 + 2sinx + cosx ^17. — arc/g(smx —2co sx) h--------------------- 1п-т=--ьС.
5 60 л/6 2 sin x cos x

18. ^ % (x / 2 ) |  + |ln |fg (*/2 )-3 j -~ ln j?g(x/2) - 1| + C.
z 6 I

4
19 . ------ r- + C.

3 + 3?g x

20. x+cosx + 21n(l + sinx)+/g----- + C.
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1.31.* Для интеграла

!- = J
sin х  — а

. х + а sm----
v 2 ;

,п  = 0,1,2,....,

вать рекуррентную формулу
/ \п

2 sin а
/ . х - а  ̂sm-----

п -1 . х + аsm----
V 2 )

+ 2 cos a ln_x -  l n_2, и > 1,

гё помощью вычислить 13. 
Отв.:

I 3 = cosa(2cos2a -  1)х + sma
sm-х — а V

х + аsm-
+ 2 sin 2а-

. х - а  sm----

2 J
sm-x + a

- 2sin a(2 cos2a + 1) In sin:x + a + C.
2

Интегралы вида (1.8) можно свести к нахождению интегралов одного из 
дующих типов:

И- \R (t,4p2t2- q 2)dt. 

где t — x + b/(2a),

1 Ji?(?, ^ Р 2*2 +q2)dt 

Ш - \R(t,4q2 - p 2t2)dt,
+ bx + c = ±p2t2 ±q2(выделение полного квадрата).

Интегралы же вида I - Ш  рационализируются относительно синуса и 
инуса (обычных или гиперболических) следующими подстановками: 

т . Р .  . Р ,I- t = —tgz или t = —shz.
q q

II. t = —secz или t — ~chz.
q p

П1- sinz или t = ~thz.
4 P

1.32. Вычислить интегралы:

dx 6) I= |- dxа) I  = 1 Ц _ _
4(5 + 2x + x2f  v . . ... _______

А а) Так как 5 + 2x + x2 = 4 + (x +1)2, то полагая x + l - t ,  получаем
(x +1)2 л/' x2 -ь 2x + 2
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I  = f— ...... т.е. интеграл типа I.
V(4 + i 2f

Осуществляя подстановку
2 dz i , 2t = 2tgz, dt = ---; л/~4 + z2

cos z cosz
получаем

I  = i  fcoszdz^ — sinz + C =— , X + ̂  —+ C.
4 J 4 4л/5 + 2x + x

б) Из преобразования x2 + 2x + 2 = (x +1)2+1; полагаем x +1 = t. Тогда

I = J ~ ^ =  - интеграл типа I. 
t2s]t2 +1

Применив подстановку t = shz, получим
dt = chz dz,4 t2 +1 = V l + sh2z = cAz.

Следовательно,
c/?zc/z r dz „  _ л/lT f  v r i z u z  r UZ ,  _  -V l - t -  ДТ/ Z _  -V1 +  ? „1= J— 5------------------------------ - =  I— — = -cthz + C = -+ C  = --+ C--

sh zchz sh~z shz t

2

4 x 2 +2x + 2 + c  
x + 1

1.33. Найти интегралы:

1. l x 24 7 ^ i d x .  2.

3. j-J(x2 -1 /dx. 4.* J-

-dx.
x~

dx
(1 + л/х)л/ 2

X — X

5. л/ 3 - 2x - x1dx. 6. ---- — — rr-nr.
(x2 — 2x + 5^

Отв.: 1. ——In x 4- 4  x2 —1 4 -—ln|2x2 —1| • л/х2 — 1 4- С .

2.  In |x + л/х2 —l j — л/х2 + 1 / х  + С.

3. — xfex2 — lV/x2 — 1 — — хл/х2 — 1 + — ln(x 4- л/х2 — 1)+ С .
8 2 8 v >

, 2л[х 2 , x  + l _ ^  x 1 ^4. —j= = — = =  + C . 5 .  arcsm----- i-C .o . ■— = = = = =  + С .
л/1-х  л/l —x 2 4л/х2 + 2x + 5
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2. О пределенны й интеграл

"вы интегральных функций по Риману. Определенный интеграл 
“етва. Оценка определенности интеграла. Теорема о среднем

на отрезке \a,b\ определена функция f i x )  и пусть
< .ij < х2 < ... < хп_х < хп = Ъ -  разбиение отрезка[а,£]на элементарные

l x i-u x i] • Эти отрезки называются еще отрезками разбиения.
далее, Ах{ = х ( — х{_{ — длина элементарного отрезка. Выберем на 

же произвольную точку ^  е i = \ n ,  и составим сумму

)Дх,-, называемую интегральной суммой Римана.

ж й (нижней) суммой Дарбу называется
*~1 Г П-1 Л

г |-yn = L тМ  L где м ( = sup/(x) (щ  = inf f (x ))  для
V i=О J

] ■ Обозначим Д = max Джг, i —

редепенным интегралом, или, интегралом Римана, от функции f (x )  
.«резже [a,b\ называется предел

J /  (х ) dx = Hm J  /  (£ )  Дхг. (2.1)
о м

ли этот предел существует, то функция/(х)называется интегрируемой 
'• Гтману (или просто интегрируемой) на [а,£>].

Отметим, что к классу интегрируемых функций на [a,b] относятся не- 
еуввные или кусочно-непрерывные функции на этом отрезке.

2
2.1. Исходя из определения, найти интеграл jx2dx.

1

А функция f (x )- x 2 интегрируема на [l, 2 ], поскольку на этом отрезке

-л непрерывна. Разобьем отрезок [l, 2]на п равных частей точками xt = 1 + —,
п

-  Л п. В  качестве точек ^  выберем концевые точки разбиения £,■ = х,-. Тогда
1

1; = — И , значит, 
п

,-=Л п ) п rti=i n \ i =1 м  м  У

2Л. Интеграл Римана
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п
1 ( 3 „  п\- \п +2 п 
31 2

(я + 1) , п{п + \ \ 2п + \У\ _ 2 , 1 , 1Л , 1Y -  1
п 6

2 +  - 

V П;
7Поэтому lim 1п = —. А 

п- * со 3

2.2.* Исходя из определения, найти интегралы:
1 2 dx1) \xdx. 2) J—  (в качестве разбиения взят!

х0 =1, xx=q, х2 = q2,.,.,xn = qn = 2).
* I

3) ^dx,m^~ 1, 0 <a<b  (точки разбиения x0 = a , x j = a
1 In

/• ,\2/n

A -\a

Hr

a J
nil

., xn =a
nl n

■ b).

4) je xdx. 5) jsinxcfc.
о о

Отметим следующие свойства определенного интеграла. Все они доказа­
ны в [1]. Предполагается, что функции интегрируемы на соответствующем от­
резке.

а Ъ Ь
1°. |/ (х )Л : = 0. 2°. ^f{x)dx = —^f{x)dx. 3°. J dx = b - a .

a b a a
4°. Аддитивность интеграла. Если a < с < b, то

ъ с ъ
|/(х)<£е = |/(х)й?х + J f(x )d x .
а а с

5°. Линейность интеграла. Для любых Лк е Л , к  = 1,п, справедливо

jf Zh f k  (*)V = Xh \ f k  (x )d x ■Л*=1 J k=1 a
6°. Интегрирование неравенств.Если f { x )< g (x ) ,  Vx e [a ,b\,тоггри a<b 

ъ b
\f{x)dx < \ f{x )d x .

7°. Если / (x )>  0 на to

3. Оценка интеграла no модулю'.
О О

\ f {x )d x  < § f(x )\ d x t a <b.

9°. Оценка интеграла. Пусть M  = sup/(x), т  = in f f ix )  и a <b. Тогд.
[a,b] M
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т {Ъ - а )<  |f(x )d x < M (b - a ).
a

ГЩрема о среднем. Если f {x )  — непрерывная на [а,б] функция, то  на
< отрезке найденная точка а <£ <Ь, что

[f{x )d x  — - а).
а

- 1 Ь
Величина /(<f) =---- \f{x)dx называется средним значением функции

Ъ~ а а
- .7 отрезке [а,Ъ].

Ь
I !нтеграл \f{x )dx  геометрически выражает

а
.IZь S  криволинейной трапеции (рис. 2.1).

13. Выяснить, какой из интегралов больше: 0
г г /2

_ sin3 xdx или /2 = Jsin7 xdxl Рис- 2Л
о

Л На отрезке [О,7Г / 2] функции sin7 х и sin3 х непрерывны, а значит, 
даруемы, и выполняется строгое неравенство sin7 х < sin3 х . Поэтому по
■ T3V б'' 12 < 1̂ . Ж
Одним из свойств интеграла является свойство
и '.  Непрерывность интеграла. Если функция /  интегрируема на 

. то функции
х Ъ

f kx)=  J / 0 M  и G (x)=  ^f{\)dt непрерывны на этом отрезке.
а а

2,4. Доказать, что если функция /  интегрируема на \a,b\, то 
ь-4 ъ

lim j  / (x)dx = J / (x)dx, 0 < £ < b - a.f->oa+<?
А По свойству аддитивности интеграла имеем:

с Ь—£
f[x)dx  = | / ( х ) А +  J/ (x )c& . Отсюда с учетом свойства 11°  получаем

С

1 f { x)dx = lim
-•Н <f->o

с ь-4
J f{x )d x+  J/(x)abc

а+g с
b b 

f(x )d x +  Jf(x )d x  -  J /(x )c fx . A

lim J/(x)efc + lim  |/(x )< ix
<f->o
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.  'r/rs in x  , r ^ s in x  ,1) I  = _— или 12 = ----ах,
J v  J  V

2.5. Выяснить, какой интеграл больше:

_  V tfe *г А
2> h  = J -7 = или /2 = J -j=.

U l< *  1/2V *
1 1 _ 23) J j  = Je~* sin xdx или /2 — Je * sin xdx.
о о

,w  ‘г A  r4) Л = J- i= = y  или /2 = J — .
0 "V1 +  X  0 х

Отв.: 1) I 2 > Ii-  2) /] > /2. 3) /j > /2 • 4) /2 > / j.

2.6. Доказать неравенства:
>/2 . Vcosx„  г sm* я- „ ч rcosxax

1)  0 < I—;===— < —7=-. 2) -т -<  -=====•<1 .
oJ ^ 2  ^  3 J^ / T T s

3 )  4 . < 1  \ 5  + arct^ d x < l ,
1/9 7Г_{ 2

2.2. Формула Ньютона - Лейбница

Интеграл с переменным верхним пределом. Замена переменной в оп­
ределенном интеграле. Интеграл от четных, нечетных и периодических 
функций. Интегрирование по частям в определенном интеграле.

Если / (х ) - интегрируемая на [а,Ъ ] функция, то Vx е [a,b] она является! 
интегрируемой на отрезке [а, х ]. Интеграл

F ( x ) = Xj f ( t ) d t  (2.2):
а

является функцией от верхнего предела интегрирования х . Для этого предела 
справедлива

Теорема 2.1 (Барроу). Если функция f ix )  непрерывна на отрезке [а,£>], 
то  функция F {x ), определяемая формулой (2.2), является первообразной для. 
f ix )  на \а,Ъ\ т.е.

d_ 
dx

Следовательно,

F ' { x )  = j- \ f {t )d t  = f { x ) .  (2.3)

jf(x )d x  = jf (t )d t  + C .
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Следстеие. При выполнении условий теоремы . 2.1. функция
, *

=■ * ‘ : 'at такж е дифференцируема в любой точке х е [а ,б ]  и

= —f{x )d x .
Жтрема 2.2. Если функция f ix )  непрерывна на [а,б], то  для любой ее 

тшёретюй F  имеет место формула.

]f{x )d x  = F {b )~ F {a ), (2.4)

I ччасто записывается в виде
\Ъ^f{x)dx =F(xJ ' 4 'аа I

Фщ муза (2.4) называется формулой Ньютона — Лейбница.
dx2»?. Вычислить интеграл J •

sW-N/l + X 2
аеем

dx . ( г. гЪА2 , sh2+4l + sf^2 ln x  + V l + x  ̂ = ln-----
V 15М shl + ̂ l + sh2!"v l + X

, sh2 + ch2 , , .■ In-------- = lne = l.A
shl + chi

причемПусть F (x ) - первообразная для функции |(/3 -1)сй,
о

Найти F ( — l).

о условию F ’(x)=  j(r3 - 1)/-1. Тогда по формуле Ньютона - Лейбни-

. - - 4 — t)^ = x /4-х.  Отсюда

F (x ) = j(x4 /4 — х) dx — х5 /20 — х2 / 2 + С .

‘ ’Чгслозия F ( o ) = - l  получим —1 = С,значит, F (x )=  х5/20 —х2/2 —1.
• F {-  l)=  -31 /20 . А

Lc.zz f  (x  )  - непрерывная на отрезке [А , В  ] функция, а функции ср(х )  
. - » '-дифференцируемы на [а , б ] , причем А < (р {х )< В , А < цг(х')<  В

ц/{х)
■:rv  ̂ X < Ъ , то функция F  (х )=  J  /  (t )d t , а < х < Ъ , дифференци-

<р (х )
. Ъ ] и

39



d  \  f ( t ) d . t  = f ( y / { x ) ) - y / ' ( x ) - f ( ( p { x ) ) - < p ' i x )- (2-5)
dx * { * )

i nx

Найдем, например, производную для функции F ( x )  — |  е 1 d t .
sinx

2 1 -2
По формуле (2.5) получаем F ' { x) = е !П * ‘ ~  — е ^  * ' С08Л:-

2.9. Найти производные:
d  ъ d  Ь

1)   fsin х 2dx . 2) ----  fsin t 2dt .
dx i  dx I

3) A J ]  д /ГГТ 1^ .  4) —  “ jcos n t Jdt . 
dx 0 dx sin x

Отв.: 1) 0; 2 )-  sin x 2 ; 3) 2 х л [\ +- x 4 ;
4)- sin x cos (яг cos 3 x )-  cos x cos (яг sin 3 x ).

2.10. Найти интегралы:

» ) # - ■  2 ) f ( Л + V ? ) * .  3) ' j 2 *
0 - 1/2 л / ь - ^ 2"

4 ) J —— —r  ■ 5) J — з - ^ ------------------------------------- • 6 ) .
0J 1 +  x 6 j  4 x  + 4 x  + 5 q 2 x  +  1

(x  + l)(x  2 + 1 j  J X

9) J

e ’ /X Л

W 2  J x

0 1 + sin x + cos x

Отв.: 1) j ( 2 M l  -  l ) .  2) 19 /15 . 3) n / 3 . 4) n  /12 .

4
5 )— erc*g-

6) 2 - In 5 ; 1) 7t ! A , 8) j ( e  - e l/4 ); 9) In 2 .
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2,11. Найти предел L  -  lim  —
х -> О

А При х = О интеграл J sin -Jxdx — О . Условия для применения пра­

вд пи Лопиталя выполнены. Поэтому £  = lim
л'—>0

| ,, 2x s in x  2 .* |,m..----—  = —.А
! * *» Ъх з

х
Jsin 4xdx . . И

Зх1

2.12. Найти пределы:
X
ja r  ctg21 dt

1) lim - _____ -
*-we 4x^+1

2) lim
X со

л

Jcost2dt

3) lim -
л->0

xt t2 Уje  dt
Vo_______

X j
f e 2t dt
0

s i n x  _____

j  yftgtdt

4) lin^  x - » 0

J  л/sin tdt

Отв.: 1) ят2/4; 2 ) 0 ;  3) 1 q; 4)1.
2.13. Найти точки экстремума функций:

\ ) ) ( t - l \ t  -  2 )2 dt . 2) j V ' 2/2(l -  t 2)  dt . 3) j-----.
U 1 0 2 ~h ё

Отв.: 1) В  точке х = 1 — min , в точке х - 2  экстремума нет. 2) В  точке 
v = 1 - max, в точке х = -1 — min. 3) В  точках х — 0 ,+2 — min, в точках
* ±1 - max.

Определенные интегралы часто легче вычисляются, если в них выполнить 
никну переменной интегрирования. Суть этой замены в следующем.

Теорема 2.3. Если функция х = (p{t) удовлетворяет условиям:
1) <p(t)- непрерывная однозначная функция, t е \а , f ) ], и имеющая на 

шит отрезке непрерывную производную (p '{t).
2) Если t € [а  , Р  ], то  значения <p{t) не выходят за пределы отрезка
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3) (р (а  )  = а , (p (f j)=  Ъ , то  для любой функции f ix ), непрерывно-, 
на отрезке [<з, Ь] , справедлива следующая формула замены переменной ин­
тегрирования (или подстановка) в определенном интеграле: 

ь р
\ f {x )d x  = \ f {(p {t ))- (p '(t )d t  . (2.ff
а а

V I
2.14. Найти интеграл / = f л/4 - х 2 dx .

-л/З
Л Применим подстановку х = 2 sin t («логика» этой подстановки в том 

что нам необходимо избавиться от радикала, интегрирование которого чапда 
всего не очень просто). Здесь - п  / 3 < t < я  ! 3 . Функция х = <р ( t )  = sin / 
на [— ж / 3 , т г / 3 ]  удовлетворяет всем требованиям теоремы 2.3: она непре­
рывно дифференцируема, монотонна <р л / 3 ) = - л/з", <р (п  / 3 )  = л/з 

Тогда х = 2 sin t , dx = 2  cos tdt , л/4 - x 2 = 2  |cos t j = 2 cos t , ибо npi 
t e \_- я  ! 3, л  ! 3~\=$ cos t > 0 .

л/з" ----------- ----  7t /  3 4  7Г
Итак: / = j v 4 - x 2efo: = 4 J cos 2 tdt = ---- ь -ч/Т

--ч/з" - г г / 3  ^

(читателю предоставляется «право» убедиться в этом самому). А

„  т т  - Т 4f а/х2 - 42.15. Наити интеграл / = I----т----ш: .
2 *

А Убедимся в том, что подстановка х = 2 sec t = 2 • (l / cos г’)  рацио­
нализирует подынтегральное выражение, при этом:

, „ s i n  Г ,  Гх = 2 := > ?= 0;dx = 2 --г— at : < . , „
cos if I х = 4 => t = ж / 3.

Таким образом, поскольку функция х = 2 sec / монотонна, то значит,
71 I Ъ

sin3 7t 13 _  л/З
0 “ I T '

f -V SCU / * Sill I j i f *  2 , *------—  2 ----— d t - — sm t cos tdt-
0 16 sec4 1 cos t 4 0J 12
Надо сказать, что применение той или иной подстановки для определен­

ного интеграла при его вычислении требует «искусства», что не всегда легко. I 
этом случае нужна практика работы с определенными интегралами. Для этоп 
студентам рекомендуется чаще обращаться к учебникам, учебным пособиям 
где такие подстановки уже становятся «стандартными».

2.16. Вычислить интегралы:
^  dx

1) J х 2 л /а 2 -  х 2 dx . 2) J
о 1
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п /2
3) J

О
п !:

4)  J

cos xdx 
5 sin х + sin 2 x
dx n / 4

5) J
e£c

a > 0, b > 0

■л
6)*

1

+  X* - dx . 7 ) 1-

a 2 cos 2 x + b 2 sin 2 x 

dx
:V l + In  я;

8) ) j / E 5 L ,
з 3 + \/(x -  2 )

9 )*  ..Л ™ *
n 1 + cos x

10)* J
!f In ( l + X )

1 + X  ‘
dx .

£

Отв.: 1) я-a2 /16 ; 2) (л/3~- л/2) / 2 ; 3) ln (4 / 3 );4 ) ж / З Т 2  ; 
Ъ- arctg — ; 
а

1 -  2 / V 3 >  In 7) 2(л/ F - l); 8)8 + 9) я- 2 / 4 ;
1 + V2 2

т In 2 )/8  .
2.17. Доказать равенство

я- / 2
, 1 '  J. _

0 2 q sin t
1 + Х2.18.* Вычислить интеграл / = J ----
1 + X

х ,  HZ' \

dt .

Отв.:
V 2

ъ4 1a r c tg ------н л
V у

Пусть функции м = к ( х ) и $ = $ ( х ) -  непрерывно дифференцируемы 
Ъ ]. Тогда имеет место следующая формула интегрирования по частям в 

. ~гленном интеграле:
Ъ

$ = и З j-9du . (2.7)

2.19. Найти интеграл: / = jx  In xdx .
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Д Имеем: 
и = In x;du = dx I x; 
d& = xdx;S - x2 / 2

2.20. Найти интегралы:
ж / p

1) Je ^ s in  /?x& . 
о

Я-2 / 4

-lnx e _  A. = £___ i .  x2
1 2 j 2 4

2) j  In 3 x<&

® = (e2 + l ) / 4 . A

3) js in  sfxdx . 
о

ж 12
5) j  x 2 sin x<fx . 

о

7) |  x In (l + x 2 )  cfc .

arcsm x
4) |  л/ l  + x

й?Х .

6)* J  (a 2 - х 2У dx , n e. N  . 
о

?r / 4

8) J  In (l + ĝx )  dx ,
о

IT I 2 16 r— ~ ------
9) Js in  2x arctg (sin x ) dx . 10)* j arctg -%/wx - Xdx .

о
П 1 2

О тв .: 1) 2) 6 — 2e ; 3) 2. 4 ) ^ - 4
a 2 + p  

5) л - 2 ; 6) a 2n + l (2 « )!! где (2и)И= 2 • 4 • 6---2и.
(2 и + l)!!

(2 и  + 1 ) ! ! = 1 - 3 - 5 -  ( 2 n  + l ) ;
7) In 2 - 1 / 2 ;  8) I n ( 2 / 8 ) ;  9 ) 9 ( * / 2 - l ) ;
10) 16 гг / 3 — 2л/3 .

Справедлива
Теорема 2.4. Пусть f  (х ) - интегрируемая на [-  а , а ] функция. Тогда 

если f  — четная функция, то

|/ (х )с Ь с  = 2 j  / (x )dx , (2.8

а
еслм /  — нечетная функция, то  j",/ (х ) dx = 0 ; если f  - периодически

— а
функция периода Т , mo V  а  е R

с? + 2̂
J f ( x ) d x  -  j f ( x ) d x  . (2.9)
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2.21. Вычислить интегралы:
1 2 v 6 • 5 ж / 4

а) I  = J|x|(ix . б) /  = J —-g--------- . в) /  = J
-1 -■> х + 3 _

sin 2 xdx
cos 4 х + sin 4 х

; Д а) Так как функция f ix )  —1*| — четная, то / = 2 | x Jx  = 1.

б) Подынтегральная функция нечетная, поэтому 1 = 0
в) Так как

sin 2 (х + яг)  _  sin 2 х
cos 4 (х + ж )  + sin 4 (х + ж )  cos 4 х + sin 4 х / ( * ) » то

- дынтегральная функция имеет период я  . Поэтому можно отнять от верхнего 
нижнего пределов интегрирования число ж : 

sin2x dx tgx dx
cos4x+sin4x = 2 J cos2 XIо 'v ' ~ о

подстановкой t = tgx . Он равен я  / 4 , A  
2.22. Доказать равенства:

а  а

1)  jco sx f^ x 2)  c& = 2 jcosx-/^x2)  dx.

л . Последний интеграл легко вычисляется 
(1+J& х)

2*) Jsinx-/(cosx) dx = 0.

3) | /  (x  )  dx = J f  (a  + b — x )  dx .

Указание. В  интеграле справа сделать подстановку х = а + b - t
71 Я I 2

4*) | /  (sin х )  dx = 2 \ f  (sin х )  dx . 
о о

2.23. Вычислить интегралы:

1)* J
- у / 2

^  2х7 + Зх6 - 10х5 - 7х3 - 12х2 + х + 1
х2 + 2

dx .

1/2 1 -f X2) f cos х In -----dx .
-1/2 i - *

Отв.: 1) 16 ж
— 42  + ,—  ,
5 2 42

2) 0.

2.3. Приближенные методы вычисления определенных интегралов

Квадратурные формулы прямоугольников и трапеций. Квадратур­
ная формула Симпсона.
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Пусть на отрезке \a,b\ задана система точек {х , } ,  0 < 
а = х0 < хх < ... < х п = b , и система чисел {Д - }, i -  1, п .

Для интегрируемой на [а,£>] функции у  = /  (х )  п] 
равенство

\ f (x )d x  »  £  Л,-/(<?,)
а

называется квадратурной формулой. Точки называются узлами, ачи 
весами этой формулы. Разность

д = \ f (x )d x  - £  A J i g i )
а i - l

назьшается погрешностью квадратурной формулы.
Если отрезок [а , Ъ ] разбивается на п равных частей узлами иг 

вания а = х0 < х, < х , < ... < х я = 6 , то расстояние h между л 
седними узлами, называемое шагом интегрирования, есть величина 
ная, равная h = (b - а )/ п . Тогда £; = а + ih , г = 1, п . Квад 
формула

/ / ( » ) * «  h " i / f c ) = — S ' / f c )
а 1=0 и /«0

называется формулой прямоугольников.
Если в качестве точек £ ( выбрать левые концы отрезков [х ; ( , х ; ].

i = 1, п , то получим так называемую формулу левых прямоугольников:

J/ (x > &  = / 0 0  = ^ - ^ 4 / 0 0 +  / 0 0 +  / 0 ег ) + -  + / 0 е. -

Поскольку Xj = а + ih , то эта формула преобразуется к виду

\ f(x )d x  »  -— —(/ (« )+  / (л  + й)+  / (а  4- 2/г)+... 4- / (а  4- («  - l)/ ? )) (-

При выборе в качестве правых концов отрезков [х ,_ , , х;. ] полу- 
формулу правых прямоугольников:

\ f ( x ) d x  «  ^ ^ ( / ( а  4- А )+  / ( а  + 2 й ) + ... 4- / ( а  + n h ) ) ,  (2.14’j
Иа

где а + nh = b .
При выборе в качестве середины отрезков [х(_ , , х,- ], t .i

£. = (%,•_! + х ( ) / 2 , получим так называемую составную квадратурну 
формулу прямоугольков:
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х )ах : b -  a
(a  + & /2 )  + ^ ^  + 3/2/ 2^ + . . . +  + ^2?? — l)fc / 2)^ :

b- i r i A ° + { , - \ i h i
(2.15)

Если M  2 = max |/  "(x  )|, то максимальная сверху оценка погрешности
{а,Ъ\

улы (2.15) определяется выражением 

А < - а  (р -  <я)3 , ,—— й , М ,  = - ---- т~-М  ■
24 2 2 24 п г

(2.16)

Пусть ^ j = а + ih , i - 1,п , тогда квадратурную формулу 
Ъ — а

T{x)dx = ------(/ (« )+  / (й )+ 2 / (а  + й)+ 2 / (а  + 2 h )+ ... + 2/ (а  + (и - 1)й ))
2п

(2.17)
зывают квадратурной формулой трапеций. Ее погрешность определяется 
?ажением

(b - а У
12 и '

A ^ v_ _ Z _ M 2 j (2,18)

-If 2 = max l / " ( x } .
Lo.6]

Если отрезок [ а , й ] разделить на 2л частей так, что й = (Ь  — а ) / 2п , 
юрмула

J/ (x > &  я  / ( х 2;)+ 4 / (х 2/+1)+  / ( х 2г+2)=  (2.19)
о 3 >'=о

( Д а )  +  Л 6 )  +  2 ( / f e  )  +  / ( * 4  )  +  ••• +  Л * 2 » - 2  ) )  +  4 ( / t * l )  +  Л * 3  )  +  • • • +  / ( Х2«-1)))

А <

ывается квадратурной формулой Симпсона, или формулой парабол. По- 
‘жпность формулы Симпсона определяется соотношением

(2 .20 )

V dx2.24. Найти число узлов для вычисления интеграла 1-----— по формуле
о 1 + х-

«ветавных прямоугольников с точностью 10 ~4 .
А Имеем

f ( x ) =
1

\.+ х ‘
/ " О )  = £ ---- Д  => М 2 = max | / " ( х )  = / " ( 0 )  = 2 •

\1 + х )  I0-1!
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24 и 2 24 л

Тогда по формуле (2.16)

2 < 10 ~4 => п > 50 / л/3 => и > 30

Следовательно, для вычисления данного интеграла с точностью до 10 :
формуле составных прямоугольников отрезок интегрирования [0,1 ] необхода 
мо разбить на 30 равных частей. А

2.25. Вьиислить интеграл f-----с помощью: а) составной формулы нр
о 1 + *

моугольников; б) формулы трапеций; в) формулы Симпсона, разбив отрезе 
интегрирования на 10 равных частей, и произвести оценки погрешностей вь 
числений.

А В  нашем случае а = 0 , b = 1, 2п = 10 , h = (b — а ) / 10 = 0,1.3 
узлы интегрирования возьмем точки х 0, хг , х 4 , х 6 , х я , х10 . Составим та® 
лицу / (х (-)  функции f ( x ) =  1 /(д: + 1) в узлах (все вычисления проведены 
с четырьмя десятичными знаками после запятой):

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

xi 0 од 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

f ix , ) 1 0,9091 0,8333 0,7692 0,7143 0,6667 0,6250 0,5882 0,5556 0,5263 0,5

а) При вычислении интеграла по формуле прямоугольников (2.16) серед* 
частичных отрезков интегрирования являются точки хх, х ъ , х 5, х7 , х 9 . П1 
этому

j ( f ( xi ) + / ( хз)+ / ( х5 ) + / ( х 7) + / ( х д))  = ~ 3,4595 = 0,6912

б) По формуле (2.17) получаем
dx 1----  да —
+ х 5 ,6 8 6 6 .

+ х 30

+ f ( x 2} + f ( x^ + f ( x 6)+  / ( x 8) j  = 0,(

(2.19) находим

( / ( 0 ) +  / ( 0 +  2 ( f ( x 2 )+  f ( x A)+  f ( x 6)  + j  (x 8)>

в) По формуле (2.19) находим
V dx 1

J l
+ 4 ( ( * i )  + / ( * 3)+ f ( x 5)+  / ( * 7 )  + / ( * » ) ) )  = 0,6931 .

Так как M  , = max 
2 [од] I  + x

2,  M , max
[ол] 1 + x

IV

, TO ПС

формулам (2.16), (2.18), (2.20) оценки погрешностей равны: а) 0,0333; б) 0,066d
в) 0,0021, т.е. наиболее точное значение интеграла получается по формуле 
Симпсона. Точное значение интеграла равно In 2 = 0,693147 ... А 
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2.26. Вычислить с погрешностью не более S  интеграл:

£ = 10,-4

! 1 + X

3 > Ь г Л у е  =  1 °
0 (1 + X j

5) — — — dx , е
1 *
2

2) |лЛ  + А х 1 dx ,s
о

dx
4) f

л/Г
10 ~ 3 .

1 0 '

+ х"

10

7>f- 10

6) J ^ i
1 *

8 )  ' Г "n A
COS X

10

dx ,s  -  10

9) |cos x 2dx s = 10 ~3.
о

Отв.: 1) 0,3502; 2) 4,6470;
1,2400; 7)0,1705; 8)0,6736;

+ x
Ж

10) Jsin (sin x)dx ,e  = 10 .
0

3) 0,7535; 4) 1,2280; 5)2,3020; 
9)0,9775; 10) 1,7866.

2.4. Геометрические приложения определенных интегралов

Площадь плоской фигуры в прямоугольной декартовой системе коор- 
гат. Площадь плоской фигуры при параметрическом задании ее границ, 
лцадь плоской фигуры в полярной системе координат. Вычисление 
:ны дуги в декартовой и полярной системах координат. Вычисление 
.смов тел. Площадь поверхности и объем тела вращения.

Исхода из определения определенного интеграла, площадь криволинейной тра- 
..ри D  , ограниченной графиком неотрица- 
шой функции у - у  (х  ) ,  х е [ а ,й ] , от- 
юом [ а , Ъ ] оси X  и соответствующими от-
ими прямых х = а и х = b (рис 2.2), равна 

ъ
S = j y i x ' j d x  . (2.21)

Если функция у  = у ( х  ) задана парамет- 
ски уравнениями х = х (? ) ,  у  = >'(/), t е [ а , /? ], где х( г )  имеет непре- 

иую неотрицательную на [а  , f i ]  производную, х ( а ) =  а , x.( f i )  = b , а. 
' I - непрерывна и неотрицательна на [ « , / ? ] ,  то площадь области D  равна

S = j y  ( ? )х '  ( ? ) dt. (2.22)
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Если область D  ограничена графиками функций У - У i (х )  и 
у  = у 2 (х ) ,  непрерывных на [а ,й ], и у 2 (х )>  ̂ х 6 [а ’ ]̂> то
площадь такой области (рис. 2.3) равна

О
S  = \{уг  ( * ) -  y t (x ))d x .

а
При аналогачных предположениях относи­

тельно данных функций для площади области D  
(рис. 2.4) имеют место формулы

(2.23)

\ x (y )d y , (2.24)

S  = \x (t}y '(t )d t  . (2.25)
Р

Кроме того, можно пользоваться формулой
1 Р

S  = — j (x y ' -  у х ')  dt , (2.26)
2 а

где а  и j? - значения параметра t , соответствующие началу и концу обхо­
да контура в положительном направлении, при котором область D  остается 
слева.

Для площади области D  (рис. 2.5)

5 = J (x 2(;y )-  х1 ( y ) ) d y . (2.27)

Рис. 2.6
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Пусть функция р = р{(р ), ф е [« ,/ ? ]  , где 0 < р  - а  < 2л; , непре- 
ваа и неотрицательна на \сс , р  ]. Площадь сектора D  (рис. 2.6), ограни- 
шого графиком функции р (<р )  в полярных координатах и соответствую- 
мн отрезками лучей <р = а  и ф = р  , равна

1
(2.28)

2.27. Найти площадь фигуры, заключенной между параболой х = 4 >> и 
таном Аньези у  = 8 / (х 2 + 4 ) (рис. 2.7).

Д Решив систему 
7 = 8 / (х 2 + 4 ), 
у = х 2 /4 , 

водим абсциссы точек i  и С 
усечения данных кривых. Это 

= —2 и х2 = 2 .
!| рисунка следует, что 

х 2 + 4 ) > О
отрезке [— 2 ,2 ]. Следовательно,

-2

. 2 Л

X 2 +
dx

Рис. 2.7

з
4 arctg

У 12

2 

-  2
2я

2 2 х у
2.28.* К  эллипсу —у- + —у  

а
1 проведена касательная в точке

акции где

= (а / 2 ,6 ^ / 2 ] .  Найти площадь криволинейного треугольника АБС  
як. 2.8).

Д Дуга АС  эллипса и отрезок касательной ВС  являются графиком 

х = хг(у )=  a^ Jl - у 2 /Ъ 2 и х = х2(у )

1<у<Ь4 3/2.. По формуле (2.27) имеем
Ь-ч/З/2

= J (x 2 O ') - -X; (>’) )Ф ’ • Интеграл от
о

ifакции x2( j )  вычисляется легко:



Для интеграла от функции х . ( у )  вводим подстановку y = b s in t ,
О < t < п /3 :

4 л / з 7 Т  я ! Ъ  f  п  ^ з " ^

h  ~ I x i ( y)dy = ab | cos 2 tdt = | —  +
о о

Таким образом,

ab .

s  = h - h ab (Зл/З - j t ) / 6..A

f=6

2.29.* Найти площадь петли кривой: 

х = ^ ( 6  -  t ) ,  у  = у  (6 - О-

Д Обе функции х (/ ) и J ; (/ ) определены
V ( е R  . Найдем точки самопересечения этой 
кривой.

Для точки самопересечения характерно то, 
что в ней совпадают значения абсциссы (и

ординаты) при разных значениях параметра t . Так как х = 3 — ^ { t  - 3 )2 , то

абсциссы совпадают при значениях параметра t = 3 ± Я . Чтобы функция 
y ( t )  при тех же значениях параметра t одно и то же значение должно выпол­
няться равенство

Й .± А ) _ ( з  _  х ) =  ^ - ^ - ( 3  +  Я ) ,  Л * 0 , = > Л  =  ± 3 .
8 8 

Таким образом, при tx — 0 и при t2 = б имеем x (/ j) = х ( t2 )  - О I- 
•У Qi )  = y ( f  2 )  = 0 , т.е. точка (0,0 )  является единственной точкой самопере­
сечения. При изменении t от 0 до 6 точки кривой лежат в первой четверти. При 
изменении t от 0 до 3 точка М  ~ (х , у  )  описывает нижнюю часть петли, так

как в указанном промежутке х(0 и у  ( ? )  = 3 t— возрастают, а затем функциу
8

x(t) начинает убывать, в то время как y (t  )  сначала еще возрастает. На рис. 2.!- 
указан обход кривой, соответствующей возрастанию t (область остается слева] 

Площадь искомой петли найдем по формуле (2.26):
6

dt ■ 27S  = — \{ху' - ух ') dt = — f-
2 Г  '  2 I  24 5

. к

2.30. Найти площадь области, вырезаемой окружностью р  = -Jb sin 
из кардиоиды р  — 1 + cos ср (рис. 2.10).
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Д Решив систему 
р  = v T  sin ср, О < ср < л

/ 7  =  1 +  C O S  Ср , 

ходим точки пересечения этих кри- 
ср j = ж / 3 , срг = л .

Искомая площадь равна сумме 
1'Х площадей: площади кругового 
мента и площади сегмента кардиоиды. 
т  сегменты примыкают друг к другу по 
чу (р - л  / 3 (луч. ОВ ). Дуга ВАО  
*еывается концом полярного радиуса р  рис 2 ю 
здиоиды при изменении угла <р от тт / 3 до я .  Дуга ОСВ -  концом 
г.ярного радиуса р  окружности при 0 < <р < л  / 3 . Поэтому, пропуская 
г-шсления интегралов, имеем л  / 3 .

ж /з , я- о . .
J ( l  + cos ср У  dtp = — {я- -  л/З^.А

2 гг /3 4
2.31. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми:

1) jc = — 2 у 2 , х = I  - 3у 2
cos х , О < х < ж ! А .2) у  = sin х , jy

63) у  --------- у  _  |Х1 х > ~2
. (х  + 5) 11
4) у  = sin 3 я + cos 3 х ,
5) у  = arc?g л/лГ, у  ± х

Отв.: 1) — . 2 )л/2 -1

= О,
2

я*3) 61п2 — . 4) 5 V 2 /3 . 5)
2 2

’■32. Найти площадь астроиды (х / а )213 + (_у / а )2; 3 = 1 .
Отв.: Зтга 2 / 8 .
233.* Найти площадь фигуры, ограниченной кривой х = a sin f, 

= fe sin 2 f .
Отв.: tab  ! Ъ .

2.34.*. Вычислить площадь, содержащуюся внутри кардиоиды 
= a cos t (1 + cos f ), у  = a sin t ( l  + cos t ).

2.35. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кривой:

1) X =

са).

-cos
а У -sin 3 t Ъ 2 (эволюта эллип-
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1 - t 2 2 at2) x = a ---- -г—, у  = ----- —  {улитка).
(l + t 2 J  (l + /2)

Отв.: 1) З я ( а 2 - b2) 2 l ( i a b ) .  2) 3 n a 2 l% .
2.36. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кривой р  = a cos (р . 
Отв.: я а 2 ! 4 .
2.37.* Найти площадь фигуры, лежащей вне круга р = а и ограничен-

а 2
ной кривой р  -  2 a cos 3 ср .Отв. ---\2я + Зл/З").

18
2.38.* Вычислить площадь фигуры, ограниченной окружностями 

р  -  Зл/2"a cos ср и р  = За  sin (р . Отв. 2,25 а 2 (я  - arctg - J l  - V2~).
2.39.* Найти площадь петли декартова листа х 3 + у 3 = 3 аху .
Отв.: Ъа212.
2.40.* Вычислить площадь фигуры, ограниченной замкнутой кривой 

р  - a sin (р cos 2 q> , а > 0. Отв. я а 2 / 32 .
2.41. Найти площадь фигуры, ограниченной петлей заданной кривой:

1) х = at - t 2 , у  = a t 2 - t 3, а > 0 .
2) х - t 2 - а 2 , у  = t 3 - a 21 , а > 0 .

1+ 3/2 l + 3 f 2

4) - 1 —  v =
(1 + t 2) ( i  + t2) '

5) х = a sin 2 1 , у  = a sin t , a > 0 .

Отв.: 1) a 5 /60 . 2) 8 a 5 /15 . 3) - .  5)
3 4 3

Если плоская кривая задана явно уравнением у  = у (х ), х е [а , 6 ], где 
у  (х )  — непрерывно дифференцируемая на [а , b ] функция, то ее длина

ъ ------
S  = \^Jl + у ’2 dx . (2.29]

а
' Длина пространственной кривой, заданной параметрически уравнения­

ми х - х (? ) , у  = y ( t \  z -  z (/ ), t е [a , /? ], где х (/ ), ,у(/)> z (0  -не­
прерывно дифференцируемые на [ а , /5 ] функции, равна

р --------------
S  = J-^x' 2 + / 2 + z ’2 dt . (2.30)
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Длина тоской кривой, заданной параметрически уравнениями х = х (7 ), 
= y ( t ), где x ( t )  и я о  - непрерывно дифференцируемые на [« ,/ ? ]  
акции,равна

S  = |л/х'2 + y '2dt (2.31)

Длина плоской кривой, заданной в полярных координатах уравнением
- р  {(р ), ср е [ а , /5 ], где р  {(р )  - непрерывно дифференцируемая на 
, 0  ] функция, равна

S  — |д /р 2 + р ' 2d(p . (2.32)

2.42. Вычислить длину полукубической параболы у 2 = х 3, заключен-
i между точками (0 ,0 ) и (4 ,8 ) (рис. 2.11).

А Функция у  (х )  определена для х > 0 , По­
лу данные точки лежат в первой четверти, то

3„ 3 / 2 у ' = ~4~х => + у '2 = л/l + 9х / 4 .

По формуле (2.29) имеем

О 27
(lO V lO -l). А

Рис. 2.11
2.43.* Найти периметр криволинейного тре-

■ъника, ограниченного дугой окружности х 2 + у 2 = 2 ж графиком функ-
у  = /̂\х\ (рис. 2.12).

А Решив систему
х 2 + у 2 = 2 ,

= л/R»
юадим координаты точек А и В  пересе- 

.ияя этих кривых: А = (-  1,1), В  = ( l , l ) .  
га АВ  задается явно уравнением
= л/2 - х 2 , \х | < 1. Ее длина по форму- 
’2.29) равна

Y‘V2

/  i l \/ * \  I 1 /  I \f 1 1 k.
U  о i  Щ  X

Рис. 2.12

5-1 = j V l  + y ' 2dx = J  S
-1 - lb

-dx = л/2~arcsm
л Я 1

к
л / Г

Длины £ 2 и £3 дуг графика 05  и О А равны в силу симметрии этих 
шгосительно оси 7 . Найдем длину дуги ОВ  , заданной явно формулой
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у  = л/х", 0 < х < 1 . Но производная функции у  = -Jx неограниченна * 
окрестности х - 0 . Приняв за независимое переменное у , зададим Oh
уравнением х = у 2 , 0 < у < 1 .  Тогда х ' = 2 у  и по формуле, аналогично; 
(2,29), получим

S 2 = JV T +  x '2dy = j V l  + 4 y 2dy .

Положив у  — — sht , находим

S 2 = i arejcA 2f t *  = \ [ ^ sh 2t  + QtCSh 2  = " ( 2л//5 + In (2 + -v/5 ) )  

Таким образом, периметр треугольника равен

2 5 2 = —f= +  л/5" + — In  (2 + rs/F).
•v 2  2

2.44.* Найти длину пространственной кривой 

х 2 = 2 az -  z 2 , у  =  a  In^l -  j  , 0  <  z <  z 0 < 2 а  ,

взяв в качестве параметра
t =  -Jz  / 2 а  , 0 <  t <  t0 =  4 zo /2 а  < 1 . (2.3Г

А Из (2.33) находим z = 2 at г , х - 2  at 4  1 -  t2 ,
1 A , о 1 - 2 ? 2 , 2 a ?  . ^

y  = a  I n  I I -  ? I => x  = 2 a  ■■■■: ....... , у  = -------- — , z  =  4 at .v 7 1 - 1
По формуле (2.30) находим

с I Ti Г2 a ,  *r 2 cl 7 . 1 + tn л л / 2 а  + -J z §S =  j д/х + y  + z dt = Г— —r- iif= a ln ---— = a In  p=̂ .—  ,—  .A
0 o l - ^  l “ *o 4 l^ i
2.45. Найти длину развертки круга х  = a  (c o s  t + f s in  t), 

у  =  a ( s i n  t -  t cos / ) ,  t e  [0 , 2 л  ] .

А Так как x't = at cos t , y ' = at sin f , t o  -yjx'2 + y ' 2 = at . 7
In

формуле (2.31) длина развертки S  = jatdt - 2 ж а 2 .Jk.
0

2.46. Найти длину логарифмической спирали р  = a e mq> от некоторой 
точки (ро > (р о ) до переменной точки ( р , д> ).

А Независимо от того, какая из величин р  и р 0 больше, имеем по г - 
муле (2.32)



а 2е 2т< + а 2т  2е 2т<> dcp
ч> о

! л/Т \em(pd(p

л/Г+ ОТ I мв „ т Ч>йа -------- е  ̂ — е и л/1 + от' VT + т '
■|Л р 1’т  ' 1 т  т

■ е. длина дуги логарифмической спирали пропорциональна приращению по- 
шрного радиуса дуги. А

2.47. Найти длину дуги кривой у  2 = х 3, отсеченной прямой х = 4 / 3 . 
Отв.: 112 /27 .
2.48. Найти длину дуги кривой у  = In cos х , х е [0, л  / 4 ].

, Зтг Отв.: in tg ----.

. ех +12.49. Найти длину дуги кривой In ------ - от Xj = а до х2 Ъ ,

• > а .

Отв.: In
пъ -ь е - е

2.50. Найти длину дуги кривой х = — ~1п У » У е [1,2].

3 1 , ,О тв .:-- i---In 2 .
4 2

2.51. Найти длину дуги кривой у  = — л/х + 12 , х е [— 11,—3].
6

Отв.: 25 / 3 .
2.52. Найти длину одной арки циклоиды х = а (/ - sin f ),

= a (l - cos t ). Отв.: 8a .
2.53. Найти длину астроиды х = a cos 3 t , у  = a sin 3 t .
Отв.: 6 а .
2.54. Найти длину дуги кардиоиды х = a (2 cos t - cos 2 t),

= a (2 sin t - sin 2 1).
Отв.: 16a.
2.55. Найти длину дуги кривой :

1)* х = a (cos t + In tg (t / 2 ) ) ,  у  = a sin t ,
< 10 < t < n ! 2 (трактриса).

2) x = (/2 - 2 )sin t + 2 t cos / , у  - (^2 - 2 )cos t - 2 t sin t ,
0 < t< n .

Отв.: 1) — a In sin t0 . 2) / 3.
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2.56. Найти длину дуги кардиоиды р  = а{\ + cos <р ), а > 0 ,
О < (р < 2п .

Отв.: 8а .
2.57. Найти длину дуги кривой р  = a sin 3 (ср / 3 ).

3
Отв.: — па .

2
2.58. Найти длину отрезка прямой линии р  — a sec {ср — п /

(р е [О, п  / 2 ].
Отв.: 4а-\/3~ / 3 .
2.59. Найти длину замкнутой кривой р  — a sin 4 (<р / 4 ) .
Отв.: 16 а / 3 .
2.60. Найти длину замкнутой кривой р  = 2 a (sin <р + cos <р ).
Отв.: 2 л/2~7Га .
Объем тела выражается интегралом

ь
V = \S (x )d x  , (2 :

а
где S  (х )  — площадь сечения тела плоскостью, перпендикулярной к ос.: 
точке с абсциссой х , х е [а ,б ]. Функция 5 (х ) предполагается извес 
непрерывной V х е [а , Ъ ] .

2 2 2 х у Z2.61. Найти объем эллипсоида —— ч--- 5- Ч- —тг = 1 .
а Ъ с

Д Любое сечение эллипсоида плоскостью х = const , [х|< а , е:т;
липе

у 2 Z 2 _  .

Z>2( l - x 2 / a 2)  + c 2( l - x 2 / a 2) ~
с полуосями ____________

А = Ьл!\ - X 2 / а 2 , В  = cs !l - X 2 / а 2 .
Так как площадь эллипса равна пАВ  ,то S' (х  )  = nbc {1 — х 2 / а 2), |х|< г. 

Тогда по формуле (2.34) объем эллипсоида

F = J жЪс dx = nbc
a j о 2За у

= —паЪс . 
а 3

В  частности, при а — b - с получим объем шара Уш -
4  з

58



2.62. Вычислить объемы тел, ограниченных поверхностями:

1) ~ - +  у 2 = 1, z = у ,  z = 0 , (у  > 0 );

2) х 2 /16 + у 2 /9 + z 2 /4 = 1, z = 0 , z = 1;
3) х 1 / 3 + у 2 / 4 = 1, z = у ->/3 , z = 0 , (>> > 0 );
4) х 2 /81 + у 2 /25 - z 2 = 1,  ̂= 0, z = 2 ;
5) х2/27 +у 2/25 = 1, z = ул/ J ,  z = 0 , (у  > 0 );
6) х 2 + у 2 /4 — z 2 = l , z  = 0 , z  = 3.
Отв.: 1)2. 2) 11 я  . 3) 8. 4) 210 л . 5)50. 6) 128 л .

2.63.* Найти объем чердака, основание которого есть прямоугольник со 
аренами а и Ъ , верхнее ребро равно С , а высота равна h .

Отв.: bh (С  + 2 а )  / 6 ..
2.64.* Найти объем обелиска, параллельные основания которого являются 

«моугольниками со сторонами А , В , а ,Ь , а высота равна h .
Отв.: h \В (а  + 2 А )+  Ъ (А  + 2 а )]/ 6  .
2.65.* Найти объем усеченного конуса, основаниями которого являются 

ажпсы с полуосями А , В  и а , Ъ , а высота равна h .
Отв.: як  \В (а  + 2 А )  + Ъ (А  + 2 а )]/ 6 .
Объем V x тела, образованного вращением вокруг оси X  криволиней- 

й трапеции и ограниченной кривой у  = /  (х )  > 0 , осью X  и отрезками
ямых х = а и х  = 5 (х < 5 ) ,  выражается интегралом

ь
Vx = я  j  у 2 (x )d x . (2.35)

Я
Объем тела F A. , образованного вращением вокруг оси X  фигуры, огра- 

яенной кривыми у  = у  j (х )  и у  = у 2 (х ) (0 < у г (х )  < у  2 (х ) )  и отрезка-
I прямых х = а , х = b , выражается интегралом.

= я- j ( y l  (х )-  }>12 (х ))< * . (2.36)
а

Если функция у  = у (х )  задана параметрически уравнениями 
= x (if), у  = у (/ ), f e  [а ,/ ? ],  где функция x(V ) имеет непрерывную не- 
рицательную производную на [а  , и х ( а )  = а , х (/ ? ) = Ь ,а  функция
(г1)  непрерывна и неотрицательна на [а  , р  ], то объем Vх тела, образован-
го вращением вокруг оси X  фигуры, равен

Р
у х = л \ у 2 {t )x '{t )d t  . (2.37)
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Если функция х (f )  убывает и х (а  ) = й , а , то при тех
прочих условиях

Vx = - п  \ y 2 { t )x ’{t)dt . (2.3i-

Для тел, образованных вращением фигуры вокруг оси ^ , при аналогг 
ных предположениях относительно данных функций верны соответствен- 
следующие формулы для объемов:

Vy = n ] x 2 (y )dy . (2.39)
С

V y  = п  J (х 2 (у  )  -  x i (у  ) ) dy  • (2-4° )
С 

р
Vу - п  J x 2 ( t )y '( t )d t  . (2.41)

а
2.66. Фигура D , ограниченная ду­

гой параболы у  = 4 — х 2, отрезком 
[-  2 ,0 ]с  X  и отрезком прямой у  = Зх , вращается вокруг оси X  . Hai 
объем тела вращения.

А Решив систему у - 4  — х 2, у  = 3х , находим точку С  пересече] 
параболы и прямой (рис 2.13): Xj = 1, х2 = -4 => х с = 1 .

Искомый объем V х равен разности объемов 
Fj и V2 тел, образованных вращением трапеции Y‘
ABCD  и A OCD . По формуле (2.35) находим а

V1 = | (4 - х 2 У  dx = 153 -яг

F 2 = | (З х ) 2 = 3п .

Тогда V x = Vx - F2 = 138 я  / 5 . А
2.67. Найти объем тела, образованного вращением круга (х -  д)2 + у 2 i

вокруг оси Г  (рис. 2.14).
А Дуги АОС  и ABC  являются графиками фуню:

Xj ( у )  = а - л/а2 - 'у 2'  и х 2 = а + д/а2"+ у 2 , |у| < а . Объем F y
да вращения найдем по формуле (2.40):

<я, ч а  ------------  п! 2
FJ, = я  J(x2(y)-xf(;y)J<iy— 4яп j-ya2 - y 2cfy=|y = asinf| = 4 т  jc o i tdt =2ж■V.ii
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2.68. Найти объем тела, образованного вращением астроиды х = a cos t , 
J  = a  sin 3 t , 0 < t < 2я  , вокруг оси X  .

А Астроида симметрична относительно X  и Y , поэтому искомый объ-
*  У х равен 2 V , где V  - объем тела вращения криволинейного треугольника 
ЛОВ (рис. 2.15) вокруг оси X  . По формуле (2.38) находим

лг/2 гг/2. / vj
ja2 sin61 ■ Засоё t(-sint)dt - -Зла3 J (l -  c o ^ Jc o S 2 tdt• (cos?)= = >-я
о о

= > V = 2 V  = 32 я  а 3 /105 .А
2.69. Вычислить объем тела, образованного вращением фигуры, ограни- 

:ой данными линиями, вокруг оси L  ( L  = X  или L  = Y  ):
1) x y = A , x  = \ , x  = A , y  = 0 , L  = X \

y  = x 3, y  = 0 , x  = 2 , L  = Y ;
у  = sin х (одной волной), у  = 0 ,

2)
3) 

= X
4) у г = 4 , y  = ± 2 ,L  = Y ;  

ах , х = 0 , у  = 2 аО25)
£  = X  . Рис. 2.15 '

Отв.: 1) 12я  .2) (64 /5>г .3) я-2 . 4) (64 /3 )я  .
Щ (4 / 3 } я а 3 .

2.70. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси X  
§игуры, ограниченной окружностью х 2 + у 2 = 1 и параболой 
■»" = (3 / 2 )  х .

Отв.: (19 / 48 )  я  .
гела, получ« 

у  = a{t — t 3 !3 ) .
Отв.: (4 / 3 ) п а 3.

к Вычш
)=  а 2 (х 2 - у 2 )  вокруг осей X  и Y .

Отв.: я  2а 3 Алр2 ; (я а 3 I а )  [л/2 In (l + л/2 )-  2 / з ].
Пусть у  = у { х \  х е [ а , £ ]  - непрерывно дифференцируемая функция. 

Площадь iS поверхности, образованной вращением графика этой функции во­
круг оси X  , равна

at
2.71. Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси X  петли

2.72.* Вычислить объемы тел, полученных вращением лемнискаты
12 2 |х  + у

S  = 2 я  1 \ у (х }ф  + y ,2 (x)dx . (2.42)

Если в полуплоскости у  > 0 кривая задана параметрически уравнения- 
ш х = x ( t ) ,  у  = у  (t ) ,  t е [ а , J3 ], где х (/ ) и y (t )~ — непрерывно диффе-
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ренцируемые на [« ,/ ? ]  функции, то площадь S  поверхности, образованной 
вращением данной кривой вокруг оси X  , равна

S  = 2л  \ y ( t y jx '2 (t )+  y ' 2{ t )d t  . (2.43);
а

Если же кривая расположена в полуплоскости у  < 0 , то
р  -----------------------------------

S  = 2л l \ y ( t } 4 x '2(t )+  y ' 2 (t)dt . (2.44)|
а

При аналогичных условиях площадь S  поверхности, образованной вра­
щением кривой вокруг оси Y  , соответственно равна

S  = 2;г - (2.45)1

(2.46)|S  - 2 л  j x ( t y j x ' 2 ( t )+  y ,2 (t)d t , (x (t )>  О ).
a

S  = 2л  Ц х ^ д / х ' 2 ( f )  + y ' 2 (t)dt , (x (f)<  0 ). (2.471

Площадь поверхности, образованной вращением вокруг полярного луч^ 
кривой р  = р(<р), 0 < <рх < <р < л  , равна

S  = 2я- j р (<p)s'm < р р 2 (<р) + p '2(<p)d<p , 02.48-

где р (<р )  - непрерывно дифференцируемая на [^ 1,^ 2] функция.
При этом же условии площадь поверхности, образованной вращением во­

круг луча <р = л  / 2 кривой р - р {ср )  , -л  1 2 <срх<<р<<рг < л 1 2 , равна

S  = 2л  J  р (<р )cos <p^jp^((p )  + р ’г {cp)d(p (2.491

2.73.* Найти площадь поверхности, образованной при вращении дуги го 
раболы 2 ау ~ х 2 - а 2 , 0 < х < 2 лр2а (рис.2.16), 1)вокругоси X  ; 2 ) bi  

круг оси Y  .
Д 1) По формуле (2.42) имеем

2-Ла ___________  2-Да
S = 2л  |  |у ( л:)(л̂ /l + у '2 (x)<ix = 2 л  J

о о
Введем замену х — at и учтем, что если 0 < х < а , то

)»
] 2 -J2 ^

(2.50|

2 а
1 Н-- —dx .

i 2 2 ! ( 2  2 \  ̂ 12 2 | 2 2 т,х — а = — — а ), а если х > а , то |х — а |= х  - а  . Тогда

S = л а 2 — J  / ( t )d t  + j  / ( / )  dt 
° 1 

где f ( t ) =  i f 2 - l )V l  + t 2 .
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Первообразную F  { ( )  функции f i t )  легко найти с помощью замены 
= sh <р , в результате получим

’ (0 = ^ V T + 12 (212 - з )-  | in ( f  + 4\ + t 2 )

Из (2.50) имеем 
5 = ягa 2(- F ( 1)+ F (0 )+  F{2.~J2.)- F ( 1)) =
= 7va2{F (0 )+  F ^ l J l ) -  2 F (1 ))

F ( 0 ) =  0,
F  (2л/Т)=  39 s j l  / 4 - —In (3 + 2 V 2"),

Y

h
2

-a/2

i + V2).

2лЯа

Рис. 2.16

Отсюда найдем 
Г 39^2

па - - 1 п ( з  + 2л/2 )+ —  + - ln (l + V2) = 10я-а2л/2 .
8 v 7 4 4 v 7v 4

2) Считая кривую заданной параметрически уравнениями *  ,
. ау 2 2а - х , по формуле(2.46)находим

242а 241а \3 / 2

1 +  -
0 3

= 2я- j  x-/l+/2(x)cfc=2;r j  x Jl+ ^ jd x = m 2 —
о о V я 3̂

2.74.* Прямая у  = а пересекает дугу циклоиды х = a (t  - sin f ), 
= a (l - cos t ) ,  0 < t < 2n , в точках А и В  (рис. 2.17). Найти площадь 
верхности, образованной при вращении дуги А В  циклоиды вокруг прямой 
= а .

А Точки А ж В  соответствуют значения параметра t = к  / 2 и 
= 3 п / 2 , дуга А В  - значениям f s  [тг / 2, 3 я- / 2 ]. Площадь поверхности 
яцения найдем по формуле

Згг/2 _____________
= 2я- J  (у  (г) - а)у]х ’2 ( t) + у '2 ( t)d t, (2.51)

яг/2

«алогичной (2.43). Здесь вместо стоящего в 
...43) расстояния у  ( t )  от точки кривой до оси 

(оси вращения) стоит расстояние у ( t )  — а ,
' точки кривой до прямой у  = а , являюгцей-
I в данном случае осью вращения (рис. 2.17). 
входим: y ( t ) -  а = — a cos t ,

-«'2(/-) + У 2(?) = д/а2 (l - cos f)2 + a 2 sin 2 f = 2a sin (г1/2), t e \ti /2, Зят/2].
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По формуле (2,51) получаем
2яг /2

-Апа‘
К  I

Г cos £sin — dt 
1 2

cos — = z 
2

I /л
in a 2\ — z 3 1 /4 2

114 2  '
— —Ъжа~ J^2 z 2 -l )cfe =

-1/VT
= 16 4 2 л а 2 /3 .A
2.75. Вычислить площадь поверхности, образованной вращением лемш ■ 

скаты р  = Ял/cos 2 (р вокруг полярной оси.
А Действительные значения для р  получаются при cos 2<р > 0 , тл 

при \<р | < п / 4 (правая ветвь лемнискаты), или при я  < (р < (5 t А ) я  (ле­
вая ветвь лемнискаты). Тогда

V  р 2 + Р
>2 a cos 2 <р +

г . 0 л 2 a sm 2 (р
4 cos 2 ср J  л/cos 2 <р

Кроме того, у  = р  sin = a sin (р л/cos 2 q> .
Искомая площадь поверхности S  равна удвоенной площади поверхност 

образуемой вращением правой дуги. Поэтому
ТС// 4  --------------------------------

S  ~  2 ‘ 2 я  J p {g ) )sin P el dcp =
0

q 4  cos 2 >̂
2.76. Вычислить площадь поверхности, образованной вращением астрои­

ды х 2 / 3 + у 2/3 = а 2/3 вокруг оси X  .
Отв.: 12 яа  2 /5 .
2.77. Вычислить площадь поверхности образованной вращением вокр\ 

оси X  замкнутого контура ОАВСО  , состоящего из кривых у  = х 2 

х = у 2 (рис2.18).
6 7 V 5 *

32 V '  6
Отв.:

Рис 2.18

2.78. Вычислить площадь поверхности, образо­
ванной вращением:

а) части кривой у  = х 2 / 2 , отсеченной 
прямой у  = 3 / 2 ,  вокруг оси Г  ;

б) части кривой у 2 = 4 + х , отсеченной прямой х — 2 , вокруг ос-
* ;
Отв.: а) 14 я  / 3 ; б) 62 я  / 3 .
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2.79. Вьиислить площадь поверхности, образованной вращением вокруг 
л L  { L  = X  или L  — Y ):

1) дуги кривой х = £ 2 , х = (/ / 3 )  • (/3 — 3 ), заключенной между точ-
пересечения ее с осью X  , L  = X  ; Отв.: 12 %.
2) окружности х2 + (у  - b)2 = г 2, 0 < г < Ъ , L  - X  ; Отв.: 4 %2гЪ.
3) дуги кривой у = х 3 /3 , |х| < 2 , L  = X  ; Отв.: (34-ч/Г7 -2)гг/9.
4) дуги параболы х 2 = 4 ау , заключенной между точками ее пересе­

ляя с прямой у  = 3 д , L  = 7  ; Отв.: 56яа2/3.
5) дуги кривой х = е ' sin /, у  = е f cos t от t = 0 до t = яг / 2 ,

= X  ; Отв.: 242л{е* -2)/2.
6) кардиоиды х = о (2 cos t - cos 2 ? ), у  = а (2 sin t - sin 2 0 = 

= X  ; Отв.: 128тш2/5.
7) кривой /7 = 2 а sin <р вокруг полярной оси. Отв.: 4тс2а2.

2.5. Физические применения определенного интеграла

Работа переменной силы. Давление жидкости на погруженную в нее 
ic-тинку. Кинетическая энергия вращающегося тела. Масса, статические 
менты, моменты инерции плоской кривой и плоской фигуры.

Если непрерывная переменная сила F  (х )  действует в направлении оси 
. то работа силы на отрезке \_х1,х 2 ] выражается интегралом

х 2
А  = . (2.52)

Давление жидкости на вертикально погруженную в нее пластинку D  , 
вбраженную на рис. 2.19, выражается интегралом

Р  = P g  \ f (x )d x  . (2.53)

сь и на рис. 2.19: р  - плотность жидкости;
- ускорение свободного падения; у  = f  (х  )  
иение линии А В  , х = а - верхний край 

кружения пластинки, х = b - нижний край;
% ¥  расположена на поверхности жидкости.

Рис. 2.19

2.80. Вьиислить работу, которую нужно затратить на перекачивание жидко- 
через край котла, имеющего форму эллиптического параболоида 

х /4 + у 2 /9 высотой Н  = 4 м и заполненного жидкостью плотностью 
= 0,8 Т / м 3.
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А Выделим на высоте zt элементарный 
слой жидкости толщиной А г,- (рис. 2.20), объем 
которого А V, = 7г 2-\j~z~ 3yfz~ = Azt , а масса 
Am j = 6 яр z/A z i, так как в горизонтальном 
сечении котла получается эллипс с полуосями 
д = 2 4 ^  ,6  = 3 ̂ /z~ • Работа, затраченная на 
перекачивание жидкости из котла, выражается 
следующим пределом:

П
А ~ lim Gxpgz, (Н  — Z/ )Лzt =

|бяг/?£-(Я -z)dz = (sTtpg
f  2  , 3

H -—  —
Я
о '

Рис. 2.20
= np gH  ъ = 64 яр g *  1575 ,53 кДж. А

2.81. Вычислить работу, которую нужно затратить на выкачивание во,д 
из котла, имеющего форму полушара радиусом R  (/? = 1). Отв. я R 4g / 4 .

2.82. Вычислить работу, которую нужно затратить, чтобы насыпать ку 
песка конической формы с радиусом основания R  и высотой Н  . Плотнос- 
песка р  .

Отв.: яр gR 2 Н  2 /12 .
2.83*. Цилиндрический бок заполнен жидкостью. Однородный цилинд: 

плавает, на половину погрузившись в жидкость основанием вниз. Площадь <  ̂
нования цилиндра в 3 раза меньше площади поперечного сечения бака, высот: 
цилиндра равна Н  , вес G . Какую работу нужно совершить, чтобы погрузит 
цилиндр целиком в жидкость?

Отв.: G H  ! 6 .
2.84. Вычислить работу, затрачиваемую на преодоление силы тяжес 

при построении правильной усеченной четырехугольной пирамиды, сторон, 
верхнего основания которой равна 2 м, 
нижнего - 4 м, высота - 2 м. Материал, 
из которого строится пирамида, имеет :>->! 
удельный вес у = 24 кН  / м 3.

Отв.: 352 кДж.
По закону Паскаля давление Ар  

жидкости на площадь A S  , погружен­
ную на глубину h , выражается 
формулой Ар — p g h A S  , где р  - 
плотность жидкости, g 
падения.

ускорение свободного Рис. 2.21
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2.85. Треугольная пластинка с основанием а = 3 м  и высотой Н  = 2 
гружена вертикально вершиной вниз в жидкость так, что основание парал- 
яъно поверхности жидкости и находится на расстоянии d = 1 м  от поверх-
еш. Плотность жидкости р  = 0,9Т  / м 3 . Вычислить силу давления жид- 
сти на каждую из сторон пластинки.

А Прямыми, параллельными поверхности жидкости, разобьем треуголь-
Ч на элементарные полоски шириной dy (рис. 2.21), отстоящие от поверхно- 
s жидкости на расстоянии у  + d . Из подобия треугольников АБС  и

|4 А | Н  — у  jiJjC  j имеем J---- 1 - \А В х \= ( д - у ) ,
Н  ' 1 я

приближенно площадь вырезанной полоски dS
Н

■{Н - у  )dy  , а дав­

шие на каждую из сторон полоски треугольной пластины
а

Н
р g (y  + d \ H  - y )d y .

вегрируя обе части этого равенства в пределах от 0 до Н  , получаем

\-77Pg(d + У №  - y)dy = -pg.
n tt 1

5pg  и 44,1 кН. ▲

2.86. Определить давление воды (р  = l )  на 
иикальную перегородку в канале, имеющую фор-
< полукруга радиусом а , диаметр которого нахо- 
яся на поверхности воды (рис. 2.22).

А Это давление численно равно удвоенному 
г.'ению, испытываемому четвертью ОВС  круга, 
вс как уравнение душ В С  есть
(х )=  -%/а2 - х 2 ,
по формуле (2.51) искомое давление

2 g Jxa/c ' dx ( а2 -  x 2 f
/3 2 g a 3 /3.

2.87. Вычислить силу давления на пластину, вертикально погруженную в
з

ду, считая, что удельный вес воды равен 9,81 кН/м (результат округлить до 
лого числа). Форма, размеры и расположение пластины указаны на рисунке: 

1) рис. 2.23; 2) рис. 2.24; 3) рис. 2.25;
4) рис. 2.26; 5) рис. 2.27; 6) рис. 2.28.
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Рис. 2.26 Рис. 2.27 Рис. 2.28

О тв .(в кН ): 1)98; 2)248; 3)167; 4)78; 5)23; 6)20.
2,88. Вычислить кинетическую энергию однородного кругового 

вращающегося с угловой скоростью Ф  вокруг своей оси, если радиус 
ния конуса равен R, его высота Я  и плотность у ,

А Кинетическая энергия тела, вращаю­
щегося вокруг некоторой оси с угловой скоро­
стью со , равна К  = I  со 2 /2 , где I  - мо­
мент инерции тела относительно оси враще­
ния. За элементарную массу dm примем мас­
су полого цилиндра высотой h с внутренним 
радиусом г и толщиной стенок dr (рис 2.29).
Тогда dm = 2 nrh ydr , 0 < г < R .. Из по­
добия треугольников OCD  и ОАВ .

Имеем

R Н

конуса,|
оспова-

Рис. 2.29

Следовательно, 

инерции d l равен

<И

dm = 2 жуН  |̂ 1

1 - ^
R

г dr и элементарный момент

dm • г 2 = 2 я у Н \ \  -
R

г 3dr .
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Таким образом, момент инерции всего конуса равен
- R f  г Л
\dl - |2 пуН\ 1 ----\ггdr = 2nggH
I  о V R )

ветическая энергия конуса равна К  = —̂ -nyHR 4 со 2.

— TtyHR 4, 
10

2.89. Найти кинетическую энергию однородного шара радиусом R  и 
шностью у  , вращающегося с угловой скоростью со вокруг своего диаметра

Отв.: Апусо 2R  5 /\Ъ .
2.90*. Найти кинетическую энергию пластинки, имеющей форму парабо- 

кеского сегмента и вращающейся вокруг оси параболы с постоянной угло- 
§ скоростью со . Основание сегмента а , высота h , толщина пластинки d , 
«яностью материала у  .

Отв.: т  2ydha 3 /60 .
2.91. Найти кинетическую энергию треугольной пластинки, вращающей- 

;жнсруг основания с угловой скоростью со . Основание пластинки а  , высота
* толщина / , плотность у

Отв.: yalh 3 со 2 /24 .
2.92. Найти кинетическую энергию однородного кругового цилиндра

шностью у  с радиусом основания R  и высотой Н  х, вращающегося с уг- 
яюй скоростью со вокруг своей оси.

Отв.: пса 2y R 4Н  /а.
Если дуга кривой задана уравнением у  = /  (х ), х е [а , Ъ ], где /  (х )-  

врерывная на [ а , б ]  функция и имеет плотность р  = р (х ), то масса 
четой вычисляется по формуле

Ь Г----------------------------------- ---

т  = J р (х )у 1  + ( /  '( * ) )  dx. (2.52)
а

Статические моменты кривой относительно координатных осей равны 
шветственно

М  х  =  \ р  ( * ) /  ( Х ) ф  +  f ' 2  ( Х )  d X ’  ( 2 - 5 3 )

М  У = j p ( x ) f ( x ) 4 1+ f ' 2( X ) dx■ (2-54)
а

Моменты инерции 1Х и 1у относительно тех же осей Х и  Y вычисля- 
шеж по формулам:

I x = j p ( x ) f  2 (х X / l + / ' 2 (х ) dx , (2.55)
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h  = \ p ( x )  x2 \ j 1 + f  a ( x )  d x - (2.56)

Координаты x c и у  c центра масс С вычисляются по формулам

•А- п 5 Ус (2.57):
т  т

Если дуга кривой задана параметрически равенствами 
х = x (t), у  = y ( t \  t е \а , р \  то в формулах (2.53)-(2.56) нужно сделат!

соответствующую замену переменных, выражение д /1  + /  '2 (х ) с&е заменя­

ется на д/х'2 (/)+  у '2 (/У *#•
Если же кривая задана в полярной системе координат равенством 

Р  = Р  О  ), <£> е [« ,/ ? ], то в этих же формулах нужно заменит!
х - р  cos <р, у  -  р  sin (р, выражение д/l + у '2 (х )  й?х заменить а. 

л [р 2 + р  d<p .
2.93. Найти статические моменты, М  х, М  у , моменты инерции, I х, I у к 

координаты хс , у с , дуги цепной линии у  = ch х, x e [ 0 , l ]  , плотносп 
/> = 1

А Имеем
1

1 = -(2  + j A2>,
о 4

М х = |у-\Д + У  2 (х) ^  - jcfecVl + sh2xdx =
0 о

1 7 11 1Г 1= \ch2xdx~ — f(l 4- сй2х) dx =  — x +—sh2x 
oJ 2 о 2 l  2

l --------  i
M y = | x л/l + sh 2xdx -  J xch x dx =

о . о
1 t i

= j  xd ( shx )  = x shx -  J  shx dx - sh I  - ch 1 + V,
о o o

i i , ч j
/ г = J  ch 3 xdk = J  fl + sA 2 x )  с/ ( shx )  = sh 1 H—  sh 31;

0 0  3
1 l

I  у — J  x 2 ей x £& = J  x 2 й? (stoc ')= Ъ sh \ — 2 ch \\
о о

l
= s/г 1.

l
масса m — J  cA x dx = s/гх

о
sh I — ch I + I

m sh 1
M  x _  2 + sh 2 
m A sh l
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JUM. Найти статические моменты М  х и М  у плоской кривой ( плот­
ва» р  = I ) :
> Щ х / а + у / Ь = 1, х > 0 , у  > 0 ;

I / = 2х, 0 <х< 2;
( 3) х 2 / а 2 + у 2 / Ъ 2 =1, у  2 0, а > Ь;

~, ж = a sin 3 t, у  = a cos 3 t, 0 < t < п  / 2, а > Ъ.
х = a (t - sin t ), у  = a (l - cos t), О ̂  t < 2n\

' p  = 2 a cos (p, Q < <p < гг I  2 ;
= a e 9 , 0 < q> < 2n .

■■ гв.: 1) M  x = b s ja 2 + b 2 / l , M  y = a 4 a 2 + b 2 / 2 ;

2) M x = 0, M j, = - ^ I + I l n (2 + V5~);
4 8

3) M  x = b^b + - (n/2  + 5 In (l + V T  ) j j ,  e = -J a 2 + b 2 / a ;

4 )M  x = M y = 3 a 2/5;

5) M x = 32 а 2/ з , M y = 8я- a 2;

6) M  x = 2 a 2 , M  y = ж a 2 \

1 )M  x = ^ - { i - e ^ ) a 2, M  y = ^ ( e 4* - l ) a 2.

- *5. Найти координаты xc и у а центра масс кривой ( плотность р  = 1) :
х = i? cos ij?, у  = i? sin ср, \<p\ < a  < ж;

1 2 1 ,. ■ ;c = -  —In у , 1 5 j  < 2 ;

/? = a (l + cos <p ), 0 < <p < n ;
ж = - sin t\  у  = a (l - cos ̂ )> 0 < t < 2 тг .

Отв.: 1) x c = (sin a  )/ a  , y c -  0;
_  27 -16 In 2 -  4 In 2 2 20
~~ 8(3 + In 4 ) ’ Ус ~ 3(3 + In 4 ) ’

3) = y c = 4a/5 ;
4) xc = ж a, y c = 4 a/3.

i i»Se. Найти момент инерции I  x кривой:
I I  у  = e 2, 0 < x < 1/2 ;
I' x — R  cos (p, у  = R s in  cp, 0 < <p < a  < 2tt ; 

x ~ + (у  -  a ) 2 = ii 2 , a > R ..
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Отв.: 1) - ( ( l  + e f ' 2 ~ 2 л/2 ); 2) - (2 a  - s in  2 a ) R 3;
3 4

3) я К (2 а г + i?2).
2.97. Найти моменты инерции / x и / одной арки циклоиды:
х = а(/ - sin f), у = a (l - cos г), 0 ^ t < 2л .

Отв.: I x = 256а3/15, = 1 6 л:2 - — -j а 3.

Пусть плоская фигура D  задана неравенствами: 
j/j (х )<  у  < у 2 (х ), 0 < х < Ъ ,  где y i (x ) ,  у 2 (х )  - непрерывные на! 
[ а ,й]функции. Пусть на D  распределена масса с плотностью р (  х ) • Масса* 
т  фигуры, статические моменты М  х в М  у , а также моменты инерции I  х 
vi I  у относительно осей I  и Г  вычисляются по следующим формулам :

mi= 1(У 2( Х)~  У1 ( X) ) p ( X) dX’
a

(2.58)

M * = ~  \ {у 1 ( * )  ~ У? i x ))p  ( * )  dx-,
 ̂ a

(2.59)

b

M  У =  1х (У г (х ) -  y i ( x ))p  (x )  dx; (2.60>

h  = \ \ { y l { x ) ~  y l ( x ) ) p { x )  dx\
a

(2.61):

b

J y = J ^ G ^ C O ) -  y l (x )p (x )d x . (2-62)

Пусть сектор задан в полярных координатах неравенствами!
<р1 < < р < ф 1, 0 < р < р (ф ) ,  где 0 < срг - <рх < 2 к  ,р {ф  )-
непрерывная на [^ 1,^ 2] функция, и пусть на секторе распределена масса dj 
плотностью S(cp ) ,  тогда:

да = — \ p 2{cp )S{(p )d (p  , (2.63)
I

J <?2
= T  \ P 3 (fP )s in <pS (<p)d<p , (2.64)|

<P\ '

M y = T  J p 3( ^ ) cos <PS (<p)d<p , (2.65)1
pi
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= — j  Р  4 (<Р )sin 2 (р8 (<p)d<p ,
91

1 92
l y  = -  \ p 4 (<p)cos 2 <р8 {(p)d(p .

ч>\
Координаты центра масс вычисляются по формулам (2.57).
2,98. Фигура ограничена парабо-

„2  Л

1 <Р 2

(2.67)

(2.66)

А 1 2 2 2 , полуокружностью X + у  = г

щ т  х (рис. 2.29). Считая фигуру однородной с плот­
ва®  <5=1, найти координаты центра масс фигуры и 
шшент инерции относительно оси у  .

А Указанные величины найдем по формулам (2.57) - 
2.62), полагая у 2 = /?(l — х 2 / а 2), y i ( x )  = О

* г <\х\< а , у  j ( х )  = д/г 2 - х 2 при |xj < г . По 
ржуле (2.58) для массы фигуры имеем

1 ( у 2 (х )~  Ух (x))dx  = 2  J ( j ;2 ( х ) -  ^  (x))cfc ,
а О
: ^ (х ) и у2{х) четные функции, и, учитывая, что yj(x) = 0npH г < х < а, 

dx - 2 |л/г2 —щраем т  = 2 J  /г
о

х 2 dx :

Начислив эти интегралы (для второго интеграла ввести подстановкух=rsin/),

т - — (sah -  Ълг 2 ).
6 V ’

:з формулы (2.60) имеем
а

= j x ( y 2 (x )~  y { {x))dx  = 0 , так как х ( у 2 ( х ) — (х ))-

1я функция. Отсюда хс = М  у / т  = 0 , что и следовало ожидать, ибо 
s масс находится на оси у — оси симметрии фигуры.
~о формуле (2.59) находим

= Т  \{У* (Х)“ yl(x))dx = \h% 1
^ -а 0 V

- | 4 a h 2 - 5г3) .

dx - f ( r 2 - х2 ) dx =
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Отсюда

Ус
М . 4(4 ah 5 г :
т  5(8ай - Зжг j 

Момент инерции I  у находим по формуле (2.62):
..2 Л

I y = “jx2{y2{x)-yi{xj)dx = 2 'jx2h dx-2 x̂24 r2 - х 2dx =— a3h-
-а О V а )  0 15
2.99. Найти статические моменты М  х и М  фигуры (р  = l), ограниченной 

кривыми:

1) x / a  + y /  b = l , x  = 0 , y  = 0 >. a > 0 , b > 0 ;
2) у  - sin х , |xj < ж / 2 , у  = 0 ;
3) j/ = 2 / ( l + x 2), jy = x 2 , x  = 0 , x > 0 ;
4) x = a s i n ^ , y  = 6 cos t ,\t\< ж 12 , у  = 0 ;
5) x = a (? - sin t ) ,  у  = b (l -  cos t ) ,  0 < t < ж /2 , у  = 0 ;
6) р = а<р,0<<р<ж;  7) р  = a (l + cos ср ),  |$> | < ж .
Отв.: 1) М

2) М  д

3) М ,

ab / 6 , М  у = а 1Ы  6 ;

12 8 '  '  

2/5 + ж / 4 , М
2аЪ 2 /3 , М  =

тг (з л/з" -  ж / 6 );

= In 2 - 1 / 4 .
4) М  х = 2 ab 2 / 3 , М  у = 0 ;

5) М  х = 5ж а3 / 2  ,М  у = З ж 2а 3 ;
6) М  х = ж а 3 (ж 2 - б)/3 , М  у = а 3 (4 - ж 2);
7) М  х ~ 0 ,М  у = 5ж а3 / 4 .

2.100. Найти координаты хс и центра масс фигуры, ограниченной 
кривыми:

1) y 2 = x 3 / a , x  = a , iy = 0 , a > 0 , j / > 0 ;
2) у  = cos х , |х| < тг / 2 , у  = 1 / 2 ;
3) у 2 = 2 рх , х 2 = 2 ру \
4) х 2/3 + у 2/3 = а 2/3, х > 0 , у > 0 , х  = 0 , у  = 0;
5) х = — sin У = a (l ~ cos 0> 0 < / < 2ж , у  = 0 ;
6) р = аср ,0 <ср<ж,<р = $ ,с р = я ;
7) р 2 = a 2 (cos 2 ip )  (правая петля);
8) р  = a sin 2 ср ,0 < ср < ж / 2 .
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Отв.: 1) хс = 5 а / 7 , у  = 5 а /16 ; 2) х = 0 , у = ^
с 8 ( 3 ^ 3 - ^ )

< ж, = у с = 9/9 /10 ; 4) лгс = >>с = 256 а /315 я  ; 5) л:с = па  ,
~ 5 а 16 ; 6) хс = 10 / 21 , у с = 5 / 3 ; 1) хс = па  л/2/8 , jye = 0 ;

- 0 , у  с = тг / 2 .
2.101. Найти момент инерции:
а) однородного круга радиусом Л относительно его диаметра;
б) однородного треугольника с основанием а и высотой h 

шюительно: 1) оси, содержащей его основание; 2) оси, проходящей через 
риину параллельно основанию; 3) оси, проходящей через центр масс 
«угольника параллельного основанию.

Отв.: a) nR  4 / 4 ; б) 1. ah 3 /12 . 2. ah 3 / 4 . 3. ah 3 / 36 .
2.102. Найти моменты инерции I х ,1 фигуры, ограниченной кривыми:
1) у  / h = х 2 / а 2, у  = h ; 2) ay = 2 ах , у  — 0 .
Отв.: 1 ) I X = 2 a h 3 / 7 , 1у = 4 а 3А/15 ; 2) 1Х = 3 2 а 4 /105 ,

= 8а 4 /5 .

3. Несобственные интегралы
3.1. Несобственные интегралы от неограниченных функций

Понятие несобственного интеграла 2-го рода (от неограниченных 
чкций). Основные формулы для несобственных интегралов 2-го рода 

ишейность, формула Ньютона — Лейбница, замена переменной интегри- 
вання, интегрирование неравенств). Признаки сходимости и расходимо- 

т  для неотрицательных функций (признаки сравнения). Абсолютная и 
ловная сходимость несобственных интегралов 2-го рода. Признаки Ди- 
иле и Абеля. Главное значение несобственного интеграла 2-го рода.

Пусть функция f i x ' )  определена на промежутке \а, Ъ )  и неограниченна 
т  х -> Ъ - 0 , т.е. Нхп / ( х )  = оо . Точка Ъ при этом называется особой

х -> 6 — 0

*1 функции f i x ) .  Будем считать, что V  е > 0 на отрезке функция f i x )
Ь- £

вгегрируема, т.е. существует интеграл J  /  (х )  dx .
а

Если существует
Ъ ~е

lim f / ix )dx  , (3.1)£•-> +0 J a
I  этот предел называется несобственным интегралом от функции f i x )  на 

езке [а, Ь\, или несобственным интегралом 2-го рода и обозначается
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Ъ-е
j/(x)c?x = lim jf(x )dx C

Аналогично, если функция f ix ) имеет особенность в точке х = а, то г 
определению

ь ь
jf{x )dx=  lim jf{x )dx . (3.3

Если же особой точкой функции f ix )  является точка с, а < с < Ъ, то п 
определению

и  ь —ъ  и

jf(x )dx  = lim ̂  J  f(x)dx+ jf(x )d x
\ а

Несобственный интеграл второго рода называется 
сходящимся (ex.), если существует конечный предел (3.2), 
или (3.3), или (3.4), В  противном случае интеграл 
называется расходящимся (расх.).

Для непрерывной неотрицательной функции 
у  = f ix ), xe[a,b ), сходящийся несобственный 
интеграл (3.1) равен площади неограниченной 
криволинейной трапеции D  (рис. 3.1).

Аналогично трактуются сходящиеся 
несобственные интегралы (3.3) и (3.4) [1].

г-

Рис. 3,1
3.1. Вычислить интегралы (или установить их расходимость): 

J_ dx
кД/lnx ’

nil 
6) f  *

О cosx
2r dx 

B)j-
0 J l - x "

А а) Подынтегральная функция / (x )=  l/(xV lnx) неограниченна 
окрестности точки x = l. На любом же отрезке [l + £,е] она интегрируема, т. 
как является непрерывной функцией. Поэтому по определению (3.3) имеем

J:
dx

lim f — = lim f—Vln2 x lf  = lim f— ■3j\n2(l + s)
jxVlnx s->+01+e xV lnx  s->+<\2 J l  + E 2

3
2 '

6) Подьштегральная функция / (x ) = l/cosx неограниченна 
окрестности точки х = л ! 2 и интегрируема на любом отрезке [0, я-/2 -г ]. II 
определению (3.2) имеем
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неограниченна в

' J J * . И т ГinJ * +^ > / 2- * = Гя
о cosx 0J cosx ^  1̂2 4J J 0 Л 3 1п̂ 2 - 2 ;“

Следовательно, данный интеграл расходится,
в) Подынтегральная функция / (х ) = 1/V l- x 2 

™ иейся , , д а в й  
2г dx I  л  2f dx

° # ^ 1
Вычислим каждое слагаемое в отдельности.
Если 0 < х < 1, то

dx
—Т - I - .=■ = шп

?|1-х *-»+0 0 V l - X 2 е~*+°
lim arcsin. 1- е

О = lim  (arcsinfl ~ е ) - 0 )  = я / 2 .£->+О '

Если 1<х<2, то 
dx 2r dx I

T T =  = j ™  J ■
Л

1 2| ‘ j П — :  -  umn j -j= ^— == lim ln(x + V x2 -1l- x  I 1Л/Х -1 S~**°\+E л/х2 -1 e-y+O '

im  [in(2 + л/З)-  ln(l + s + / ( l  + e f  + 1 |= ln(2 + -Уз),
2 ^

Следовательно, J—= = =  = — + 1п(2 + -\/з). A

2 
1 + ff

oyjl —X

3.2. В  [l] установлено, что интеграл J—  сходится при а  < 1 и расходит-
0 х

ери a  > 1.
3.3. Вычислить интегралы и установить их расходимость:

•3 ,  1 -> » /—

и *
dx

1 аДх - х‘
2)

О 3) V 5;о I — х.3 ’

. 3? 2xdx
4)  J ?Ч  2 2\2/3 ’о(х - a  J
^  !farccosx 

^ Icosxl
Ю) JJT= = L^;

о Vsmx

~ 2/f  . I o5c 5) sm— у ;
о *  x2

к  / 4 •оч с smx + cosx ,8) j -  . ...dx;
о vsmx-cosx

n > Ш * ■

1
6) Jlnxfibc;

9) J,M x dx
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Отв.: l ) 7 i ; 2)-625/187; 3)расх.; 4 )9а 213; 5)расх.; 6)-1; 7)тг2/2;
8 )-3/2 ; 9 )расх.; 10)4; 11) л +2.

Для несобственных интегралов второго рода справедливы следующие ос­
новные свойства:

ь ь
1°. Линейность. Если несобственные интегралы jf{x )dx ,jg {x )dx  схо-

а
Ъ

дятся, то V a , (3 е R  сходится интеграл j(cf{x )+  |3g(x))dx, причем
а

Ь Ъ . Ь
\j{af{x)+ /3g(x)) dx = a  jf(x )d x  + |3 (3.5;

а

2°. Формула Ньютона-Лейбница. Если функция f ix ),  х e[a,b) неггре- 
рывна и F (x ) какая-либо её первообразная, то

b\f{x)dx = F (x )6 ~ °  = F (b -  О) -  ̂ (a ), (3.6
а '

где Р (Ъ ~ 0)=  lim F (x ).Ь-»Ь-о
3°. Формула замены переменной. Пусть f (x ),  х е [a, Z>), непрерывная, . 

q>(f), t e [ a ,р), непрерывно дифференцируемая функция, ирг 
a = <p(a)<tp(t)< lim го (У) = Ь, тогда

jf(x )dx=  jf(p(t)yp'dt. (3.7
О

Формула (3.7) справедлива в случае сходимости по крайней мере одногс 
из входящих в нее интегралов. В  случае расходимости одного из интеграло 
расходится и другой.

4°. Формула интегрирования по частям. Если и{х), v(x), хе [а,б)— не­
прерывно дифференцируемые функции и существует lim (mv) ,  t o

v_ib_f)х-*Ъ ~  0

b 
аjudv=uv - jvdu, (3.8

где uv = lim (uv)-u(a)v(a).
,a x—>6-0

Формула (3.8) справедлива в случае сходимости по крайней мере одногг 
из входящих в неё интегралов. Если один из интегралов расходится, то расхо 
дится и другой.

3.4. Вычислить интегралы:
, ̂ K f c f x + l f ,  V dx !Лпх1) р — j=-d—dx\ 2) Г7---- г-т===; 3) l-j^dx.

I ~[х 1{2- х)4 Г ^  I\4^с
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А 1) Используя свойство 1° линейности несобственного интеграла, имеем 
\($fx + 1)2 _  V dx n j- dx lrdx
0J S  JW  + 0J^ '

На промежутке (0,l] первообразными являются функции >

Тогда по формуле Ньютона—Лейбница получаем
Гdx ..... 6 б Г Г
\Ч~х~ Ъ х 

11

1 = 1 . 
+ 0 ~ 2 ’

j ™  = 2 4 i
П Vx

1 6  \dx З 3 ГТ
+ 0 = 5 ;

Значит, = — + 3 + 2 = —  .
I  S c  5 5

2) В  данном несобственном интеграле введем замену переменной: 
1 -  х = £2, ? > 0 = > х = 1 - ? 2 , dx = - 2 tdt. 

Новые пределы интегрирования а  = 1, /? = 0. Значит,
V dx _  о0|- tdt _  
о (а  - х}\Л-х 1 ?(r2 + 1)

+  0 '
= 2 .

3) Интегрируем по частям:

Значит, 
Vlnx

и = lnx, dn = dx!x, 
dv = dx/4x, v = 2-Jx,

dx= 2д/х1пх^ — 2 f - i  = -2 lim л/х1пх-4л/х 
oVx +0 nJ Vx x̂ +o

1
+ o : -4. A.

0 -va 0
3.5. Вычислить интегралы: 

ь ^
1)*  ̂ (ввести замену x = acos21 + &sin21, t <а(0,ж / 2);

M(x- a )(b-x)
я / 2

2)* I  = Jlnsinxtfe (проинтегрировать по частям и в последующем ввести

Жены х = 21, t = ж/2 -и );
-°v25 dx
-0.5 Х - /2 Х  +  1 ’  ! х л / з х 2 - 2 х - 1

dx
; 5) J- dx

«  I
~а

9 ) [

dx
a2 +b2 — 2 bx

(16 — х p ll — x
г 12

dx

,a > 0,b ^ 0 ; 7) J x J ---- dx; 8) j^Jtgxdx;
a v b - x  0

14-x dx

•lVl- ■x arccosx
10) fx3ln— --7=

4 i - x  VT
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Отв.: 1) % ; 2) — In2; 3) 21п(%/2 — 1); 4) ^--arcsin(3/4); 5) 7t / (W lfij;!

6)2 , если b<2a\ (2a)b, если b>a; 7) — ip — a fa  + 3b\, 8) Tt /-%/2; 9) 2-Jk . i8
3.6. Вычислить площади криволинейных трапеций, образованных графи­

ками функций: j
1) у-1/л12-5х, хе[0,2/5); 2) y  = x tj{x--a\b-x ), \

х е (a, b); |
arcsin-Vx3) j  = l/ (W ln x ), x e (l,e ); 4) 7 = — ■■---- ,х е  [0,l). I

V 1 -  л- |
Отв.: 1) 2V2/5; 2) n {a  + b)/2; 3) 2; 4) 2. |
3.7.* Найти площадь фигуры, ограниченной заданной кривой и её асим-! 

птотой:
1)1жу2 =8-4х;  2) (x + l ) y 2 = х,х< 0; |

3) (4-х).у2 = х3; 4) x = cos2t ,у  = cos2ttgx, t е [тг/4,3я/4]. I
Отв.: 1) 4л; 2)8/3; 3)12л ; 4)2+%/2.
Пусть функции / (х ) и неотрицательны на \ауЪ) и интегрируемы щ  

каждом отрезке [с?.с], £ <Л. Тогда : |
I. Если функции /  и g  на [a,b) удовлетворяют неравенству /  < g , то: j

ь 1
а) из сходимости интеграла jg(x)dx следует сходимость интеграл^

а %
Ъ ' \
\.f{x)dx; . 1
°  1

Ъ \
б) из расходимости интеграла jf{x )dx  следует расходимость интеграл^

а 1
b j
jg(x)dx. I
а 1 

Сформулированный признак называется признаком сравнения. |
f ix)П. а) Если g > О на \a,b) и существует lim —k-l = k, кф  0, то интегра-1

x~*b-0 g { x j  j

6 6 :f
лы jf(x )dx и Jg(x)c& сходятся или расходятся одновременно. |

а а 4
б) В частности, если /эквивалентна g при х —> Ъ — 0, то функции f n g i

одновременно либо интегрируемы, либо неинтегрируемы на [а, Ъ), |
Признак П называется предельным знаком сравнения. J
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т Vcos^l/x) , „  г \ dx ,
1) h  =  j   г  fdx\ 2) I 2 = J-----j-dx;

0 Vx о1
1

3.8. Исследовать на сходимость интегралы:

^  r ■(ki(l +  \ [ x * ) J
3) h  = J r~ .— r dx-0 VxsmVx

. cos2(l/x ) 1A 1) Ha (0,l) справедливо неравенство 0 < — <-
Vx Vx

1 dxИнтеграл же Г—т= сходится (см. пример 3.2). Тогда по признаку сравне-
о V x

I сходится и интеграл 1Х.
2) В  левой окрестности точки х = 1 функция / (х )  = И (\-хъ)

граниченна. В  качестве функции сравнения возьмем функцию

*1=1 / (l-x ). Так как lim  lim —— -̂ = lim -------------------- — т = ~ . то из
g(x) *-*1-0 I - * 3 *->il + x + x2 3

! fa
ходимости интеграла f---- (см. пример 3.2) по признаку сравнения II, а

0J l - x
гдует расходимость и интеграла /2.

3) Подынтегральная функция неограниченна при х —>4-0. При х —>+0
сем

in (i+ V 7 ) 4 7  i '
/х sinvx  х у х2

Но интеграл \~j== сходится. Тогда по признаку сравнения II, б сходится
13 / 2 о Vx

втеграл/3. А
3.9. Исследовать на сходимость интегралы:
,, 8Г dx V dx *fsinx ,
} 3) S i r  ‘ох +Vx o V l- x  о х

лхжг . (  \ Л dx n'r Icosx-sinx4) jsm ----  -p.; 5) j ------ ;— dx\
o \cosxJ^lx ycosx + smx
з

6) J  , , 3 , ...  <;
Ч Щ Х ~ l x +15x -9 )

„  V dx „ ч 'r shxdx V Inxt/x
7) J  , ==?; 8) J—j ; 9) J  , =

o /̂x\e —e ) oe -cosx о x)
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3.10, Найти все значения параметра а , при которых сходится интеграл:
A l - c o s x ,  \6е2х +24cosx-13x4-30i ) J ---—  dx-, 2) J--- — --- dx;

о x  g sm x

^  [e™ ~ л/Г+1 л 11 /2 cos2 2x -  e' 4*2
3) J—------- dx; 4) j -----— ----dx.

gCWX-COSX q X tgx
О тв.:1 )а< 3 ; 2) а  <7; 3)а=1/2; 4) а  <4.
3.11.* При каких аи  (3 сходятся интегралы:

1) fx“ ( l -х )®  dx;  2) Гх“ 1пр — dx; 3) J .. .
о о х  0 tg  х

Отв.: 1)а > -1, (3 > -1; 2) а  > -1, Р > -1; 3) р < 1, а-любое число.
ь

Несобственный интеграл j f ( x ) d x  называется абсолютно сходящимис

Отв.: 1) Сх.; 2)ex.; 3)сх.; 4}дасх.; 5)сх.; 6)дасх.; 7)сх.; Щдасх.;
9) то.

ес-(абс.сх,), если сходится интеграл $/(*))dx, и условно сходящимся (уел.ex.),
а

Ъ Ь
ли интеграл jf(x )dx  сходится, а интеграл J|/(x)|<ix расходится.

а а
Пусть функция у  - f (x )g (x )  определена на \а, Ъ) и неограниченна 

левой полуокрестности точки х = Ь. Тогда справедливы следующие достаточ­
ные условия сходимости.

ь
Признак Дирихле. Интеграл I  — jf(x )g (x )dx  сходится, если:

а
1) функция f (x )  непрерывна и имеет ограниченную первообразную i-

[а,Ъ);
2) функция g (x )непрерывна и монотонна на \a,b), причем lim g(x) = (

x~>b-0
Признак Абеля. Интеграл I  сходится, если:

ь
1) функция / (х ) непрерывна на [а,б) и интеграл Jf(x )d x  сходится;

а
2) функция g(x) ограниченна, непрерывно дифференцируема и монотон­

на на \а,Ъ)
„ _  r Vsinfl/xWx3.12. Доказать, что интеграл I  — J--  —  сходится.

о -VX
Д Для 0 < х < 1 выполняется неравенство
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0<
sin(l/x)

rdx»  интеграл сходится, поэтому по признаку сравнения сходится и интеграл
О^Х

fsin(l/x)
Гх

dx, а, следовательно, сходится, и притом абсолютно, и интеграл I . А

3.13. Исследовать на абсолютную и условную сходимость интегралы: 
V sin(l !x)dx I  1 J x - l
J " У .,~7 - з ... ^--- Г7~7; 2) h ^ c o s - ^ - ^ ;
о x2 +lfx 4- x2 cos(l/x)

cos(l /'x) \ dx _ 
2 ’3)

--- VUO I--
*л/х Vx

,s 11 f  cos3 xlnx , 4) J --- -----dx.
n XlnX

Отв.: 1) уел. ex.; 2) расх/, 3)усл. ex.; 4) уел. ex.
Пусть функция f (x )  интегрируема на промежутках (a,c — s] и 

г + е, Ь ), е > 0, и неограниченна в окрестности тонких = се (а ,  Ъ).
Главным значением несобственного интеграла (или значением в смысле 

ъ ь
:ми) интеграла jf(x )dx  (обозначается V.p.j/(x)dx) называется следую-

a a
ей предел:

Ъ f с-е b \
V.p. jf(x )d x  = lim Jf(x )d x  + j f (x )d x i

a s->-+0̂  a c+£ J
Из существования интеграла в смысле главного значения следует еще, 

в соответствующий интеграл существует.
Например,

-?.м

V.p. = lim
_t X <?->+0
гdx

f dx \dx
= lim 1пЫ — 8I —  +  ̂+ 1п]х|

Ч-l * I х ) £~>+0\̂ = 0,

интеграл |—  не существует. Если же существует несобственный инте-

\f(x)dx,

-1

то существует и интеграл в смысле главного значения и эти ин-

»|раяы равны.
3.14. Найти интегралы в смысле Коши:

ю
1) 2) f  *

11 ~ х ' ' 4 (х ~ 1)3’
3)*|- dx

(х - с)'
-, с е ( a  , b ) ;  п е N;
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4) f  ife 5) \xtgx dx\
" v 1 n  У  ^x\nx

6) J
dx

3-5sinx
Отв.: 1) In 2; 2)1/9; 3) если n = 1, t o  

n = 2k + l, к e N, t o
, b-c  in----;если

с - a

—i-j-|(a-c)1""(6-c )1 если n = 2&,то инте- Рио. 3.2

грал в смысле Коши не существует; 4) In 2; 5) —тс In 2;; 6) - (1п2)/ 4.
\ха dx3.15, При каких а  существует V . p . l -------? Отв.: а> 1
п 1 - х

3.2. Несобственные интегралы с бесконечными пределами интегри 
рования (1-го рода)

Определение несобственного интеграла 1-го рода. Основные свойп 
ва. Признаки сходимости и расходимости интегралов от неотрицатель 
ных функций (признаки сравнения). Абсолютная и условная сходимости 
Признаки Дирихле и Абеля. Главное значение несобственного интегрл i 
1-го рода.

Если функция f ix )  непрерывна при а < х < +оо,то по определению ш 
собственным интегралом 1-го рода называется предел

\f(x)dx=  lim \f(x)dx.
i>->+oo J

(3.9

Если этот предел существует и конечен, то несобственный интегра
со

Jf(x)dx  называется сходящимся, в противном случае — расходящимся. Пр
а
этом говорят (в случае сходимости), что функция / (х)  интегрируема в necot 
ственном смысле на [а,+со ).

Для непрерывной неотрицательной функции у  — fix ), л:е[а,+со), схс |

дящейся несобственный интеграл J / (x)dx равен площади неограничех
а I

криволинейной трапеции D (рис. 3.2): |
Т>— {(x,y)\a<x<+<c,0 < y< f(x )}. \

Ь \
Аналогично определяется интеграл jf(x )dx. Далее, по определению !
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+СО С +аз

jf (x )d x  = ff(x )dx+  jf(x )d x , (3.10)
- 0 0  -со С

где с-некоторое число.
Если для функции f (x ) ,  хе[а,+оо), при некотором с > а существуют

С С

интегралы ^f{x)dx и |/ (х )А , то
а а

-Ко с -КС
J  f{x )dx -  J/(x )dx + jf(x )dx. (3-11)
а а с

Если хотя бы один из интегралов в правой части этого равенства не суще-
+0О

ствует, J f{x )dx  является расходящимся.
а

3.16. Вычислить интегралы или установить их расходимость:
+0°  +°°  dx.

1) Ij = fcos2xdx; 2) I 2 = J -5------- .
0 —oq x 4" 2x + 5

Л 1) Имеем

feos2xdx = lim fcos2xdx = lim Но этот предел, как известно,
q i->+co • 6->+ш 2

не существует. Поэтому интеграл расходящийся.
2) По определению (3.11.)

т °г dx .. ьс dx
12 = lim I—;-------- н lim |—г------

а̂ ~«>ах +2х + 5 ь-*+̂ йх + 2 х  + 5
(вместо точки х = 0 в качестве промежуточного предела интегрирования мож­
но взять любую другую конечную точку оси X). Каждый из пределов, стоящих 
■ правой части последнего равенства, вычислим по отдельности:

°r dx , . 1  х + 1lim J — ------- =  lim —arctg 0  1 I  71- — arctg— H— ,
a 2 2 4
b я  1 1= ----- arctg—.
0 4 2 2

a->"“ a x 2 + 2x + 5 « ^ 2  2
К dx 1 x + 1lim J—------- = lim —arctg----

*->+cc о x + 2x + 5 2 2
Следовательно, I 2 =тг/2. A
3.17. Вычислить интегралы или установить их расходимость: 

xdx „  +?  dx
3> Ь

2 V ( ? - 3)3 ’ / х  + х3’ ^ х 2 - 6х + 10

dx % х + 1 , +<? dx4) J - - ;  5) J 3 — A ; б) J-
,х+1 _оох +1 _оо2х -5х + 7
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3.18. Вычислить плохцади криволинейных трапеций, образованных гра­
фиками функций:

1) у - х е ~ х /2,х е [0 ,+ с о ) ;

2 ) у  =  4 х ! ( х 4-1)2 ,х е [1 ,+ о о );

_  X  -f* 1 г  1 \

3> У  = 7 Т — ",----- е  Н ,+® )-(х 4- 4х + 5)
Отв.: 1)1; 2) тс/4+ 1/2; 3) 1/2—тс/8.
Сформулируем свойства несобственного интеграла 1-го рода.
1 °. Линейность. Если интегралы

+ оо + со

\f{x)dx, j f  (x)dx
а а

сходятся, то V а , (J е R  сходится интеграл
+ с о  + 00  + со

j ( a f  (х) + ря(х)) dx = a  \ f  (х)<dx + (3 \g{x)dx.
а а а

2°. Формула Ньютона—Лейбница. Если функция / (х ),х е  [а,+оо), не­
прерывна и F ix )  - какая-либо её первообразная, то

J -гг. + 00

Отв.: 1)1; 2) ~  In2; 3) тс; 4)pacx.; 5)pacx,; 6) lit  1

\f{x )d x  = F (x ) = F (+ c o ) — F(a),  (3-12)

где F(+oo) = lim F(x ).
X —

3 °. Формула замены переменной.Пусть f ix ) ,  x e [а,+с»), —непрерывная,
<p(t), i[a , P ) — непрерывно дифференцируемые функции, причем

а  = <р(а) < <p(t) < lim <р (t) = +оо, 
t-+p-о

тогда
+С0 р
J  /(х)<*с = |/(р(0)9>' (O'*- (3-13)
а а

4°. Формула интегрирования по частям. Если u{x),v{x), хе[а, +оо)-не­
прерывно дифференцируемые функции и lim (u,v) существует, то

X—У+оо
+СО ^ ̂  +00
judv = uv — |vdu, (3.14)
а а

гдет> + ° °  = lim (uv)~u(a)v(a).(X х—v+co
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Формула (3.14) справедлива в случае сходимости по крайней мере одного 
двух входящих в нее интегралов. В  случае расходимости одного из интегра- 
в расходится и другой.

5°. Интегрирование неравенств. Если функции f ix ') и g{x), х е [а,+ <х>) 
овлетворяют неравенству f{x )< g {x ),  то для интегралов

+со
f{x)dx, jg{x)dx, при условии их сходимости, верно неравенство

J/ (x )c 6c< J gix)dx.
а а

3.19. Вычислить интегралы:
1 /i _  2 е

1) Ij = f ---  — dx; 2) 12 = Jin  xdx.
4гп x !

Д 1) Введем подстановку
42: sm t=> dx = cos tdt, t = arcsinx, t, = arcsin—  =

1 2
ачит,

я  12T nl?  V l- s in 21I, = J ---— --- dt = i-ctgt - 1)
x/4 Sm t 

2) Интегрируем по частям:
u = lnx, du = idx/x) 
dv = dx, v — x

, t2 = arcsinl = ;r/2.

я—— + 1-4- — = 1 — / 4. 
яг/4 2 4

I 2 = Jin  xdx - с In; e % dx -  x—  = e - x  
1 t x

■Л.А

3.20. Вычислить площадь S  криволинейной трапеции, ограниченной 
ржам функции у - 1  H i  + ех и положительными лучами осей координат.

А Имеем
+СО +СО т

s =  \ydx= J - = = .  
о о Vl + e*

Введем подстановку 1 + ех = t2, t > 0, тогда
2 tdt dx 2 dtdx-

t2 - l ’ 4 l + ex t " ~ l '
*роме того, когда x e [ 0 , + oo) , t o  t e [42,+co). Поэтому

in-
J i t " - l  V. * + 1

3.21. Доказать неравенство

+ oo 42 +1 , , /г\ln _ _ — - = 21n(l'+V2). A
42

0 <
+coV ?I x5 + x3 +1

x2 + 3 J  1ax <
l(K/2 '
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Д При х е  [2,-Юо) верны неравенства

л  ̂л1х*-х2+ 3 _ л / ?  _  „_7/2
U ̂  с о >

X  + Х  +1 X
поэтому

+50 „3 , о +СОл г у X —х + J  л _7/2 г
О <  Г— ;-------------------------------- г-----<  х  dx.

2 X S + X 2 + 1  2

Н о +fx-7/2dx = -~x-5/2t C° = --2 -5/2~- 1
|2 5 Ю л/2'

3.22. Применяя формулу замены переменной или интегрирования по час­
тям, вычислить интегралы:

~2r dx dx 7  А1) J — ==— 2) J ----- = ;  3) J  — -----
-аохЫх2~1 о ех +Ыех о (х2 + 9)Vx2 + 9

^  „  7  dx ^  7  Jx4) I ------- = = c fe ; 5) I — 7- = == ; 6) I --------- = = ;
1 (1 + х2)л/1 + х2 о xVx2+x —1 о (4х2+1)л/х2+1

+QO + 0 0  + со  1

7) fe~axsinbxdx; 8) (е”™ sin2 bxJx; 9) f ----------- -dx;
0 0 0 1 + * 2
7  j  7  (2- ^ ) A10) f ---- rT A ; 11) Г —— r====;
o d  + * 2)2 1 хъ^ Л
•foo ,

12*) f—=— =Ц---- , a e i t
J(xa +l)(x2+ l)’

Отв.: 1) -n  /6; 2) 2(1- In 2); 3)1/9; 4 )- е пП ; 5) агсвт(1/-Л);

6)%4b/9; l ) b l { a 2 +b2); 8) 2b2(a (a 2 + 4b2)); 9)-11; 10)0; 11)0;
12) 7t / 4.

3.23. Вычислить площади криволинейных трапеций, образованных гра­
фиками функций.

1) _у = хе~* 12, хе[0,+со). Отв.: 1.

2) у  = 4х/(х + 1)2, хе[1,+оо). Отв.: -̂ + ^ .

3 )/  = х4е~*, хе[0,+оо). Отв.: 24.
Г

4) у  — - Х~ , х е [0,+со). Отв.: я /5.
х +1

3.24. Доказать неравенства:
+”  x2rfx



+c0 v6 + 1
2) 0,25 < ( — ---- dx < 0,35.

j x +1
3.25*. Показать, что для интеграла

яг/2 х П

I„ = | sin" xdx = J  cos” xdx, n eN ,
о 0

fl — 1верна рекуррентная формула 1и = — — 1И_2. Вычислить 17 и I g
п

Отв.: 17 =16/35, 18 = 35я7256.
Как и в случае несобственных интегралов от неограниченных функций, 

для несобственных интегралов с бесконечными пределами интегрирования для 
неотрицательных функций справедливы следующие признаки сходимости и 
лсходимости (признаки сравнения).

1.Если /  и g удовлетворяют на [а,+оо) неравенству /  <g,To:
+СО

а) из сходимости интеграла Jg(x)dx следует сходимость интеграла
а

■ -о

'J(x)dx\

+оО

б) из расходимости интеграла jf(x )dx  следует расходимость интеграла
а

g(x)dx.

f  ( ^ 02. а) Если g > Она [а,-Н»)и существует lim ——  = к Ф 0, то интегралы

О +СО
\f(x)dx и jg(x)dx сходятся или расходятся одновременно.

а
Ч-со + с о

б) В  частности, если /  «  gnpn х —>+», то jf (x )d x  и J g(x)dx одно-
fl а

именно сходятся или расходятся.
На практике в качестве интеграла, с которым проводится сравнение, 

5ычно используются интегралы вида (интегралы Дирихле)
+СО ^

J  — dx, а > 0, сс > 0,
о

шдящиеся при а  > 1 и расходящиеся при а  < 1.
3.26. Исследовать на сходимость данный интеграл:

! > ] » £ £ * ;  2) b _ i = ; 3 ) ] - ^ -
] V ? + l  j V5x + lnx [X  +smx
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sin^ Зх 1Д 1) На fl?+co) справедливо неравенство 0 < -т= = г  <—-=?, и, так как
Ух4 +1 Ух4

00 dxJ ——  сходится (а  = 4/3 > 1), то по признаку сравнения сходится и данный ин-
1 х

теграл,
2) Обозначим /(х ) = 1/л/4х + 1пх,в качестве функции сравнения возьмем

fix) Гх  1g(x) = l l jx .  Так как lim = lim -= = = =  = -, то из расходимостиg(x) *->-ко ̂ /4jc + 1д х 2
•Н» т

=i/2<l), по признаку сравнения следует расходимость данного интеграла.
I 4х

°° tic
3) Так как х /(х3 + sin х) « 1 / х2 при х -> +оо и J—̂  сходится

1 %
(а  = 2 > 1), то, согласно признаку сравнения 2,6 данный интеграл сходится. А

3.27. Исследовать на сходимость интегралы:

1)1----2) 3) А ; 4) J 3 J S
, 3 + 2х + 5х ] х + 3x+l J 2х3+^/7 + 1 /

£&S) 7 — Ф— 6, 7 7 )  8) 7  , ,  ,
1 v I Х у  X  ] V x  +  COS X g2 x l n l n x

П Ч  "Т ■* + Vx+T J  1 А Ч  +”  ^9) I ------------------- 10) I -■p=v==========.
l x 2+254 7 7 i

Отв.: 1) ex.; 2) ex.; 3) расх.; 4) расх.; 5) ex.; 6) ex.; 7) расх.; 8) расх.;
9) расх.; 10) ex..

3.28. Найти все а , при которых сходятся интегралы:
О +co1n-»vA- +00

1) J e“ dr, 2) | 3 ) J  In
-г®1 х 1

1+
V «  У

' Ч? e^dx „ +? е - х - 1пх ,4)  ; 5) I -------- -dx.
2 (x - l )a lnx % J (l + xa r 2

Отв.: 1) a  > 0; 2) a  > 1; 3) Расх. V a ; 4) a  < 0; 5) a  > л/2 +1. 
Абсолютная и условная сходимости несобственных интегралов 1-го рода 

определяются аналогично соответствующим определениям, сделанным для не­
собственных интегралов от неограниченных функций.

3.29. Доказать, что интегралы Френеля
+СО -КО
j  sin(x2)dx, jcos(x2)dx.
о о

сходятся.
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А Докажем сходимость первого из интегралов Френеля (доказательство 
ходимости второго производится аналогично).

Введем замену х = -Jt. Тогда

| sin (x2)dx = —
о 2 о Vf

Интеграл справа представим в виде

T ’s i n f ,  ff/r2sint ,  ^  sint ,J  dt= J — *  + l — dt.
0 Vl 0 "V* Я-/2

Первое слагаемое справа есть собственный интеграл, так как 
!m sin tl-Jt = 0.—̂4-0

Ко второму слагаемому применим интегрирование по частям, положив

1 , . , , 7  cost + 00 1 7  costdt 1 7 cost ,» = !/(, Я п (Л  = Л=> j
тг/2

COS? 1
Последний интеграл сходится абсолютно, так как ~ jj2 ^~w2 > а инте-
+00 ^

рал | -jjY сходится (а  = 3 / 2 > 1). ▲
х /2*

3.30*. Исследовать на абсолютную и условную сходимость следующие 
игегралы:

7  * cos7x Т 1 4 , 7  • (ыя-хЛсЬс1) —=------------------ dx; 2) хcos х ах; 3) sm —у=- —?=;
0 х +2х + 2 q j V л/ х )  л/ х

**1 г~ ^  Ггпч *Л
4) J (1 — dbc; 5) j  arctg —т=- dx.

1 i v V x 2 ;
Отв.: 1) - 5) сх.усл.
Для несобственных интегралов 1-го рода справедливы следующие дос- 

тпочные признаки их сходимости.
+ со

Признак Дирихле. Интеграл jf(x )g (x )dx  сходится, если:
а

а) функция / (х ) непрерывна и имеет ограниченную первообразную на
1,+со);

б) функция g(x) непрерывно дифференцируема и монотонна на 
|,+оо),причем lim g(x) = 0.

X- > + с о
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Признак Абеля. Интеграл \f(x)g(x)dx сходится, если:
а +О0

а) функция / (х) непрерывна на [а,+<*>) и J / (x)dx сходится;
а

б) функция g(x) ограниченна, непрерывно дифференцируема и м о н о т о е  

на на [а,+оо).
"H® CJT1 V

3.31*. Исследовать f ----dx на абсолютную и условную сходимость пр;J va 1 Х
ъ с е х  з н а ч е н и я х  п а р а м е т р а  <х .

Отв.: При а  > 1 сх. абс., при 0 < а < 1 сх. уел., при а  < О расходится.
3.32. Используя признак Абеля, доказать, что при а  > О интегра

+00 • f s in  X  тJ — — arctgxax сходится.
1 х

^  sin xdx г,3.33” . Сходится ли интеграл I —= ------
г ух  —sinx

Можно ли исследовать этот интеграл с помощью признака Дирихле, пс - 
ложив / (х ) = sin х и g(x") = l/(л/х = sin х) ?

Отв.: Сходится, но признак Дирихле не применим.
По определению, главным значением несобственного интеграл

оо со R

jf(x )dx  называется: V.p j f (x )d x  = lim J f(x)dx.

Если существует несобственный интеграл |/ (x)dx, то существует и m -

теграл в смысле главного значения (в смысле Коши) и оба интеграла равны. И 
существования интеграла в смысле Коши не следует существования соответет - 
вующего несобственного интеграла. Например,

'  RR х2V.p. f xdx - lim f xdx ~ lim** Я*_“ J3_\. J-i~ - R :0’
+C0

но интеграл §xdx, очевидно, не существует.

3.34 . Найти интегралы в смысле главного значения:
■Ко -Ко +со 1 ^

1) \smхек: 2) jorctgx ddx, 3) \(arctgx-i-5-— )dx, 4) j-r<bc, 5) j-
i  i  i  1+Jt2 2 117+x2 i .

Отв.: 1)0; 2)0; 3 ) я ;  4) 13я/л/17; 5)0.
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4.1. Собственные интегралы, зависящие от параметра

Понятие собственного интеграла, зависящего от параметра. Диффе- 
кнцирование и интегрирование по параметру под знаком интеграла.

Пусть функция f ix ,  у ) двух переменных х и у ,  где x&\a,b\, 
= [с, о?], интегрируема по Риману на [а, Ь]. Тогда интеграл

F (y )=  \ f(* ,y )d x , y& [c ,d ],  (4.1)
а

вывается собственным интегралом, зависящим от параметра у .
Наряду с интегралом вида (4.1) рассматривают интегралы более общего

ща
Ку)

ФОО= \f{x ,y )dx . (4.2)
«00

Если функция f  (х, у ) непрерывна в прямоугольнике
~ {(Л:>>;)|а - х — Ь, с < у  < d], то интеграл (4.1) является непрерывной функ-

шш по параметру у  на отрезке [с, с?]. В  этом случае справедлива формула 
Ь Ь/ \ ь

lim ff (x , у ) dx = J  lim  f (x , y ) \dx = ff (x , y 0)dx, y 0 e [c, d], (4,3) 
У̂ У0 а J

2

4.1. Вычислить интеграл I {у ) = lim fx3 cos (xy)dx.
у - ю >

А Подынтегральная функция непрерывна в прямоугольнике 
!  = {(х, y)j 0 <х < 2, 0 < у  < d], где d > 0. Тогда искомый предел 1(у) равен

2(   ̂ 2/=  j  ]imx3cjs(xy) dx - Jx3dx = 4. А
оч у~>й У о

1
4.2. Доказать, что функция F (y )  - |sin2(>’x2) dx непрерывна на R.

о
4.3. Найти пределы:

4. И нтегралы , зависящ ие от параметра

1) lim f J l  + x4y 2dx. Отв.: 1.
у-+ о;о

2) lim U x 2 + у 2dx. Отв.: 1.
-i
4 -гй-г

3) lim Г---Отв.: (1пЗ)/2.
y->ijl+x2 + y 6
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4) lim \x2e^dx.
y-H J

5) lim fxcos(x(l + >’)) dx.
y->Q J

Отв.: (e-l)/3. 

Отв.: -2. 

Отв.: 2 n .6) lim [(х + соБлу) exsmydx.y->0 •»-n
4.4. Пусть функция / (x ) непрерывна на отрезке \a,b\ и а < а 0 <х<1

Доказать, что

lim— f[ f  it + a )- f i t ) ]  dt ~ f (x ) — f (a 0).

(4.4)

Если функция f{x , у) непрерывна в прямоугольнике Д  то интеграл (4.1
является функцией, интегрируемой на отрезке [уиу2]с: \c,d~\ по параметру у
и справедливо равенство

У г (  ь Л  ь (у г  ^

J \f{x ,y ) dx dy= j  J f ix .y ) dy
У\\а J  Л л  J

3 f(x  y)Если функция f ix ,  у )  и • - непрерывна в прямоугольнике D , т
ду

справедлива формула Лейбница дифференцирования интеграла (4.1) под зне 

ком интеграла:

а &

(4.5

Если функции f ix , у ) и — непрерывны в прямоугольнике I
ду

функции a iy ) и Ы у) дифференцируемы на отрезке [c,d], а их зн.
чения принадлежат отрезку \a,b\, то интеграл (4.2) - функция, дифферент 
руемая на [с, d\, причем

Ф \у) = J ^ ^ d x  + f ib iy ),y ) -b'iy) - f ia iy ) ,y ) ■ a'(y). (4.6)
<*J) ^

Дифференцирование и интегрирование по параметру в собственных ю т  
гралах с параметрами, позволяет вычислить некоторые интегралы.

4.5. Вычислить интегралы:
1/ г  _  1 (  1  ̂ т

а) I  = f-------dx, 0 < а } < а 2; б) /=  (sin In— ---(х2-1 )dx.
О l l lX  g ̂  x jln x

А а) Введем в рассмотрение функцию / ( х , а ) = х “ , непрерывную 
прямоугольнике Д  = {(х,а)| 0 < х < 1, а-, < а  < а 2}, а х>0. Применив фо 
мулу (4.4), получим 
94



dx.

1 * “ +1Так как j'xadx =

aj f  V  ̂ l («2
J Jx“dx da ~ |  | xa da

ai /  0\at )
i

2
, то левая часть формулы (4.7) равна

(4.7)

a  + 1 о 
d a

а  + 1

J ~  = ln (l + a ) p = ln i i ^ .
«j а  + ̂  l + «j

равая же часть формулы (4.7) равна I, так как Jx * d a  : * “2 "  '
«1 In  л:

б) Заметим, что интеграл I  преобразуется к виду

I =  -  J s i n Q n x ) ^ - ^
шх

Далее, так как ^  \xydy, то, согласно формуле (4.4), получаем

I = -  Jsindn х { )х Ч у ] dx = -  )dy \х у 1п х dx.
® Vi J  0J (4.8)

Внутренний несобственный интеграл справа в (4.8)
1

Л = jxy In xdx - M-sinlnx=> dw-coslnx/x; 
dv = xydx v = х7+1 / j/ +1

' ТГ77 c o s ( l n = - lim £ ! l sinlne _ _
У  +  Ч  s-++0 y  +  l  y  +  1 J

1 1

вычислим по частям:
■У+1

■sinlnx
y  + 1

1 1
JV  cosln xdx

*=i

x=Q

~ ^ P c o s l n x a E s ,  (4>9)

как внеинтегральный член обращается и HnmА пои г? v t a ~ вращается в ноль как предел произведения

~  s" “ '- Е«  -

--1 _
у+1

1
\ху coslnxdx= и = coslnx => du = -Sinln х/х; 

dv ~ х  ̂ v = хУ+м(у+т)

+1 jxy sinlnxc&j 1
' : +^ 7 , 1

1 ху+1
c o s ln x

1=Г

у+1 3̂  +  1
“Ь

7 + i U + i  у +1 V  (у+1) rh-
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Из полученного уравнения относительно интеграла /j находим, что
1 j 1

L  = $ху s in lnxA  =-- z------- =----------г.
0J у г +2у + 2 1 + (у  + 1)

Подставив теперь 1Х в интеграл (4.8), окончательно получим, что

М т
dy ■ arctgiy +1) -arctg4-arctg2 = arctg(2/9). А

i l + (l + _v)2
4.6. Найти производные интегралов по параметру р :

2, ’ dx sia-p
a) /(/>)=]>*

I х  cos р
А а) По формуле (4.5) получаем

11111 г

б) 1{р )-  j  shpx2dx.

Г (р )  = jxex dx-
1 2 р

б) По формуле (4.6) находим
sin р

*=2 е* Р - еР
2 р

J x2chpx2dx + cospsh(ps'mp2) + smpsh(pcQSр 2). А
cos р

4.7. Применив дифференцирование по параметру, вычислить интегралы:

а)
О
я7 2

б) I{a ,b )=  \\п(а2 sm2 х + b2 cos2 x)dx.
о

А а) Дифференцируя по параметру а , находим
Я'/2 j

/'<«) = J-

Нетрудно получить, что 
j  dx

о l + a2r g V

1
- (x-|^rc/g(|a|fgx)).

1 + а i?g х 1- a
Поэтому

Г  (a ) =----х-(х - |ajarctfg(|a|£gx))
1- a

nil n  1
2 1+ a

Отсюда 

ж t da
2 •'1+U

+ C=
Сл— ln(l + a), a> 0,

2 = С +—ln(l+|a|)«g?? a , (4.10)
C - | l n ( l - a ) ,  a < 0 , 2
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1, а>  0; 
е sign а = <! 0, а = 0;

-1, а < 0.
ж как, очевидно, /(0) = 0, то из равенства (4.10) получаем, что С  = 0.

Таким образом, окончательно,
Ч 2arctg(atgx) , п .  п , к .----------dx = —\n([ + \a\)signa.
о tgx 2 1

б) Продифференцировав данный интеграл, например, по параметру Ъ, 
научим

7г! 2
/ '*(*,& )=  J

ро

J-

2Z>cos лгйбс йбс
a2 sin2 x + b2 cos2 л;

nil
■2Ь I " ,  , 7 •0 Ъ +а tg х

Нетрудно проверить, что 
dx 1

bl + a 2tg2x bl - a 2

/
а ах-

\ ~Ъ
arctg

К~Ь
tgx

Поэтому
2 Ь

т 2 2о —а
а ( а Yi * /2 2b ( п а
~Ь

arctg
\~Ъ о Ъ2- а 2 U ~Ъ

тг(1-|а/й| __|&| я1 __nsigna _nsigna

(4.11)

6(1-|а/£>|2 6 И  + Н  Н  + Н  И  + Щ
В  таком случае

I(a , b) = nsign Ъ Г f b. . + С{а),
Н  + Г 1

ш С (а) - постоянная интегрирования, зависящая от а , так как интегрирование 
-.11) ведется по переменной Ъ .

Вычисляя в этом равенстве интеграл, получаем

fln(|a| + 6), b> 0, , | | .
а,д) = 7Г sign b{ +C(a) = 7i signb\n(\a\ + \b\)signb + C(a) =

[ln(|a| - b), b< 0, 1111 (4.12)
я  ln(|aj + |fe[) + C(a).

Так как /(1,1) = 0, то из равенства (4.12) получаем
0 = я  In 2 + С (а ) => С (а ) — -тс In 2.

В  итоге из формулы (4.12) имеем
I I  I I  М+|б|1{а, Ъ )- п \щ а  + p )- ln 2  = ̂ l n —— А
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’Г1  ̂ Y1j  \ f(x ,y )d y  dx и Jl j f (x ,y )d x  \dy,
ovo J 0 V0

4.8.* Выяснить, равны ли интегралы

a) f{x,y)'-

6) f{*,y)--

a2 - x 2 
{a2 + x2) 2 

a - x
(ci + x)

Отв.: Нет. 

Отв.: Нет.

4.9. Пользуясь формулой arctgx г dyJ----’ вычислить интеграл
11 + х у

j arctgxdx 

о хл/1--х2
Отв.: — 1п(1 + л/2).

4.10.* Пользуясь формулой (а  > 0, Ъ > 0)
dt1 , a + bsinx „  7 V_ — in--- — —  = 2 аЪ) т _ ,

smx а - Ъ smx д - Г г ш  х
тт/2

вычислить интеграл j  In a + frsinx dx 
a-bsinx  x

Отв.: 7rarcsin(Z>/a),

4.11. Найти I ' (у ), если:
i

а) I (у )  = jsm (xy)Jx.
о

б) /W =J-c° s^ 3.>A .

.2 <ix
В ) К  .

I *
4.12. Найти Ф '(а ),  если:

. )  ф и - ] 12й ± ^ л .

cos a  7

б) J е “ (Ь;с .
sin a  

cos a

Отв.: J

Отв.: (у  sin у  + cos у  -1) / у 2. 

Отв.: (cos21y-cosy)/3y .

Отв.: (е4у ~ е у)/(2у).

Отв.: 21п(1 + а )2 
а

х 2еа^ х d x - $ , m a e c •cos ае

98



2е

в )  J l n ( l  +  a 2 x 2 )c6c:<

Отв.:

\sha+-^r(ardg (o V 3)-arctg (c^ea))+(a+l)eaЩ1+а*е2а) - (a - l)e~“ ln (l+ aV2“ ). 
a

4.13. Применяя дифференцирование по параметру а , вычислить инте- 
рал 1 (a ) , если:

я7 2  j  2
1) / (« ) = Jln (a 2- s in ^ J^ a  >1. Отв.: я  In - ---------■.

0 2
П

2) /(or) = Jln(l-2Qrcosx + a 2)£&, |а |< 1 . Отв.: 0.
о

г, ч "г, 1 + acosx dx . I ,  л3) i ( a ) = jm -------------- , а  <1. Отв.: 2^arcsmo:.
0 1-aco sx  cosx

4) I ( a )=  f — cfcc. Отв.: —sinaln (l+ |a j).
1 tgx 2 1

4.2. Несобственные интегралы, зависящие от параметра

Понятие несобственного интеграла, зависящего от параметра. Рав- 
юмерная сходимость по параметру. Признаки Вейерштрасса и Дирихле. 
Гвойства равномерно сходящихся интегралов.

Пусть область D x = {(х,у)\а <х<  +оо, с < у  < й?}, и пусть при фиксиро-
СО

аяном у  е [c,cf] существует несобственный интеграл |/(х,у)с5с, являющийся
а

фикцией, зависящей от у :
СО

F { y )  = \f(x ,y )dx , у  е [с,с?]. (4.13)
Я

Интеграл (4,13)называется несобственным интегралом, зависящим от  
хюаметра у .

Несобственный интеграл (4.13) называется сходящимся в точке 
= [с,d\, если существует конечный предел

в
lim ff(x ,y )d x .В—>о0а

Если интеграл (4.13) сходится в каждой точке отрезка \c,d\, то он назы-
- ;ется сходящимся на этом отрезке.
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Если сходится интеграл ^ f ( x , y j \ d x ,  то интеграл (4,13) называется абсо-
а

лютно сходящимся.
4.14. Определить области сходимости несобственного интеграла:

СО DO 7

») /, = 6) I 3 = J -2 J * . .
q q x -f 2ax + 2̂ 7

А а) По определению

1г = lim fe ^dx = lim 
B —>co z?£->co у

*=B I-**-41'
= lim ------

*=o B—>CO у
Этот предел, очевидно, существует и равен 1/)/, если у > 0. Таким обр; ■ 

зом, /j = 1 /jv,у> 0 .
б)

/2 = lim Г- d(x + a) 1- „ = lim f—" v"  ' = lim —arctgi  ̂  ̂  ̂ Д_» ( *, I _A ”-S-̂ «0x +2ш: + 2а в~>0° 0 (x + а) + а -в->“ а 1=0

(. 1 5  + а 1 1 ( л  я \  л .= hm — arctg--------агсМ  = — -----   =— , а^ О , А
а а а а\2  4 )  4а

4.15.* Сходится ли несобственный интеграл: :
. “rsincjx ,

а) I— --—dx, со Ф 0, а  > 0 . Отв.: Да.
1 х
00

б) Jsinx2c&. (Ввести подстановку x = 4 t). Отв.: Да.
о

Представим интеграл (4.13) в виде
В  со В

F ( y )  = \f(x ,y)dx+  \f{x ,y )dx  = \f(x ,y )dx  + Rf (B ,y ) ,  (4.14)
а В  a :

CO

где Rj-(B,y)=  J f(x ,y)dx  назьшаетсяота?жсшнесобственногоинтеграла(4ЛЗ). 
в

Интеграл (4.13) называется равномерно сходящимся по параметру ; 
y&\c,d\ к функции F (y ) ,  если для любого £>0 существует число ; 
В 0 - В 0 (ff), такое, что для всех В > В 0 выполнено неравенство 

в
F ( y ) — \f{x ,y )dx R f(B ,y )\< £ , Vye[c,</]. (4.15)

4.16. Исследовать на равномерную сходимость интегралы:
“rSinttt: °°г

a) h  = J— —  dx; б) I 2 = J-
{у  —х )dx



А а) Для заданного е>  0 оценим остаток интеграла 1Х (а)  по модулю:

sm ах dx “Jsinaa: Mfa!t 1 w
< \— ~ - Ldx < I—г- = — <e, V  or e R.J y2 J y2 RВ  x  B x  D

Отсюда видно, что для выполнения неравенства (4.15) можно взять число 
-Vs. А  это и означает равномерную сходимость интеграла 1х(а) для всех а  ей.

2 2
б) Заметим, что J-—---—~̂ сЬс ■ х

’ (х2+ у2)2
> 0 и оценим остаток интеграла /2 (у ) по модулю

В

. Зададимся произвольным 
X + у

2 2

2\т2\ (x l + y 2)h
dx\

х=В В  + у  В
< — <s, \fyeR.

В  качестве В 0 можно взять число В 0 =11б  . Тогда при В > \ !е  будет вы- 
шнено неравенство (4.15), что и доказывает равномерную сходимость инте- 
ала 12 (у ) по параметру у, У  у  eR. А

На практике удобными для исследования несобственных сходимостей 
ггегралов являются следующие признаки:

1. Признак Вейерштрасса. Если на промежутке [а,+со) существует неот- 
щательная функция g (x ), такая, что

\f{x,y)\<g{x), \/x<=[c,d], (4.16)
со

несобственный интеграл 1 = Jg(x)£& сходится, то собственный интеграл

f(x,y)dx  сходится абсолютно и равномерно по параметру у , \/ye\c,d\.

Функция g(x) ,  удовлетворяющая условию (4.16), называется мажоран- 
ш  или мажорантной функцией для f (x ,y )  на [я,+со).

2. Признак Дирихле. Интеграл
СО

\f(x ,y )g {x ,y )dx
а

шдится равномерно по у, у  е \с, d], если при каждом фиксированном

Щ c,d] функции f , g , g x непрерывны по хе[а,+ со) и удовлетворяют сле- 
рвщим условиям:

1) g (x ,y ) —> 0 при х —» +оо равномерно относительно у  € \c,d\,
2) функция g'x(x,y)pfl* каждого фиксированного ye[c,</J не меняет 

»ха при изменений х на [а ,+ »);
3) функция / , V y e [c ,d ], имеет ограниченную первообразную, т.е.

> 0 , такое, что
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\ f(t,y )d t < M , Vxe[a,+oo), Vyejc,*/].

4.
a

.17. Исследовать на равномерную сходимость интеграл:
fcosuxа) Н а )  = ---—rdx;
0J l + x2

б*) /(/?)=  J - 574-Л:.

А а) Так как cos ах
1 + х2

3
I  1  .  .  . .  " f  А  ,йх <----- = g"(x), V еЛ, а интеграл -----ахсхо-

1 + х о! + х
дится, то по признаку Вейерштрасса заключаем, что интеграл 1(a) сходится 
равномерно по а , V а  е R.

б) Покажем, что интеграл /(/?) сходится равномерно по /3 на [0,3]. Дей­
ствительно, если Р  е [0,3], х е [3,+оо), то 0 < ln^ (х ) < In2 х , и поэтому

In^ х ^ In2 х 

°°Дп2 х

(4.17)

111 XИз сходимости интеграла J- - dx (докажите это!), в силу оценки (4.17),
з х

шзнаку Вейерштрасса и вытека;
, V/? е [0,3]. А
4.18.* Доказать, что интеграл

по признаку Вейерштрасса и вытекает равномерная сходимость интеграла /(/?) 
п о /7, V/?e[0,3]. А

•sin сое-dx1 (а )= \
о Л

сходится равномерно по а  на множестве [&,+«>), где Ъ > 0.
А Пусть

. хг . , , cos ох — 1b (x ,a )=  Ism a td t~ --------.
о «

Ясно, что \F(x,a)\<2/b, Vxe[0,+co), и У а > Ь .  Кроме того,
1 / х —> 0 при х —> +оо., причем функция 1 / х не зависит от а . По признаку Ди­
рихле интеграл 1 (a ) сходится равномерно по а  для а  е , где Ъ> 0. А

4.19.* Доказать, что интеграл / (« ) сходится равномерно на множестве Е:
00 dx

1) 1(a) = J— , Е  = [ог0 ,+со], a 0 > 1.
1 X

2) /(«)== J- dx
2 xln“  X

£  = [ог0,+ оо ],«0 > 1.

4

3) 1 (a )— Je~'zc rfx, Е  = [a 0,+oo], a 0 > 0 . 
о
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4) 1(a ) = \xae~2xdx, £  = [l,3j.
1
00

5) I  {a )  = |е-аж cos 2 xdx, E  ~ [а0 ,+°o], a 0 >0.
о
00 In3 r

6) 1(a ) = J- y — -jdx, E  =R.
{x  + a

7) £ = [ - 0 , 4 ^  > 0.
0 X

CO 1л pcosmrlnx r i8) 1 (a )  = I-j=—  dx, E  = [aQ ,+°oj, a 0 > 0.
2 -VX

9) 1 (a ) = “f ^ e ^ d x ,  Д = [0,+а>].
о *

10) / (g )=  £  = [3,5].
о 1 + a
00

11) / (a ) = fsin2xsin— б&с, £  = [0Д/2].
о *

0:1 4

12) / (а ) = J ( a 5 + x3)e “®  dx, E  = [l,4 ].
о

Равномерно сходящиеся несобственные интегралы, зависящие от пара- 
ipa, обладают следующими свойствами.

1°. (Непрерывность несобственного интеграла по параметру). Если
00

исция f (x ,y )  непрерывна в области D  и интеграл F ( y )  = J f(x ,y )dx  схо-
а

гея равномерно по у \c,d\, то функция F (y )  непрерывна на [c,d],
4.20.* Доказать, что функция F (y )  непрерывна на множестве Е , если:

00 2
1) F (y )=  \е-{х~у) dx, Е  -R.

о
со

2) Е (у )  = ^sm(yx2)dx, £=[l,+oo).
о
00 _______

3) F ( y )  = [sin-^Y^/inx dx, E  = R.
о x

2°. (Интегрируемость несобственного интеграла no параметру). Если
со

аащия f (x ,y )  непрерывна в области D  и интеграл F (y )  — jf(x ,y )d x  схо-
а

юз

00



дится равномерно по у  на [с, d], то на этом отрезке функция F (y )  интег] 
руема и

d  d  со со d

\F(y)dy  = \dy\f(x,y)dx = J  dx\f(x ,y )dy. (4.1
с с а а с

3°. (Дифференцируемость несобственного интеграла по параметр

Пусть функция f (x ,y )  имеет непрерывную по у  производную-----—  и )
ду

теграл р (у ) сходится, а интеграл ------ dx сходится равномерно
а дУ

у  е \c,d\. Тогда

(4.1F
а дУ

4.21* Вычислить несобственный интеграл Дирихле
. "°fsm ах ,F (a )  = I---— dx. (4.2-

о *
Д Интеграл F (а) сходится по признаку Абеля—Дирихле, но непосредст­

венно его нельзя дифференцировать по параметру а, так как это приводи
со

расходящемуся интегралу jcosaxcfc. Рассмотрим вспомогательный интег
о

г/? ч “г -кх sin ах ,1(к,а) = \е — — dx, отличающиися от данного «множителем сходимос 
о х

e-it ,к  > О. Покажем, что 1(к, а) является непрерывной функцией по к , \ z
к>  0; для этого убедимся, что интеграл 1(к, а) сходится равномерно. В  самс
деле, интегрируя по частям в остатке

”, _ь. sin ах , , , , , -he ■ , че -----dx (u = \/x,dv = e sin ахах),
в  х

получаем
sin ax e~fa (sin ах + ф) x~°° * '’~faГ -hr  8 Ш Ш  ,je ---- dx = -

fe sin(ax + ®) , 
-------- ... ...—Л-'-dx,

х=в в x2^ k 2 +a
где <p - вспомогательный угол, определяемый соотношениями

cos р = -=£===, sin р = - = 2===,
4k~+ a л/к + a

_ l \-kx „■___ ekx(ksmax+  acosax) _  e~fa sin(ax + <p)̂
IQ SlH CtXCXX —— " _ I— .................... “
J k2+a2 J
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Так как 

-la sin ах

-кх sin(ax + <р) < рт при а Ф 0 ях  > О, то
\а\

, \ I rdx 2 2йос < ]—г + -j—г j—— = —|—г < £• при Б>-г-г- = В 0 сразу для всех 
х В\а\ \а\ д х В\а\ \а\е

if), что и означает равномерную сходимость интеграла 1{к,а ) по к . Тем
я м  доказано, что

F (a )  = lim /(А, а).
к—>0

Дифференцируя 1(к,а) по параметру а , получаем
СО

I a(k ,a) = fe^cosaxdx  (4.21)
о

фференцирование по а здесь возможно, так как функции
ч sin fix < _fc 

х,а) — е ----- и r a =e cos ах непрерывны при х >0 и интеграл
х

* 00 
~а  smaxdx сходится равномерно, ибо \г~ы cos ах < е~ь , а Je-fec£c - схо-

о
дайся интеграл при к > 0).

кДважды проинтегрировав интеграл (4.21), найдем, что I  (к,а)=  ■■■.
к г+а

угл интегрированием по а получим

I(k , а) = arctg — + С , 
к

(4.22)

С - постоянная интегрирования.
Так как 1(к,0) = 0, то отсюда и из (4.22) при а = 0 получаем 

: arctgO + С => С  = 0.
Таким образом,

I (k ,a )=  J,
о

.hr smax . ае -----ах = arctg—.
х к

Отсюда в пределе при к->+ 0 имеем

rsm ах , а— -dx = lim  arctg— ■
я  12, a> 0, 

0, а~  0,
—7Г/2, а < 0.

fsmax , п . j---- ах =—sign а. (4.23)

„  rsmx , я
В  частности, ----dx = — . А•> v о
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т 'fcosox-cos&x: т , Л1 = ------г-----dx, Ъ>а> 0.J у1

4.22.* Исходя из равенства (4.23) найти интеграл

А Имеем
ь .j*sm y x ^ _  cos ух

X
yb COS<3X~-COSfoc

как

У~а

Поэтому искомый интеграл I  можно представить в виде

/ = = -sign y\dy = - ф  - a)sign y = * (b - d ).nJ J x J i  X  2 J 2 20 a a 0  a

В  последнем равенстве перестановка порядка интегрирования законна, так
оо ■

интеграл j ^ ^ x СХодатся равномерно по > 0 (см. пример 4.18). А

4.23. Вычислить интеграл Эйлера-Пуассона I  = je~x dx.
о

А Интеграл / сходится по признаку сравнения, поскольку при х > 1 имеем
-  2 °г -е х <е х, а интеграл Je Xdx сходящийся. Положим x = yt, где у>  0. Тогда

о
со 2 2 2

dx = ydt, t е [0,+co), и, следовательно, dx- у  je~y г d t . Умножим обе час-
о о

_ 2
ти этого равенства на е у dy и проинтегрируем по у  от 0 до (+со). Получим

Ш - 1ЛJ UJ O '?
12 = dx Je--*' = je~y ydy Jdt ŷ ydy = J

0  0 0 0 0 0

Л■

~4'

1 -(1+/2)y2-e
2(1 + f )

dt -

1% dt 1— — -r- = —aretgt
2 gl + f 2

Отсюда следует, что
r °r -х2 j  °°r -*2 j  I—  A/=  Je  dx = ---=> je сЬс = ы л . A

о ^ _да

Если функция /  непрерывна на [0,+°о) и для каждого А > 0 сходится ин-
00 f(x')теграл J—-—<&, то при любых а > 0, Ъ > 0 справедлива формула Фруллани:

X

■ | / W J 5 i ,  = / ,  0 )to i. (4.24)
о х а
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со / у  \

Если функция /  непрерывна на [0,+оо), а интеграл f расходится,
л *

| существует конечный lim f ( x )  = /(+ 00) и, кроме того, сходится интегралХ-̂+ОО

----------- ах, то, применив формулу (4.24) к функции

Iх) = f ( x ) ~ f  (+ °°) j получим равенство
у м - Л Ь ^ = [ /(0 )  / ( w ) ] ln j, (4 25)

X (X

4.24. Вычислить интеграл
со - а х  ~ Ь х

I  — -------  — dx, 0 < а <Ь.
о *

А Опуская доказательство сходимости несобственного интеграла

— dx, А > 0, по формуле Фруллани (4.24) получаем 
х

1 = е-х •1п- = 1п-. А  
а а

4.25.* Используя интеграл Дирихле (4.23), вычислить интегралы:
СО 1Л -cosаж , , ,,

I) J------- j — dx. Отв.: п\а\!2.
о х
°°/s in x V  , л

5 i b r j  2 ’
со • 2с $ т х  ,

3) ----  ах. Отв.: яг/4.
о *
"rsinx-xcosx ,

4) j ----- j---- dx. Отв.: Зл/16.
о х
”rx-sinx  ,

5) }---- г— dx. Отв.:. 5яг/32.
о х
°°г 2 sin га:-sin  2т ;  , , ,

6) J ------- j-----—ах. Отв.: ла\а\12.
о х
“(•cosar-cos Вх , (|/?1-|сш7г

7) I------ ---- f— dx. Отв.: 1 17 .
о * 2
“fsin2 xcosx 7 ^ ч , л „  л

о) j---- j----Отв.: (2 - а )л /4 если а  < 2; 0 при сг > 2.
о -ж

107



4.26.* С помощью дифференцирования по параметру вычислить инте­
гралы:

.. “сarctgax-arctgbx Л  ж , Ь1) I— —-------  — dx, 0 < а< Ъ. Отв.: — In—.
q х  2 а
СО g~GX _g—bx

2) f----------sinxcfo. Отв.: arctgb — arctga.
о *

, 1 , a + b2
3) ---------cos xdx. Отв.: —in---- r-.
J 1 x 2 1 + a

rl -  e~ /—4) J --- —̂ dx, a>  0. Отв.: V m  .
о x-

5) /x ~e~a lb ĵdx. Отв.: л [ж (Ь-а ).

со g — ax \  1 4 * 6 ^

6) |---- 5----sin xdx. Отв.: - (b -a )+ -In--- --ЬагМф+аагМдз.
о x~ 2 2 1+a

"e ln fl+ a2* 2) , Л я .  „ , n OV4
7) f - z r i— Г7Г dx. О тв.: — (ap  -  ln (l + a/3)).

о x  ( X - + J 3 - )  2

4.27. Применив формулу Фруллани (4,24), вычислить интеграл 
(a> 0 ,b> 0):

“J-cos2да:-cos2 Вх , л  1 - Ъ1)  ------ dx. О тв .:—In —.
о х 2 а
°°rsin2 ах-sin2 bx , „  1 , а2) I--------------ах. Отв.: —In —.
п х 2 Ъ
3 1 L

3) f---------- dx. Отв.: —In —.
о х 2 а

.. . (2 + 64) ------ dx. Отв.: in---- .
о lnx Ь +1

4.3. Интегралы Эйлера 

Гамма-функция и ее свойства. Бета-функция и ее свойства

Гамма-функция Г (х ) определяется на промежутке (0,+со)равенством
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UJ
Г(х )  = J t ^ d t ,  x > 0 . (4.26)

Г(х)

Основные свойства функции Г (х ):
1°. Функция г (х ) - выпуклая вниз, 

имеющая положительный единственный ми­
нимум (рис.4.1). Рис.4.1

4.28. Найти: а) Г (1); б) Г

А а) Имеем по определению

т =  /.
о

б) Имеем по определению

е~*= еч -Л.

Л » е-*

со_s
f t

f t  — s ,t  = s2 ; t  = 0 =i> s = 0; 
dt — 2sds; t = oo => s  = oo.

= 2 = 2 fe~s ds = 2— - =
o ^ o  2

2
так как интеграл Эйлера Je-S ds

о
Таким образом,

f t

Г к . А

2 . Справедлива формула приведения
Г (х  + 1) = хГ(х ).

Отсюда получим
3°- Г (п  + \) — п\ .
4°. Из (4.30) и (4.27) имеем

0!= Г (1) = 1 
5°. Справедлива формула

6°. Формула дополнения:

Г (х )Г (  \-х): я
s in »

, х е ( О Д ) .

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32) 

(4-33)
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7°. Заменив в (4.33) х на х  + “ > получим

X X
9°. Формула Лежандра:

+ = Л .  (4.34)
V 2 )  \ 2  J cosTix v  2 2 )

Г (х  + 1 )--1 ,х^ + 0 ; Ш п Г(х ) = +оо. (4.35)

4.29. Вычислить Г\ —
U

А Согласно (4.32), имеем

г| ±| = Н  2Д . ^ Л Л Л .
2;  л  2;  22

Второе решение: по формулам (4.29) и (4.38) находим

4.30.* Показать, что
. ,, п\пх и*Г (х ) = lxm---------------- = шп-

' —  х(х +1) • К  ■ (х + и) —  х(1 + х)^  + 0 ^  + £  j  ‘

• Воспользоваться тем, что е~( = lim i 1 —  | , и вычислить по частям ин-
п)

теграл j f l — | tx~ldt.
ov *

4.31. Вычислить: а) Г (6) ;  б) Отв.: а) 120; б) •

4.32. Доказать, что Г (х )~  бесконечно дифференцируемая функция, 
причем

СО

Г (п)(х )=  I t ^ e - ^ l n t f d t .
о

4.33.* Показать, что:

■>

б) г Г «  + Л - г Г - т  + |1  = (-1)гая:, meN.
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Бета-функцией называется несобственный интеграл
1

В(х, у )  = (1 - t)y~l d t , (4.37)
о

висящий от двух параметров х и у .  Подынтегральная функция в (4.37) име- 
г две особые точки t = 0 и t - 1. Бета-функция определена для всех положи- 
гяьных значений х и у , и для этих значений она непрерывна.

Отметим следующие свойства бета-функции:
1 °. Заменой t = z/(z + V) интеграл (4.37) сводится к интегралу

«1 2-1 J
В (х ,у )=  f------ — . (4.38)

1(\ + г )х+у
Выражение (4.38) является другим интегральным представлением бета- 

ункиии.
2°. При х > 0 и у  > 0 справедлива формула

В {х ,у ) = ̂ Щ .  (4.39)
Г (х  + у )

3°. В (х ,у ) = В (у ,х ).
4°. Заменой z = tg2(р интеграл (4.38) сводится к интегралу

В (х ,у ) = 2 \ sin2̂ 1 <pd<p = . (4.40)
о 2 Г (х  + у )

Многие определенные интегралы вычисляются путем сведения их к инте- 
талам Эйлера.

4.34. Вычислить интегралы:
а ----------------------- со 4

a) i j  = Jx2V a2 —x2dx, а>  0 . б) /, = |—
о 0(1 + х )"
гг/2 1

в) I 3 - Jsin6 $>cos8(pd(p. г) /4 - \lnp (\/x)dx.
о о

Д а) Введем замену x = ajt,t>0,=$dx=adt/2ylt;x = 0=$t = 0;x = a=>t=l. 
Гогда, согласно (4.37), (4.32), (4.30), получим

2 2 di~^--jt3,2A(\— t)il2~l d t~ — B(3/2,3/2) =—
2 о 2 0 2 2 Д З )

_ а 4 (1/2)2Г 2(1/2) m A r~
------ ------ " “ [б -5 так как Г (  1/2) = л/яг, Г (3 ) = 2!

б) Имеем

- г(5/4- =
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= \ г (И А )  Д 1 -1/4) =
4 4 sm.(n /4) 4

согласно формулам (4.38), (4.39), (4.29) и (4.34).
в) Представим интеграл 1Ъ в виде (4.40) и воспользуемся формулами 

(4.32) и (4.30):

„ .  C0S* - H  v i t p =i z s a т а ,
о 2 А 8)

1 1 1-3-5 Г- 1-3-5-7 Г- 5яг
—------ ;— ■\Я---- ----J  Я  — —гг-.

2 7! 2 2 2

г) Введем замену \!х = еу . Тогда
1 00

/4 = |1пр(1/л:)аЬс = Jj^ e ^ rfy ^ / X p  + l). А  
о о

4,35. Вычислить:
’г dt ~  (3.6256)2 „  , „  г1) , .......■ = . О тв .:---—р=— . • Подстановка cos? = 1 — 2VW.
0v3-cos t 4vtt

„s V dt Л 1571 _  7/52) - ■ ■ =. О тв .:--- . «Подстановках' =t.
о J P F  16

гг/2 g
3) [sin5 4xcos4 2xdx. О тв.:--- .

о Ю5

4) \x2n4a2 —x2dx,a> 0. Отв.: ..............- ■ . в Замена x21 a2 = t.
о (2w + l)!2
00 i 0-1 ж5) f----р Л . О тв .:---------- . • Подстановка (1 + xb ) /xb = 1 / у .
0J l + x6 bsin(ax/b)
n i l  _

6) j- Ĵtgxdx. Отв.: — . • Замена tgx — u2.
о ^2

л / 2

4.36. Выразить I  = Jsin” xdx через гамма-функцию.

Отв.: I  ■

о
_ т = Г ((и  + 1)/2)

2 ' Г ( (п  + 2)12)'
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Приложение
С ам остоятельная работа 

«И нтегральное исчисление ф ункций одной переменной» 
С труктура

1. Найти интегралы.
2. Вычислить определенные интегралы.
3-5. Найти площадь фигуры.
6. Найти объем тела вращения.
7. Найти поверхность тела вращения.
8. Найти центр тяжести линии.
9. Найти статические моменты кривой.
10. Задача с физическим содержанием.
11-12. Исследовать на сходимость несобственный интеграл и в случае 

сходимости вычислить его.
13. Найти главное значение несобственного интеграла.

Вариант 1
г1п xdx

sinx + cosxsinx + cosx

Отв.: а ) -1/(з(х3 + 3x + l))+  C; 6) - — ln x -  — + C; в)~-^(a2 - х 2У~;

ж ) [ X — —
4

о о о
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г)* ^sm2x{arctgsmx)dx.
о

3. a) D- фигура ограниченная кривыми у 2 = х, ху = 8 и отрезком 
где Л = (8,1) принадлежит гиперболе, а В  = (8,-\/2)- параболе.

б)* D — фигура, ограниченная дугой эвольвенты окружное 
x = a(cosf н-fsinf), y = a(sint-tcost), Q<t<2n, и с концами (а,0) 
(а ,-2т).

в) Найти площадь лемнискаты р 2 = 2a2 cos 2(р.

О т в .:а )у (1  + 2л/2 + 1,51п2) б) а 2(4ж3 + 3ж)/3; в) 2а 2.

4. а) у  = 1п[х — л1х2 —11 1 < а < х < Ъ\
б) x = acos;i t, y  = bs.m31, 0 <t <t0 <л 12, ач±Ъ;
в) p-a(l-cos<p), -nl2<q><-nl6.

Отв.: a) 4b2 -1 -~Ja2 -1; 6) ^(a2cos2?0 + 62sin2?0)3/2 - a ^ jip 2

в) 2a.
5. x = a (l + cos/), y  = a (t-  sin?), z = 4asin(V/2), 0 < t< ta.
6. a) Тело образовано вращением вокруг оси X  вокруг фигуры:

у  — l/Vx, 7 = 0, х = 1/4, х = 1.
б) Тело образовано вращением вокруг оси Y  фигуры:

у  — 2х — х2, у  — 0.
в) Тело образовано вращением вокруг полярного луча фигуры:

0 < р  < acos2.
г) Тело образовано вращением вокруг оси X  фигуры:

х = a(t-s in t), у  = a (l- co s?), 0 < t < 2л ,у  = 0.
Отв. а) яа3/2; б) 8я73; в) 4яи3/21; г) 5пгаг.

1 2 17. а) Кривая х = — у  ~ — In j ,  1 < >> < /; вращается вокруг оси Y.

б) Кривая у  = ̂ arcsin х + хл/l-x2 J /2, 0 < х < 1, вращается вокруг оси J

в)Кривая x = a(3cos?-cos3^), j/ = a(3sin£-sin3rf), 0<t<7t/2 враща< ■ 
ся вокруг оси X .

Отв. а) 7t(l3 + 31-3 } б) 2лг(2л/2-1)/3;в)18я-2а 2.
8. Найти центр тяжести полуокружности х2 + у 2 = а2, расположена 

над осью X .
Отв. (0,2а/ 5).

Отв.: а) 25тг/4 ; б) 1п(4/3); в) b{earr/h +1 )/(а2 + Ъ2\  г) тг/2-1

114



9. Найти статические моменты М х и М у кривой относительно осей X  и 
Y соответственно:

а) у 2 = 2х, 0 < х < 2;
б) x = arcsin?, y  = bcost, 0<t<7t/2, а>Ъ\
в) p  = 2acosq>, 0< (р<л И .

9^5 . j . ,

2 ’
abf ---- ' ~2 f 1 -2
2e '

Отв. a) M x = 0, M v = + ̂ (ln2  + V 5 }

6) Aft = ~ (e '\/l-e2 + arcsine), M y 1 +  ̂ -- ■ln-̂  + e
2e 1-e

в) M x = 2a , iW = ж Г .
10.* а) Вычислить работу, которую необходимо затратить на выкачива- 

аие воды из правильной четырехугольной пирамиды со стороной 5м (удельный
з

*ес воды 9,81 кН/м , л  — 3,14); результат округлить до целого числа.
б) Вычислить силу давления воды на пластину, вертикально погружен-

з
аую в воду (рис. П1) считая, что удельный вес воды равен 9,81кН/м резуль- 
гат округлить до целого числа.

Отв.: а) 245 кДж; б) 22кН.
dx „  2 dxИ . a) J-

,x z +2x + 5 i л/4х - х2 
Отв.: а) л  /2; б) л  12.
л* “r l- 4 s in 2 x , г 12. a) j— -— jj=-dx;6) J- x2dx

J х3 + Vx о # ^ 7 7

Отв.: а) сх. абс.; б) расх.

7Г СО -1 о  ■

13. a) J xtgxdx; б) J ----- -dx.
о -oo 17 + х

Отв.: а) — л  1п2; б) 13я7-Jin

Рис. П 1

1. а ) [

Вариант 2
х2 +112х —14 , ^  гх +1 , . г dx

7 1 ------------- б) i~ ~ 2 ^ r d x ;  в) J ~ r r(Зх - 7x + l l J  е хл1х2 -
С х3 +3 с  Vx" +1+2г) J---- ^ д )  J----^ --- 7= d x ;
(х + 1)(х2 +1 (x + l)  - Vx + 1
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е) |х5дД1 + х 3 )  dx; ж) jV 3 + 2х - х2<&; з) |— г <£е
2sin+cosx + 3

Отв.: а) - т-----  -----^  + С ;б ) C - e ~ 2x{ —  + -  + -1 ;
2 -Ix + l l J  {  2 2 4 )З Х

в) arccos—+ С ; г) 2 ч + —lnlx + l|- - ln (x 2 + l)+ 2arcctgx + C ;
2\х + 1) 2 4 !  5

д ) In
(Ух + 1 - 1)2

( х  4- 2 ^  4- л / х  +  1

е) 1 ^ 7 ^ 7 - 1 ^ 5 7 7 7  + С

2 2~Jl Ч" х + 1 ^— т= arctg-----j=---- b C :
л/3 л/3

ж )---л/з + 2х - х2 + 2arcsin——■ 1 + С ; з) arctg^l + tg?~j + C .

^  X2 , fcre2. a) JV 4 — х2гя&с; б) j —j J L ...^ dx; в) Jxcos-^йбс (& e N );
о i V 4 - x 2 -з 3

X
г)* Решить уравнение: J dx ж

л/г хл/х2 -1

Отв.: а) я ;  6 )^ - 1  + ̂ ;  в) - M l  - ( - i f ) ;  r )x  = 2.
6 2 (&7г)

4
3. а) D  - фигура, ограниченная кривыми у  = —; ■ ■ ■ , ■ ■ ; у  = 2

х
^ \ x  = 3co st,y  = 4-j3;

[7 = 8 sin?,
в)* Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

х2 л-у2 = 2у; х2 + у 2 = 4у; у  = х; у  = - х .

Отв.: а) 1,5; б) 4п — 6д/3 ; в) + 3,

4. а) Найти длину дуги кривой у  - ln(l - х2 ) (от начала координат

точки В\ 1;1п— |.
U  4

(х = R (cost + /sin )̂, 0 < t< n ; 
[7 = R  (sin t - 1 cos t),

в) Найти длину дуги гиперболической спирали г = — (от <рх =
9

4
л = ? ).
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n 2R  . . 3 5
Отв.: a) In3 -0 ,5 ;  6 ) ------; в) In—+ — .

2 2 12

5. Найти длину первого витка винтовой линии •
x = acost, Q<t<2n. 
у = asm?, 

jz = bt.

Отв.: 2жл/a2 +b2 .
6. а) Тело образовано вращением вокруг оси X  фигуры 

:+1)2 + у 2 ~ 4; у  ~ х + 3;
б) Тело образовано вращением вокруг оси Y  фигуры у 2 = х3;

+ у  = 2; х - 0;
в) Тело образовано вращением вокруг полярного луча фигуры 

= 2R  cos <р;
г) Тело образовано вращением вокруг оси X  фигуры x = t2 — 1;

= t3 - t.

Отв.: а) — ; б) — ; в) ^ - R 3; г) — .
3 21 3 12

7. а) Кривая у 2 = 4 + х вращается вокруг оси X . (Дуга кривой отсе­
ется прямой х = 2).

б) Кривая х = chy{1п2<у<  1пЗ) вращается вокруг оси Y ;

в) Кривая х = е‘ sin t ; у  — el cos t ; 0 < t < вращается вокруг оси

Отв.: а) ~ ~ ~ ; б) 85+ 144 In 0 / 1 4 4 ; в)

8. Найти координаты центра тяжести дуги кривой у  = ach—, содержа-х г— 
а

щгйся между точками хх=-а, х2 = а.
е4 + 4е2 -1Отв.: хс = 0, у с = а

4е(е2 - 1) '
9. Найти статические моменты М х и М у кривой относительно осей X  и

соответственно:
а) У1 = 4х, 0 <х < 4; б) x = acos3t, y  = asin3t; 0<t<n\

з) p  = 2asin<^, 0 <t<7i.

Отъ.-.я)Мх = 0 ;М у =5л/5+^1п(4 + 2л/5) б) М х = Ц - ;  М у = 0;
2 .  ц /  . ... о  _ 2
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10. а) Пластинка в форме прямоугольного треугольника с катетами . 
Ъ опущена вертикально в жидкость плотностью р  так, что катет а наход 
на поверхности жидкости. Найти силу давления на пластинку.

б) Котел имеет форму параболоида вращения. Радиус его осюи. 
R= 3m , глубина Н  = 5м. Котел наполнен жидкостью, плотность кот 
р  — 0,8 г / см3. Вычислить работу, которую нужно произвести, чтобы вык; 
жидкость из котла.

Pgab2Отв.: а) ; б) «  294300 Д ж .
6

„  ч “г dx____ _ 6f dx
' а 1 * 2 +2х + 2 ’ 2л] ( 4 - х )2 '

12. Исследовать на сходимость несобственный интеграл:

Отв. а) к ; б) 6=

4-со • 3•sin. r s u r ( 2 x ) x  , . .  f c o sxа) J. 6) J  dx.
1 X -Л /Х  П W X-  v 4 - 4 / y 52 X  — у  X

-КО

13. a) J 2 xdx 7Г

6) J
y4x Jdx.

Отв. a) ex.; 6) cs

Отв. a) 0 ; 6) 0.

1. a) J-

r) J-

Вариант 3

, —— -— rrdx; 6) Jx  ln(x - 1 )dx;
(x2 - 8x + 25)

в) J- dx
xaA  - 61nx

dx
■Ax + 5x -2

Д) J-
dx

e) f
dx

Отв.: a)

+ Vx3'

6 (x2 - 8x + 25

*J~x +1 + \i{x + l) 

ж ) |л/2х 2 + 2 x  + 5<&; з ) J- 

, + C ; +

аЬс
5-Зс

в) y> /l-61nх+ С ; г) ” [ + 1п

ч „  R ? + iе) 2 ?— т=— I- С ;
V V ?  '

х -2
х — 1

+ С ; д) 2arctg-Jx + l + С ;

* ) T ( x + i W * * + * + f + f ln
1 2 5х+—+Ах +х+—
2 V 2

+ С , где С = л/2С,;



4 I------------  эЫ£  -----------  / 4
2' a) j v l 6 — x2dx. 6) J  x2V l8- x 2c6c. b )  Jx/g2xJx.

0 0 0
XC& 1г)* Решить уравнение: J-

д/(х2 + 9  J 12'

Отв.: а )4 я ; б )— ; в ) — + ln------- ; г) V 7 .
4 4 2 32

3. a) D  - фигура, ограниченная кривыми: х = _у3, у  = 2 ,х  = 0;
б) x = 3cos31, >» = 3sin3/;
в) у 2 - 6 у  + х2 =0, у 2 -10у + х2 =0, у  = ~х, x = Q.

21 тсОтв.: а) 4; б) в) 87Г + 64.

е2я-/3 
V е У

4. а) х = - у 2 - ~ ln y  (otjv-j =1 до у2=е);

б) x = 3(cos? + ?sin/), j  = 3(sin/-/cos/), 0< t< K/3 ;
в) р  = 2е4<рП, -тс!2 < (р < л !2 .

Отв.: а) —(е2 + l); б ) — ; в ) -  
4 '  б 2

5. Найти длину кривой
x = 4cos£, 0</<2я\
.)> = 4smf, Отв.: 2жл/И.
z-t.

6. а) Вокруг оси X :  у  = 4 х - х 2, у  = х ;
б) Вокруг оси 7 : х2 -  j 2 = 1, х = 2;
в) Вокруг полярной оси: /? = \/3 cos3<p (одного лепестка);
г) Вокруг оси X : х = -Jbt2, у  = 7з(? - t3 /з).

Отв.: а) 21,6л-; б) 4-%/Зж; в) ; г) а43ж .

7. ■ а) Вокруг оси X :  j  = x3 (0< х< 1).
2 2 X >>б) Вокруг оси 7 : --- h —  = 1.

16 4
в) Вокруг оси X :  x = 4cos£, y  = 2smt.

Отв. а) яг(ю3/2 -l)/27; б) 32жл/3+ 16яг1п(л/3 +2); в) 8̂  + ̂ a r c s i t i y  •
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б) х = л/3 cos31, у  = л/3 sin31, 0< t < я !2 .  Отв: М х = М у ■

в) р  = б cos (р; 0 < (р< ^. Отв: М х =9, М у + 9.

8. Найти координаты центра тяжести дуги кривои у  = п сп ~ ,
ТС

jr(e4 +4e2 - l )
- п < х < л .  0 тв .:х е =0 } у с - - ^ — т~т— -v-*.

4е\е - 1)
9. Найти статические моменты М х и М у кривой относительно осей X

Y  соответственно.

а) 6 у  = х2, 0 < у <6. Отв: М х = — —  1п(б + Зл/5), М у = 0 .
4 8

9
'5 '

Отв : М = 9 , М = - ;
4 у 2

10. а) Вычислить работу, которую надо затратить, чтобы выкачать в< 
из котла, имеющего форму параболоида вращения. Радиус основания 4м, вые 
та Зм.

б) Определить давление воды на вертикальный прямоугольв 
шлюз с основанием 8м и высотой 6м. Определить также давление на нижш 
половину шлюза.

Отв.: а)247Г кД ж  ; 6)144gi<H и 108g n H .
+<° 2,5 j

11.а) { —гг1— б) —  ----• Отв.: а) 1- In 2; б)рас
! x"(x + l) о Х ' - Х  + б

ч +t? л/х + 1 - - J x - i  , 4fcosx12. a) J -------- -- ах; б) J —=  dx. Отв. a) ex.; б) сх. абс.

7 Х

3 / 21 л о л/х
% dx dx _  л 20О г » . „ ж ;6)2.

Вариант 4
2х — х2 , „  г( 2 А  -х , ч г1. a) J-;—-— ^ ~ d x ;  б) j(x2 -2x  + 5^ Xdx; в) j-

( з ^ э р  - Ч 2 + Ь х ) ’
, Г х3 - 2х + 2 , . fх2 + -JT+X f dx

; Д ) 1  V T f i  ' е ) ^ ( 2  + * > Г '
dx

ж) JV 5 + 4х - x2dx\ з) |— :
3sinx -  4cosx

Отв.: а)
б(зх2 - x3J

+ С ; б) - е х (х2 + s)+ С ; в) ln|2 + Inxj + С ;
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г) —;— v + lln (x 2 + l)+  — arctgx + C ; д) l ( l  + x)3 + (l + x)2 + (l + x)+ C;
2( x " 1.) 2 2 3

1 4 + 3x3 „  , ( x Л Г  '  x2" 9 . x —2e )  ——  + C ; ж) — 1 L 5 + 4x— = +—arcsin----- + C ;
8 , # 7 7 7  U  Л  V3 2 3

X 1
fg—---

2 2
X 1

#g- _j--
2 2

+ C.

j------  J  j------  Z3
2. a) J  л/3 - x2 <ix;. 6) Jx2V 9 ~ x 2A .  в) j* x2arctgx dx.

о
X

г)* Решить уравнение: J-~t=
l л/2л

о о
dx л

lx - х1 6
3;г 8Ъг ч л 3Отв.: а )— ; б )--- ; в) 0; г )—.
4 16 2

3. a) D  - фигура, ограниченная кривыми: у  = х2 + 1; _у = х + 3;
б) x = 2(?-sin f), 7 = 2(l-cos?), у  = 2;

в)* j 2 - 8_у + х2 = 0, у 1 —10у + у 1 = 0 , У = ~ ^ ’ у  = 43х.

Отв.: а) 4,5; б)2;г+16; в) 6л.
. х2 1пх , -4. а ) у  =------- ,1<х<2;

4 2
б) x = t, у  = ln (l-zl2), 0< t< 0 ,5 ;
в) p  = 2(l + sin^), л  !2<д><3л 12.

3 1Отв.: а )— + — 1п2; б)1пЗ-0,5 ; в) 8.

5. x = i?(l + cosf), y  = i?(f-sin*), z = 4_Rsin(z72), 0<Г<2яг.
Отв. 4 К л .
6. а) Вокруг оси X : х2 = 2>>-4, у  = 4;

б) Вокруг оси Y : 4у = 4 - х2, 2у = Зл/4 - х2 ;
в) Вокруг полярной оси: p  = 2R cos2 ;
г) Вокруг оси X : х = л/2(? - sinf), 7 = V 2 (l -  cos ?) (одну арку).

32тг
Отв.: а) 512Л-/15; б) 6л; в) — ; г) Юл/2ж2.

7. а) Вокруг оси X :j>  = s m x ,0 < x< 7T. .
б) Вокруг оси Y : х = 2 + сйу, 0 < у  < 1.
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О тв, а) 2л (42 + ln(l + л/2)); б) в) 12л-.

8. Найти координаты центра тяжести душ полуокружности относитель

оси 7 : х2 + у 2 =25 . Отв.: хс = — , ус =0.
л

9. Найти статические моменты относительно оси X  и Y  соответствен!
а) 4у3 = х, 0<у<1.

_ . . л/145 1 , ( Л л/145лОтв.: М г

в) Вокруг оси X : х — л/5 cos31, у  = л/5 sin31, Q<t<2n.

+ — ln fl + ^ П ,  М  = — (l4 5V l45 - l).
48  ̂ 12 J  216 '4

б) x = 3cost, y  = 2smt, 0 < f <тг/2.
9 л/5 9л/5Отв.: =2ч-- arcsin— M v =-----ь 61n4.
15 3 у 2

в) p  = 42cos(p, 0<<р<л/4.

Отв.: М . M v = — + - .
' 2  7 4 2

10. а) Найти работу, которую нужно затратить, чтобы выкачать жидко.
плотностью 900кг/м3 из цистерны, боковая поверхность которой имеет ф 
му параболического цилиндра, высота цистерны 2 м, длина 8 м, ширина 4 м

б) Найти силу давления воды на вертикальный прямоугольный шлюз с 
основанием 18м и высотой 6м. Плотность воды р  = 1000 кг/м3.

Отв.: а) 30720 Д ж; б) «3178 к Н .
. +г> х2dx 6f dx л11. a) j — ---; б) —-------- . Отв.: а ) — = ; б) рас

1 х 5+6 зх — 7л: = 10 Зл/б
+?  xdx \ . 1 dx12. а) —===========?; б) ism----- г= = . Отв.: a) ex.: о) сх. абс.
1 4 7 ^  о 1 - х 4 Т ^
3 Ау +® ,,3 j

13-a) f c ---ГчТ; б> l^ T T T -  Отв.: а) 8/9; 6)01 (2л: — 3) ~«) 3jv + 4

Вариант 5

1. а) rdx; б) [х соэЗх^ ; в) (W 2x2~+5dx;
(l + х — 2jc2 J

г) f---*■ ~ д) \—̂ ==L=dx\ e) fx3(l + 2xz) dbc;
J(x + l)(x2 + l)2 JV 2 ^ T  J 1 '

122



к) jV х2 + 4xdx; 

Отв.: a)

3) к
cosxdx

(l - cosx)2
7 1

+ 6) --(3xsin3x + cos3x) + C ;
2(x - 2x2+ l) 9

it) —(2x2 + 5? + C ; г) + —lnlx2 + 1| + 'larctgx + С ;
6 V 7 2(x2 + l) 2 I I S .

) +C:

ж) ^  + ljV x 2 + 4x -  21n x 2 + л/ x 4- 4x

42

^  4 1 X I  3 X ^+ C ; з) - c tg - - - c tg  -  + C. 
l i b  I

8 ,------------------  V2  ------- 3 / \
2. a) JV 64 — x2dx. 6) J V 2 - x 2dx. b) Jx ln(x2 -  l j J x .

о о Jz
x e 4x

) Репшть уравнение: J—т= -й£с =  2 e(e  —l) .
i Vx

Отв.: а)16я"; б )—; в)41п8-3,5; г) 2.
4

3. a) D  - фигура, ограниченная кривыми: у  = х2 — 2х — 3, у  = 0;
б) x~-j3 (t-sin t), у  = V3(l — cos?), >- = V 3 ;
в)* х2 + _у2 = 2х, х2 - 8х -  j 2 =0 , j  = х, у  = -х.
. 1П2 _  Зя- 15тг + 30Отв. а) 10 — ; б )--- н 12; в ) ------- .

3 2 2
4. а) у = -4х* , 0<х<5;

~ ; б ) 2 я 2;в)4л/2(егг-1).

б) x = 4(cost + tsmt), y  = 4(sin* —fcosf), 0<?<ят;
в) г = 4е9 (логарифмическая спираль; от ^(4;0) и в{4е” ;я ) )  

T.V
Отв. а)

5. Найти длину кривой: 
x = V2cosf, 0<?<я76.

< y-^flsint, 
z = 4it.

6. а) Вокруг оси X : 7 = 6*, х = 2.
б) Вокруг оси 7 : _y = l/(l + x2), х = 1, х = 0, j/ = 0.
в) Вокруг полярной оси: р  = 2^3 cos Ъ<р (одного лепестка).
г) Вокруг оси X : х = cost, н = 2sin?.

Отв.: ж/3.
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7. а) Вокруг оси X :  y - tg x ,  0< х< я74.
2 2 х уб) Вокруг оси Y : —  --- = 1.

25 16
в) Вокруг оси X :  x = 3cos?-3cos3?, у  = 2sin?-sin3?

О < t < л ! 1.
л/5—1

Отв.: а) л(е4 —1)/2; б) тг1п2; в) -~~ л ;  г ) .

Отв.: а) Я' V5-V2+ ln- ; б) 75;г + 807г-1п2; в )1 8 я2.
2л/2 - 2^

8. Найти координаты центра тяжести дуги кривой (верхней части полуо
-> т 2̂ /2

ружности: х +_у -2 ). Отв.: хс = 0, у с =----.
л

9. а) 8у  = х2, 0 < у  < 8. Отв.: М х = 36л/5 - ^ ln (8 + A4s), М у =0.

б) х = -Js cos31, у  — л/5 sin31, 0 < ? < яг / 2. Отв. М х = М у = 3.
в) /? = 8cos<£>, 0< ^< я74 . Отв. М х =16, М у = 8я + 16.
10. а) Какую работу нужно затратить на выкачивание воды из цилиндр 

ческого бассейна с радиусом основания 0,5 м, если в начальный момент ур 
вень воды бассейне был равным 2,8 м, что на 0,2 м ниже выпускающего во, 
отверстия в цилиндре?

б) Определить давление воды на вертикальный параболический cemei 
основание которого равно 4 м и расположено на поверхности воды, а верши 
находится на глубине 4 м.

Отв.: a) 1200?rg Д ж ;  б) 167000 Н .
+СО 2 2 xdx

11. a) J  хе2~Ъх dx; б) J ■■■.■■■■ ..... Отв.: а) 0; б) 8/3.
— СО I X  —  1

x sin язе , п' } 4 l + cos2x ,12. а) —г--------- dx; б) ----- —----dx. Отв. а) сх. уел.; б) расх.
о х +2х + 2 о cos х

2  + С О  J

13. a) f— г----- ; б) fx2cosx3<ix. Отв.: а) —1п15; б) не существует.
о4х -1 8

Вариант 6

1. а) — —----------- -—ггdx; б) fx2 ln(l + x)dx; в) d
(5х3-Зх  + 4) xVln^

dx  ̂ r dx . f x 3dx

(x2 -  2x)2 -J2x + l + V 2x + 1 _  £x2 J /2

124



ж) (л/2 + 4х — х ■ з) [— dx
2sinx + sin2x

- 1  (х2 + l')ln(l + х) х3 х 2 хОтв.: a) —f—  ------------------------ч + С ; б) л ^ -------+----- + С ;
3\5х - Зх + 4j 3 9 6 3

1 ;+ с ;в) - ^ 1п3|х| - б Щ  + С ; г) - In
х — 2 4х А(х - 2)

д) V2x + l- |V 2 x  + l+3^/2x + i-31n(l + ̂ /2x + l)+ C ;

е ) --- Г-1 ........ +С; ж) --- -Дл/2 + 4х - х2 - 3 axcsin ̂  + С ;
b 4 a 2-bx2 S  л[б

з) lln L g — + -tg2 — + С ;
4 I 2 8 2

V 2 /2  И 4 __________  яг/2

2. a) J J — x2dx. б) |x 2V l 6 - x 2<ix. в) Jcosг xdx.
0 0 

2r dx . dx
г)* Решить уравнение: * х ^

Отв.: а) б) в) г) А , .

3. a) D  - фигура, ограниченная кривыми: _у2 = 2х +1, х — ^ = 1;
б) x = 3cos?, = 2s in f, х = 0 (х > 0);
в)* х2 + у 1 = 2 у , х2 + у 2 = 4 у , у  = х , j  = 0.

Отв.: а) 5^-; б) Зя ; в)

4. a) j  = -lncosx, 0 <f <яг/2;

б) х = 3cos3 —, v = sin3 —, 0 <t < ж /2;
4 4

в) р  — 2sin3(<p/3) (всей кривой).

Отв.: а) 1пЗ; б) в) Зтг.

5. Найти длину кривой:
x = V3cos?, >> = -v/з sin/, z = t, Q<t < л !4. Отв.: n 12.
6. а) Вокруг оси X :  у  = sin x , у  = 0 (одна полуволна).

б) Вокруг оси Y : у  = х3, х = 2, у  = 0.
в) Вокруг полярной оси: р = 3 cos2 (р.
г) Вокруг оси X :  х = 2cos3 t , y  = 2sin31.
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56̂ 1 48л-
к ;  в)

Отв.: а) я-2/2; 6)12,8*; в ) — ; г)
7 35

7. а) Вокруг осиХ ; у - 2  + chx, 0<х<1.
б) Вокруг оси Г :х 2 = 4^; _у = 3.
в) Вокруг оси X : x = 2cos3£, j  = 2sin3£, 0<£<2ж.

Г / \ е4 -1 ^Отв.: а) л- 2\е-е-1)н----г~ + 1
V 4е /  Ч  3 )  ' ' 5

8. Найти центр масс однородной арки циклоиды х = б(? -sin f),
7 = 6(l-cos?). Отв.: хс = 6л, у с =1

9. Найти статические моменты кривой относительно осей X  и Y 
ветственно:

а) у - х 3, 0 < х < 1.

О тв, м х =  ̂  - - L , м у = + ± ь ( з +VTo).
* 27 27 4 12 >

б) x = 4cos/, y  = 2sint, 0<t<7t/4.

Отв.: М х =2 + Щ = , М = 16л/3+ — 1п5.
Зл/З 3

в) р  = VTo cos (р, §< ф < я !2. Отв.: М х =5, М у = ~

10. а) Найти работу, которую необходимо затратить, чтобы в 
жидкость плотностью 900 к г !м 3 из цистерны, боковая поверхность 
имеет форму параболического цилиндра, высота цистерны 8 м, длина 6 м 
рина 4 м.

б) Найти давление на пластинку в форме прямоугольного треуга 
катетами 9 и 4 м, опущенную в жидкость с плотностью 1000 кг!м1 так, чт 
тет 9 м находится на поверхности жидкости.

Отв.: а) 368640Е ,Д ж \  б) 24000g,#.
-  ̂ arctsx, dx „  2r dx11. a) b --- ^ут====; 6) J~ 2—  ----. Отв.: а) яг/2 —1; 6)

о (1 + jc2)V1 + x2 0x -4x + 3

„  +f  l l^ -Зх2 ^  2, Vx2- l
12. a) j — j==^=r-dx', б) -г-. dx. Отв.: a)pacx.; 6) ex.

з Щ - х 3 j Ш - х 4
'rsinfl/x) +<? 1 + x13. a) J --- j— ; 6) j ----jd x . Отв.: a) 0; б) л
— It X  —CO 1 'f" X
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r) J 

3) 1:

dx

1. a) J-

Вариант 7

X + 1 , - чГ/ ? * ̂  ? г * . f X + 3
, \2 Х̂ ’ ll^ 2 + 1  ̂ 2xdx\ в) Г- г
\4х2 4- 8х — з) л/г2

=dx\

х4 - х 2
. с sfxdx . г

д) b 7 7 1v e) J
dx

xix + l)  • х2
V i + ^ 7

xz -4  

ж) |л/х2 - 2x - 10abc;

dx
3cos x + 4sin x

Отв.: a) -1

8(4x2 + % x - if
4- С ; 6 ) C -

^x2 x 3
-----------j---------- (-------

v 2 2 4y
-2x.

+ 31n x + Vx/ x 2 -1
x +1

+ С ; д) larctg-Jx 4  С ;

e)
2x2 +1

x-\/l + x2
4-С; ж) ^ W x 2 -2 ж - 1 0 - — ln(\/x2 - 2 x - 1 0 + x - l)+ C ;

1 2?gxз) -^~j=arctg—P=- + С .
2л/з л/3

2,

7  -------------  3/2 -------------  0 О п т
а) |л/49 —х21dx. 6) J  х2у9 — 4x2dx. в) Jxsin-ей:.

о о - 1  3

г) Решить уравнение J- xdx
л/х2 +4

= 2л/5.

_ ч 49;г 8Ъг ч 3 27тОтв.: а )--- ; б )--- : в ) ----- cos---- ь
4 128' 2пп

. 2 жп
-----rsm--- ; г) 4.

3 ( 2 т )  3

3. a) D  -фигура, ограниченная кривыми: у  = lnx, х = 0, у  — 1па, 
у  = In Ъ;

б) x = 2cost, j  = 4sin3?;
в)* х2 - у  + у 2 — 0; х2 -lOjv + у 2 = 0, у  — х, у  — —х.

Отв.: а) Ь  — а; б) 6?г; в) 10,5тг + 21.

4. а) у  = ln(l -  х2), х, = 0, х2 =

б) x - e 'c o s t ; у  = е( s in ?, 0<?<1птг;
в) p  = 4(l + cos^).

Отв.: а) 1п( 3 б) л/2(п - l) ;  в) 32.
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5. Найти длину первого витка винтовой линии.

h ” s: - о ™ . 2 ^h/ = smf,
[z = 21
6. а) Вокруг оси X : lnx, x = l,  x = 3, у  = 0.

б)Вокруг оси F : y  = l/ x ,x  = 2 ,x  = 4, у  — 0.
в) Вокруг полярной оси: р = а2 cos2 (р ■
г) Вокруг оси X : х = 2t2, у = l it  — t / з ) (петля).

( , \ 87Ю6 ч 32ж
Отв.: а) тг\31п 3 —61n3 + 4J; 5) 4л; в) 21 ’ 3 '

7. а) Вокруг оси X : у = е~х (0 < х < а ) .
б) Вокруг оси Y : у 2 = 2(х — l), 0 < у  < 1.

в) Вокруг оси X : х = t2 +1, у  = ̂ (з - 12 ) (петля).
/

Отв.: а) п
-2 а

б) я-(И72+71п(л/2+1))/8; в) Зл.
8. Найти координаты центра тяжести кривой (однородной арки цик­

лы) x = 12(V-sin/), ^ = 12(l-cos/). Отв.: хс = 12тг, у с =Ь

9. а) у  = ̂ ~, 0< у< 2 .. Отв.: М , = — - - Ц г  + л/б), М у =
I  4 8

б) x = 3cos3/, y  = 3sm3t,  0</<лг. Отв.: М у =0 .

в) p  = 4cos(Z>, 0<<р<л 12. Отв.: М х = 8, =4г
10. а) Вычислить работу, которую нужно затратить, чтобы выкачать в 

из котла, имеющего форму параболоида вращения. Радиус основания 3 м. 
сота 7 м.

б) Найти силу давления, испытываемую полукругом радиусом 3м. 
груженным вертикально в воду так, что его диаметр совпадает с поверхнос- 
воды.

Отв.: а) 735л к Д ж ;  б )1 8 Я .
+”  Ах з J п  

П. я) ---О тв .:а )1 - 1 п 2 ;б )—Vl25
/ х 2(х + 1) 2-VX -4  з

1
+ о о  t g  4/л  ^

12. a) f ---- ~-j=dx; б) f —..- ------ -. Отв.: a) ex.; б) расх.
1 1 + х ых Q sin (4 — лх)
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4 Ay +с0
13. a) J —----; б) |

xinx1/2 1 + е2 х
■dx. Отв.: а) 1п2; б) ж 12.

Вариант 8

1. a) J- 4х -18х

х + х2 - Зх3
r^dx; б) \arctgsl2x-ldx-, в) f—v--- г;
г J J х(х - 1)

г dx j - 
x + x 

,• dx
' 3 + cos x

3 / „ 2  6

; д) fX --r X--fLy- dx ; e) (W l +x4dx; ж) |л/4х-х2& ;
x[l + л/ Ху

Отв.: а) - 2 /(х + х2 - Зх2) + С ; б) xarctg-42х-1 л/2х-1 + С ;

Х * + С ; г) 1п-т=И= + С ; д)-л/х2" + 6arctg§fx+C;
л!х2+1 2

4х
г In л/Г+ х4 - X2

л/Г • -4 • -2.+ х +х
л/l 4- X4 + X2

8 хд/лД + х4" - X2
-In-

......... .......... ..  1 j ___ 2 ^  1  ^  о

:V 4 x -x 2 + 2arcsin^----- + С ;з ) -j=arctg—7=- + C .
-2 2 л/2 л/2 .

1 --------  V5 г-------  ir/3
2. а) |л/1- х 2й?х. б) J  x2y5 — x2dx. в) Je“  cos р  xdx.

л/l + X 
X

■ + С ;

г) Решить уравнение: J
Я'

пОтв.: а) — ; б)
4 16

1п2л / ? —Г б 

25яг . а
; в)

а 1 + Р 1
; г) In 4.

3. a) D  - фигура, ограниченная кривыми: x = j '2 +4> ’ ,> ’ = x ~ 4 ;

б) х = 2cos3 f, j  = 2sin31, у  = 0 (у  > 0);
в)* х2 + у 2 =4х, х2 - 10х + у 2 = 0, у - 0, х = 0.

5 ^  Зп ч 2Ъг



0 < t < n

в) р  = 4<р (длину дуги первого витка архимедовой спирали).

Отв.: а) ln-v/З ; б) 6; в) 4л^1 + 4л2 + 21п(27Г + 4\ + 4л2 |,
5. Найти длину кривой: x = 6cos /, y  = 6smt, z = 2t, 0< t< n/6 .

sflOn Отв.: -----.
3

6. а) Вокруг оси X : у  = xex, x = 1, у  = 0.
б) Вокруг оси Y : у - Ъ - х 1, у  = х2 +1.
в) Вокруг полярной оси: р  — 2 cos 3(р (одного лепестка).
г) Вокруг оси X : х-  2cos/, у = sin/.

^  ч / 2 ч 4л  8?гОтв.: а) л(е  — 1)/4; б) л ; в)

7. а) Вокруг оси X :  у  = — ( l<х<а).
х

х2б) Вокруг оси Y : —  + у 2 = 1.

в) Вокруг оси X : x = ~Jx(3cost-cos3t), у  = V2(3sin/-sin3/i

2 '

Отв.: а) л пт л/ а4 +1 , л! а4 +1 + а2Ы 2--------- V 1п-
а~ лЯ + 1

V  У

б) 18л/2ж + 3л  1п(л/2 +1 / 2); в) 3 бтг2.
8. Найти центр тяжести дуги астроиды, расположенной в первой ч<

ти: x = 3cos3/, y  = 3sin3/. Отв. у  = j  = = ус;

9. а) 6х = у 2, 0< х<6. Отв.: М х -
Му = 81 / 4 • S  -  9 / 8 • 1п(б + 3-ч/5 ).;

б) x = (t — sin/), у  = (l — cosf) (первой арки).
32

Отв.: М  =— , М  = 8тг.
* 3 у

в) p  = 4sin<p, 0<<р<л/4. Отв.: М х = 2л -4 , =4
10. а) Найти работу, необходимую для выкачивания нефтяного 

плотностью р  = 890кг / л<J из вертикального цилиндрического резерва высс- ,■
3 м и радиусом основания 1 м.

б) Найти силу давления, испытываемую полукругом радиусом 4, пог. 
женным вертикально в воду так, что его диаметр совпадает с поверхнос 
воды.
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; б/ f e f c .
О ~ЧХ

Отв.: а) 493 кДж\  б) 128/3.

Отв.: а) — + i l n 3 ; б) -4,
3 4

+00Ч '  
Л ,

12. a) j | — | c o s n x d x ; б) f-r=--- ;— dx.
„л/x-sinx

Отв.: а) сх. абс.; б) сх.
V dx!3 .а) J— ; б) J ,
—1 Х -О0 V

arcctgx + 1 л
1 + х 2

dx.

Вариант 9

1. a) J- 

г) J-

- 9х — 2

(Зх2 + 2 x f  
dx

■dx\ б) Jln(5 + x 2]dx;

Отв.: a) 0; б) л .

в) J—;2====dx\

(х + 1)2 • (х2 4-1) 

ж) |л/х2 — бх — 7dx;

д) h  

3> Jc

-dx:
x J +1

е> f

л/9х2 -4  
dx

х4л/1 + х3
dx

8-4sinx + 7cosx 

Отв.: a) 1 / 2(Зх3 + 2x)2 + С ; 6) ln(5 + х2jbc - 2х + 24larctg^= + С ;

в) ^[2^9х2 -4-31п 

1 1.

Зх + л/9х2 -4 ^  + С ;

г) С — -г1— r + -ln|x + l|-- ln (x 2 + l); д) - Й / ?- 1 п [л / ? + 1J+ C;
2(х + 1) 2 4 3 V '

е)

ж)

1
/ Л /----\9 4/- )
-In
8

(л/ x - l) ifx

V x - 1 4х  - i
V У

+ С ;

——- л / х 2 - 6 х -  7 -81пх -  3 + -\/х2 - 6х - 7 + С ; з) In + с .

•Л
. а) |л/9 - х 2й?х. б) |х 2л/з^х2"с&. в) Jarcsinx^fe.

\  dx л
}* Решить уравнение J— л —̂ - = —— • 

1 хл/ х  — 1



Ъп

3. a) D - фигура, ограниченная кривыми у = 2 х -х 2, у= - х ;
б) х = 4cos31, у  = 4sin31; у  = 0, х = 0 (у  >0, х>0);
в)* х2 - 2х + у 2 =0, х2 + у 2 = 6х, y  = x l S ,  у  = х43 .

3 4тгОтв.: а) 4,5; б )- 7г; в)-^—.

4. а) у  = л/1 —х2 - arccosx +1, 0 < х < 9;

б) x = 2cos г/4, v~ 2 s in — , 0< t< n/2 ;
4

Я" .в) /7 = 2 sm <р (от полюса до точки, для которой <р= — ).

Отв.: a) In 2,4; 6)3; в) 2я73.

5. x = 3(l + cos/), y  = 3(/-sin/), z =12sin(f/2), 0</<яг/4. Отв.

6. а) Вокруг оси X : у  = х3, х = 2, у  = 0.
б) Вокруг оси Y : у 2 = 4ах, х = а.
в) Вокруг полярной оси: О < р  < л/2 cos2 .
г) Вокруг оси X : x — 3t2, у  = з(/ - t3 /з) (петля).

Отв.: а) 128я77; б) 16яга3/5; в) ; г) 36я\

717. а) вокруг оси X : = cos х (0 < х < —);

б) вокруг оси Y : х2 = 2 у , у - Ъ !2 ;
в) вокруг оси X : х = 2л/2 cosf, 7 = 42 sin t .

Отв.: а) я {42 + ln(l + а/2)); б )~ 7 г ;  в) 4ж+ -~jLarcsin^~.

8. Найти координаты центра тяжести дуги кривой (однородная арка цик­
лоиды: x = 15(/-smf), j> = 15(l-cosf)). Отв.: хе =15л , у с =20.

9. а) 4у = х2, 0 ^ у  < 4. Отв.: М х = 5 V 5 - |ln (4  + 2V5), М у =0.

б) x = 4 l c o i t ,  y  = 42sm 3t,Q < t< n . Отв.: М х =6/5, М у =\
в) p  = 2cos$>, Q <<р < я  !2 . Отв.: М х = 2, М у =п:.
10. а) Какую работу необходимо затратить, чтобы выкачать воду, напс.' 

няющую полусферический резервуар радиусом R ~ 0,6м ?
б) Пластинка, имеющая форму эллипса, наполовину погружена в жи; 

кость вертикально так, что одна из осей длиной 8 лежит на поверхности. На:-
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:явления жидкости на каждую из сторон этой пластинки, если длина дру- 
|ааауоси эллипса равна 3, а плотность жидкости 900,

€>гв,: а) 1018Дж; 6)216000.
w l + arctgx \-3x2 +2 л

-ах; о) j — j j j —dx.
-i *

11. a) J
_оо 1 + Х

Л * х *  2Лп(1 + х)12. а) Г---- б) I—--------й&с.
J  1 +  л / х  0J  2 - х1

13. a) J-dx
л х _ „4 * г +3

Отв.: а) яг; б) 14 — .

Отв.: а) расх.; б) расх. 

Отв.: а) 0; б) — — .

Вариант 10

* ) [
-Зх -8 -dx; б) j(4x3 + 6 х - 7)lnxabc; в) J——^ ~ d x ;

(х3 - 8х + 4) 4 + х

X 5 +1

16-х4
■dx;

e ) f
S  + x2I dx;

ж) J-\/2 + 2х — х2dx; з) J- 

Отв.: а) 1/(х3-8х + 4) + С ; 

б) (х4 + Зх2 - 7x)lnx

dx
3 -  2sinx + cosx

лГх А Зх2 —  +---- Ix
V 4 2 ,

в) —1п|3х2 - 2|--- ^=1п
3 I I 2л/б

хл/З-л/2 + С ;
Хл/З 4* л/2

г) — arete— + lnfx2 + 4)-  —  Inlx - 2l - —  lnlx + 2| - —  + С ;
16 2 V ' 32 1 1 32 1 1 2

1 + x . k i l l xz +l

ж) X — 1

~ ж
л/2 + 2x •—  3■x +—arcsm

2x 
x -1

+ С ;

л/3
+ С ; з) arc?g fg-- 1 + С .

ю  ----------------  б --------------  2
.а ) jVlOO - x 2dx; б) |х2л/32 — х 2 dx; в) ^ех ca$2xdx;

г)* Решить уравнение [— ^
1
dx
+ Inx

: =2.
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Отв.: а) 25я; В) _  5 Г^ '

3. a) D  —- фигура, ограниченная кривыми у  = х2 / 4, у  = 3 — х*
б) x = V3cos?, у  = -\f2smt, у  = 0, ( у >0);
в)* х2 — 2у + у 2 = 0, х2 - 8у + у 2 -0 , у  = х/^ З , у  = -\‘эх

[2Отв.: а) 8; б) J —я ;  в) 5яг.

4. а) у 2 =х3 (отточки 0(0,0) до ^4(4,8));
б) x = (t2 — 2)sin? + 2?cos?; у  = (2 - ?2)cosf + 2?sin?; 0 <-
b )  p  = 5e^, 0 < (p< n .

Отв.: a) —  (l(W iO - l); б )— ; в) 5л/2(е*- l).
27 81

5. x = l + cos?, j  = ?-s in ?, z = 4 s in ^ j, 0<?<тг. Ote

6. а) Вокруг оси X : y  = l/x , x — 2, x = 4, у  = 0.
б) Вокруг оси Y : y  — x2, 4x - 3/ = 0.

Г ^в) Вокруг полярного луча: p ~ 2 R  sin! <p + —

г) Вокруг оси X :  x = t2, y  = t - t 3/ 3.
4?r^3 47ГОтв.: а) я-/4; б) 20я73; в) —-— ; г)

7. а) Вокруг оси X : >>2 =12x, 0<x<9;
б) Вокруг оси Y : x = л/х-х2 + arcsin-x/x - 4;
в)Вокругоси X  : x = V2cos3?, >> = V2sm 3?, 0<?<2тг,

я  . ix 11 , 24a/2Отв.: a) 16&r; 6) — + V 3 --- ; в) - я .
6 32 5

8. Найти координаты центра тяжести дуги кривой у  = сйх, — 1 < х <;
е4 + 4е2 -1Отв.: хс = 0; у с = - / 2 \ ■

4е(е — 1J

г- 3 39. a) p-yj 6 cos <р, 0<tp<7t /4 .  Отв.: М х — — , М у = - ^ я -i

б) х = 2(? -  sin?), 7  =  2(l -  cos?) (первой арки).
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в) 2у 3 = х, 0 < у  < 1

Отв.: М. 128 ^  „ „-— , M v = Ъ2п.
3 у

Отв.: М , S i  1+ —  In f 1 -ь —Д=1, М у = - . ( 74 /̂37- 1).
24 S, V37 J 7 216 V '

10. а) Вычислить работу, которую надо затратить, чтобы выкачать воду 
штш, имеющего форму параболоида вращения. Радиус основания R=  6 м, 
шга Н=  5 м.

б) Пластинка, имеющая форму эллипса, наполовину вертикально погру- 
ш  в жидкость так, что одна из осей длиной 4м лежит на поверхности. Най- 
ш силу давления жидкости на каждую из сторон этой пластинки, если длина 
рей полуоси эллипса равна 5 м, а плотность жидкости р = 1 ООО кг / лг3.

Отв.: а) 1507Г кД ж ;  б) г» 21333.

dx „  5r dxИ . a) J ;б ) J-
4х2 + 12х +13 5

3 ~2ех dx^  cosx+ 2 f12. а) I ----= - ; б) f ,
о 1 + л[х^ у2

«  Л  dx r , +7 dx
I3-a) f e o ; б) Л6 + хг

Отв.: а) ж/4; б) я .

Отв.: a) ex.; б) расх.

Отв.: a) In—; б) п /4.

Вариант 11

1. а) |у— — — —̂^ d x ;  б) Jx 2sin(4x — 3)dx; в) J  — —— dx; r)
(l + 2x - x 2J

---3— ~ ^ d x ;  д) ~dx; e) J^-jS^-dx; ж) jV x 2 — 4x + lc&;

rsin x + cos x

fl lx — 2 Ж -
л[х

-dx.
3 + sin2x

Отв.: a) 1/4(1+ 2x — 3x^)/ + C ; 6)
32

/(1 + lnx)4 + С ; r)21n|x + l|— arctg * + С
V3 V3



д) - 2. R - ^ - ln
л/х-2 — л/х

ж)

з) —In 
4

л/х — 2 + л[х
3

2 "  2 
sinx - cos х 4- 2

+

Х л!х2 - 4  + 1 + - 1п х — 2 + л/х2 — 4х +1 + С;

sin х — cos х - 2
л/5

+ с .

vb г---   ж I-------- Т 772 2кяхa) f-v 5-x 2Jx ; б) |х 2л/я'2 - х  dx; в) J  wcos-----dx, ^ e N
Q Т

X

г) Решить уравнение: J dx п
2 +sinx л/3

Отв.: а ) — ; б )— ; в) 0; г ) — .
4 16 2

3. a) D  - фигура, ограниченная кривыми >> = х2, ху = 8, х = 6, =
б) х = 2cos31, у  = 2sin31;
в)* х2 + j;2 = 2х; _у2 - 4х + х2 = 0, у  = х , у  — 0.

Отв.: а) 8/3 + 161п2; б )— ; в)  ̂.
2 4

4. a) x = lncos>’J (от ^  =0 до у 2 = я/3 );
б) x = 8cos3f, y  = 8sin3?, 0<t < я /6;
в) р = \2el2{pls, 0<гр<я!3.

Отв.: а)1п(2 + л/з); 6)3; в) 1з(е4гг/5- l).  
x = 2(l + cos^), Q<(p<n!2.

5. j y  = 2(t-sia<p), Отв.: 4л.
•z = 8sin^/2.

6. а) Вокруг оси X :  у  = 3 — х2, _у = х2 +1.
б) Вокруг оси Y : у 2 — 8х , х = 2.
в) Вокруг полярного луча: р  -  л/Зав in (#> - cos t).
г) Вокруг оси X : х — -J2(t - sin t), у  = V 2 (l - cos t).

Отв.: а) 32я 13; б) ; B) ™ a 3̂ -; г) 10л/2я 2.

7. а) Вокруг оси X : у  = с/гх — 2, 0 < х < 1.
2 2 

%  Vб) Вокруг оси Y : --- ь —  = 1.
36 4

л/3

136



в)Вокругоси X : x = 2cost, y  = sin/. 

Отв.: a) n
f  g 4  1 "N

1 + ^ —  l(e  - e~l) ; б) 144л/2ж + 24ж 1п(2л/2 + з);
V

. ~ 8ж . л/3 ■I 1л + —=• arcsm— . 
л/3 2

I .  Найти центр тяжести дуги астроиды, расположенной в первой четвер-
Jt = 2cos3/, j  = 2sin3/. Отв.: хс =ус =4 /5 .

f .a ) р — 4cos$>, 0<ср<л14. Отв.: М х = 4, М у = 2л + 4.
Щ х = 3(t -  sin?), 7 = 3(l — cost) (первой арки).
Отв.: М х = 96, М у =12л.

в) j '2 =8х, 0<х<8. Отв.: М х =0, М у =36~Б- h .d $  + 4 S ) .

10. а) Какую работу нужно затратить на выкачивание воды из полуша- 
.зиусом а/Зж .

б) Вертикальная плотина имеет форму равнобокой трапеции. Вычислить

f давления воды плотностью 1 ООО —г-, если известно, что верхнее основа­
ми

шотины 9 м, нижнее основание 3 м, высота плотины 6 м.
Отв.: а) 2250я£ Даю; б) 90000gff.

•КО 1
I I .  a) J-— = = ;  б) f—т-----. Отв.: а) ж/4; б) расх.

-Пх4х2-\ ох -6х2
• 1+СО 4 +arcsm— 3

12. a) f -—f=*dx; б) f—= = = = . Отв.: a) ex.; б) расх.
1 + W *  o t y - j ]2

9 dx +со 3
13. a) J -; б) Jx 2 sinx3afr. Отв.: a) In —; б) 0.

4 *  ~  ^  -со 2

Вариант 12

1. a) б) jarcsin—cfc; в) JVg(3x + 4)<&;

r) Jx2V^ A : е)

ж) 4з + 2х — х2dx\ з) f.SI-1V...dx.
1 + sinx

Отв.: a) l/3 (x2 +Зх)3+ C ; 6) xarcsin--- + ^9 — x2 + C ;

+ x
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в) Un|cos(3x + 4]  + С ;  г) + + + *1+ С  ’

д) 2arcsin— - х  + С ;

1 Щ  + х4 1 , ---- + — In
16

1 + л/l + х *1+ - 1п
4е) —arctg

4 х

ж) - —-л/з + 2х - х 2 + 2arcsin-—- + С ; з)

fv  -4+ х -х

лЯ ' -4
+ С ;

. х -1
2

6 __ ____  2V2 ------ Я-/6
2 .а) |л/36 — х 2dx. б) j  x 2- J 8 - x 2dx. в) Je Xsin3x£&.

cos*

л
г) Решить уравнение: | dx

ш .

п
•2 б”:х-х

Отв.:а)9тг; б) 4я; в) ^■(2е?г/3+ з); г) 1.

3. a) D  - фигура, ограниченная кривыми: j> = cosx, у  = х + 1, у  = С

б) х = /2, ^ = | (3-^2) (фигура ограничена петлей указавн:

линии);
в)* х2 - 6х + у 1 = 0, х2 + у2 = 10х, у = х, у  = 4Ъх.

п  (  71 +  З л Я  6
Отв.: а) 1,5 ; б) В-ч/3 / 5 ; в)

X4. а) у  = <ясй— (от Xj = 0 до х2 = й); 
а

б) x = 8cos3- ,  7 = 8sin3—, 0 <t<^~;
4 4 2

в) p  = 6en<pls, -п12<<р<п!2.
бяг/5 __ ^ - 6 я / 5Отв.: a) ash—) б) 12; в) 6,5(< 

а 
x = 3cos t, 0<f<2?r.

5.  ̂у = 3cost,
z = 3t.

6. а) Вокруг оси X :  xy — 4, x = 1, x = 2, >> = 0;
б) Вокруг оси Y  : у  = x3, x = 2, у  = 0;
в) Вокруг полярного луча p - а 2 cos .
г) Вокруг оси X : х = 2cos?, 3/ = 3 sin ?.

Отв.: 6ллр2-
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Отв.: а) 8; б)64лг/5; в )- я г ; г) 24л.
6

7. а) Вокруг оси X : у  = 4 х - х 2 + arcsin V2 + 2.
б) Вокруг оси Y : х = 3 + с/гу, 0 < < 1.

в) Вокруг оси X :  x = t2, y  = - (t2 - з ),  -л[б<1< 4б.

Отв.: а )2  + */6  + л/3+ — ; б) ягГз(е- е-1)+ + 1
'  '  л Л32- ' ^  ' 4е у

8. Найти центр тяжести правой полуокружности х2 + у 2 = 16.

; в) 12ж.

л
9. Найти статические моменты М х и М у кривой относительно осей X  и 

го.
■3, и;

1

соответственно.
а) у  = 4х3, 0 < х < 1

Отв.: М х = - L (l4 5 V l4 5 - l), М

б) х = 5 cos31, у  = 5sin3 i,  0<t < л /2.

в) р  = лр2sin<р, 0 <^<яг/4 .

Vl45 1 ,------- ь— In
7 4 48 V 12

Отв.: М  = M V = 15.Л У

Отв.: М х = — - — , M v = 1.
* 4 2 ’ у 2

10. а) Найти работу, которую нужно затратить, чтобы выкачать жид- 
гость плотностью р  = 900кг! м ъ из цистерны высотой 1,5 м, боковая поверх­
ность которой имеет форму параболического цилиндра, длина цистерны 3 м, 
ширина 2 м.

б) Пластинка в форме прямоугольного треугольника с катетами 6 м и 4 м 
«нущена вертикально в жидкость плотностью 900 кг / м 3 так, что катет 6 м на- 

дится на поверхности жидкости. Найти силу давления на пластинку.
Отв.: а) «31,75Д ж ;  6) 14400g#.

11. a) J -dx; б) J-
_,х2+ 2х + 2 {xVlnx

12. a) +f  ̂ ^ - d x ; б)
2 х Inx 0 е - - i
5 Л- +® .

13. a) J---- — ; б) |xsin(x2 + б)к/х.

-<ix.

Отв.: а) расх.; б) 2. 

Отв.: а) расх.; б) сх. абс. 

Отв.: а) -3/8; б) 0.
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1. а) Г 1 + x2- -̂ dx] б) J(2*-3)cos3jafc;
(4 + Зх + х3 j

Вариант 13

ч Лпх - 3 , , [ А  . г 1 3^
*’ f W E T  ; г) '(* »  + <))=' V t f U + i J

е)« p l i c a e ,  ж) f-j2x2 +3x + ldx; з) J jJ 5 + 4sinx
1 2 

Отв.: а) — 1/з(4 + Зх + х3)+ С ; б) — (2х — 3)sin3x + —cos3x + C ,

„ I J f f W - s J E H  + С ; + +

г—  . ч \

Ж) i f (4х+3Я 2?  + Зх + 1 - — In k *  + 3 + 2V 2V 2X2 + Зх +Т)
4 v

е) 6^1 + Vx +21aĵ /l + х - ij -~lnf^/(l+  Vx)2 - :V 1 "  +1j  -

7 2 ^ l W J  + l  „  , 2  , 5« f  + 4 , r
" 3 ^ — v r ~ + C ; T " + c -

+ C ;

_̂g 2 _____  s
2 .a) J 4%~~x2dx; 6) jx24 4 ~ x 2dx; в) j(l + Inx )2dx.

0 1

г)* Решить уравнение jxex dx — —{e — l).
о ^

Отв.: а) 2л; б)  л ;  в) 2e- l; г) 1.
3. a) D  - фигура, ограниченная кривыми >> =  (х -2 ) ,х  = 3 ,х  = 0,
б) х = л/2(? — sin/), y  = V 2 (l-cos?), j/ = V 2 ;

в)* х2 -4>> + >’2 = 0, х2 -% у + у 2 =0, у = ~ ^ , у  = 0.

Отв.: а) 3; б) я-+ 8; ъ )2 л ~ з 4 з .
4. а) у  = 1-ех, между точками 0(0,0) и #(2 Д -  е2 );

б) x = 5(?~sin?), у  = 5(1 - cos?), 0 < (< л;
в) /7 =  2(1 — cos <р) (длину всей кардиоиды).

Отв.: а) «6,789; б)10л/2; в) 16.
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x = 4(l + cos/), y  = 4(/-sin/), z = 16sin(//2), 0 </<я76. Отв.:

а) вокруг оси X : у  = 4x — x2, у  — x;
б) вокруг оси Y : у  = 4х , х = 1;

пв) вокруг полярного луча: р  = 2л/3 sin|^ + ^

г) вокруг оси X : х = 2cos3/, у  = 2sin3/.

.: а) 21,6яг; б)16яг/5; в) 4л/3п ; г) ^^-тг.
105

7. а) Вокруг оси X : у = 1 + arcsinVx + Vx -  х2 . 
в  Вокруг оси Y : х = 1 + chy , 0< ^^1.
*)Вокругоси X :  x = /-sinf, y  = l-cos/.

а ) H + l + f ) ; б) ^ ( е - е"1)+ £ ^ г +1] ;

1, Найти центр тяжести однородной арки циклоиды х = 9(V - sin/),
-cos/). Отв.: хс =9тг, у с = 12.

».а)10х = / ,  0<х<10. Отв.: М я =0, М у = 255^5 - y ln ( l0  + 5->/5).

-v = 5cos /, у  = 3sin/, 0 < / <

Отв.: М  — — + — arcsin—, Му = 50 + —  In6.
2 8 5 8

9
ml f> = 6smq>, §<(p < n /4 . Отв. M x = —?r-9 , M  =9.

Ш, а) Вычислить работу, которую необходимо затратить, чтобы под-
> шкгериальную точку массой 50 кг с поверхности земли на высоту 8 м. Ра- 
т ш т  R »  6400 к м .

б) Найти силу давления воды на вертикальный шлюз, сечение кото-
1 имеет форму полукруга с диаметром 6 м, совпадающим с поверхностью

Отв.: а) и 400g Дж ;  б) « 174,4 к Н .
-f-2C Т 3 J

11- a) f — --- ----; б) [у—— г— т-----г . Отв.: а) л  12 ; б) расх.
i x 2+6x + 13 2J (x - l) ln (x - l)

12. а) | ---- ; б) f cusУ  dx' Отв.: а) расх.; б) сх. абс.
1 x + sin ттх 4 6Ш б - х
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. 3r dx „  +(? 2 xdx _ . . _ .13. а) Г-; б) Г — --- . Отв.: a) In 2; б) I
I x - l  1 x 2 +4

Вариант 14

1. a) 6) fxsin2xdx; в) jex4k - mexdx; r) J
(x3 -  4 f  (x2 - 4x + 5

Д) 4~ ; e) f- f X ; ж) jV2 + x - x 2<ix; з) J  **
J  X  л/х — 1 3cosx-4sinj

;os2x + Is in 2 x :
2

Отв.: a )- l (x 3- 4 )2+ C; 6) C--^cos2x + js in 2 x ;

в) С — к — me*dx-,
3 m

r) 2 ( j l  4 *  + 5 ) 4 4 ^ ,  +  5 ) + f - « ( *  -  2 )+  С ;

д) -C O S  
6

'  . л/Г) J x z - l  narcsm--- + C; e )-- ---- t-C;
7 I x

ж) — f 2(2x -  l)V 2  + x -  x2 + 9 arcsin 2x—  j + С ; з) —In
3tg— + 9 

s 2

I   1 ----- a
a) j-y2 — x2dx; 6) Jx 2 -л/ l- x 2dx; в) jcosaxdx; 

0 0  0
,4. Xf dx 7Гг)* решить уравнение: J-

л/х — 1 6
„   ̂ л  ^  я  AnОтв.: a) — ; 6) — ; в ) ---г ; r) 4.

2 16 a J
3. a) D- фигура, ограниченная кривыми: у  -  х2 + 6х +10, у  = -х; 

у  = 5;
б) x = 4cosZ\ j  =  8sin/;_y =  0, х =  0 (х >0 ,  у  > 0);

в) х  + у  = у  ; х2 —2у + у 2 = 0; у  = —==; у  = х .
л/3

Отв.: а) 21—; б )8тг; в ) —  - IZ jt / L ,
3 12 2

4- а) у  = л/х-х -arccosV^x, 0 < х  < —;
4
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I

б) x = e* cost, х = е* sin t, 0</<ln4;
в) 8 = (р (длину дуги первого витка архимедовой спирали).

®тв. а) 1; б) Зл/2; в) W l  +4тг2 -b- l̂n^Tr W l  + 4?z-2 ).

(x = cost, 0<t<7t!2.
5 .\ y  = smt, Отв. 2,542л.

[z = 7f,
6. а) Вокруг оси X  \xy = 4, 2x + у  — 6 = 0.

б) Вокруг оси Y : у 2 = 12x, x = 3.
в) Вокруг полярного луча 8 = acos<p.
г) Вокруг оси X : х = 2(t - s'mt), у  = 2(1 — cos t), (одну арку), у  = 0,

Отв.: а) 4л/3 б) -— — в) г) 40л 2.
5 24

7. а) Вокруг оси X :  у  = 1-ех, 0<х<2.
б) Вокруг оси Y : х2 = 12у, у  — 9.
в) Вокруг оси X :  х = V3(3cos t -  cos31), у  = -J3(3sint-sin3t),

л<
2

Отв.: a) l ( e 2V e iT l  + ln(e2 + л/<24 +1) - (V2 + ln (I + V 2 )); 6)1 168тг;

54ж2.
8. Найти центр тяжести дуги астроиды, расположенной в первой четвер-

"ЯГ x = 4cos3*\ у  = 4sin3 /. Отв.: хе = уе = 8/5.
9. а) р  = 8sin^, 0<<?<тг/4 Отв.: М х = Ы - \ 6 , М у =16;
б) х = л/з (t — sin t) , — ->/3 (1 - cos t) (первой арки).
Отв.: М х =32, М у =24л.

в) х2 =10у, 0 < <10. Отв.: M x = 2 2 5 S - ~ \ n ( lO - 5 S ) ,  М у =0.

10. а) Вычислить работу, которую нужно затратить на выкачивание во­
ды из полушара радиусом 2 м.

б) Сечение вертикальной плотины имеет форму равнобокой трапе­
ции, верхнее основание равно 46 м, нижнее - 34 м, высота — 8 м. Найти силу 
давления воды на плотину при условии, что верхнее основание трапеции сов­
ладает с поверхностью воды (р  = 1000кг/ж3).

Отв. a) 40007rg Д ж ; б) 11916,8 кг .
+ео 0 xdx11. a) fxsin 2xdx; б) f .. ....... Отв.: а) расх.; б) - 4 l  /3,
о —з/4 43 + 4х
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2 Иг +°°
13. a) J — —  ;6 ) fshxdx. Отв.: a) 0; 6

i/2 xlnx

Вариант 15
s f -4 -3 x2 , „  fxcosx , . f tdt f 3x + 5

fV ? ^ 7 : (*2 +2x + 2)2~

д) f----~—}---- - -i f i i r *  dx: * ) |VxJ -2:e + 2c&;3) J— ---- ■
( 1 - х 2 )л /1  +  х 2 • «  ( s m x  +  c<

1 1 JC 1Отв.: a) - (4x+ x3) + C ; б) С — (— %— + ctgx); в) -arcsin---
2 2 sin x 2 a

2x 1 - + arc?g(x+ l) + C ; д) 4= In
л/2 sin(arc?gx) -1
V2sin(arctfg) + 1

+ C :

= ) - 4 V F W + f V M f i 7 + c ;

ж) (x — ly jx 2 — 2л+ И — Im'.r — l + *Jx2 — 2x + 2} + С ; з) — ------ tC.
2 1 + tgx

M  ------- 4б .-------  пП
2. а) \ 4 l0 - x 2dx. б) Jx2V 6 -x 2Jx . в) Jsin xdx;

0 0 j

Х' dx 71
г)* Решить уравнение: ------- т= = —  ■

1/4(4х  + 1)л/х 12
_ .571 9тг 2 3
Отв.: 6>-J-; в ) з ; г ) 4 ’

2 3 23. а) D  - фигура, ограниченная кривыми: х = у » х = — >> +1;

б) x = 2cosf, у  = 3sin/, у  — 0, (>>>0);
в) х2 -  у  + у 2 =0, х2 - 6 у  + у 2 =0, у - 4 Зх, Y  ~ X .

Отв.: а) 8/3; 6)3я ;  в) ^  > 35А2 ~ ^ .
48 8

4. а) у  -  In х (между точками д(л/3 ,0,51пЗ) и 2?(л/8 Д,51п2);
б) х = (t2 - 2) sin / + 2t cost; у = (2-t2)cost + 2tsint; 0 < t < n ;
в) p  = 3ev ; 0<<р<ж.
Отв.: а) 1 + 0,5In 1,5; б) тг3/3;в) з Л (е я - l ) .



I» Найти длину первого витка винтовой линии 
|x=2cos (р, §<ср<2ж.
I f = 2simp, Отв. 2x45.
! ’ =<р-
S. а) Вокруг оси X : у 2 = х3: х - 1, у  = 0.

б) Вокруг оси Y : у  = х2: у 1 = 8х.
в) Вокруг полярного луча: р - 4 3 cos< .̂
г) Вокруг оси X : х = 2/2, y = 2 (t- t3/з) (фигура ограничена петлей), 

.«тв.: а)я/4 б) 24ж/5 в) г)

а) Вокруг оси X  ■. у 2 = 8х; 0 < х < 6.
б) Вокруг оси Y : х  = c/zy; In2 < >> < 1пЗ.

2t
в) Вокруг оси X : х = 2(/2 +1); у  = ~  (З- /2) (петля). 

О т в . : а ) ^ р ;  б) w(l85 + 144Inl,5)/144; в) 12® .

8. Найти координаты центра тяжести дуги кривой

JH = 2ch—; ~ 2 < х < 2 0 тв . х 0; Л
2 е 2е(е -1)

9. а) у  = 2х3; 0 < х < 1

.: М =  — (7 4 V3 7 --1V М  = — +— fln (l + 
* 216 ; 7 4 24^

7t
б) х = 6 cos t; >> = 2sin f ; 0 <t< — .

л/зГ

Отв.: M x =2 + -T=arcsin-^-; M v = 12-42 + ■ In7.
42 3 y 2

в) p  = 46s'mq> 0 < ® < ж/4. Отв.: M  = — — —: M =  —.
х 4  2  2

10. а) Какую работу нужно затратить, чтобы выкачать воду из полушара 
щиусом 3 м?

б) Вычислить силу давления на плотину, имеющую форму равнобокой 
Швеции, верхнее основание которой 6,4 м, нижнее — 4,2 м, а высота -  3 м,
лютость воды /7 = 1000 кг /  м 3.

Отв.: а) 20250ng Д ж ;  б) 22200g H .
+0° г3//г 1 А-

11. a) J —  ---- ; б) Г—=====-------------------------- . Отв. а) расх.; б) ж I4 3  .
- ю З х  + 4  ~i4l —  x  ( 2 - х )
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Отв. а) сх. условно; б) сх. 

Отв. а)-1пЗ; б) ж2 /4.
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