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Введение 
 
Данное учебное пособие, представляющее собой 10-ю, заключительную, 

часть «Сборника задач по высшей математике», посвящено функциям ком-
плексной переменной и операционному исчислению, которые изучаются в об-
щем курсе высшей математики во втузах. 

Как и в предыдущих частях, в издании приводятся теоретические сведе-
ния (определения, теоремы, формулы и т.д.), используемые при решении соот-
ветствующих задач. В качестве образцов приведены задачи для аудиторных и 
домашних самостоятельных занятий и решения наиболее характерных из них. 
Все задачи снабжены ответами. Наиболее трудные задачи отмечены знаком *. 
Начало решения задачи отмечено знаком , конец – знаком ▲, указание к ре-
шению – знаком ●. 

Пособие полностью соответствует программе курса высшей математики 
по теории функций комплексной переменной и операционному исчислению и 
будет полезным не только для студентов, но и для преподавателей, ведущих 
практические занятия по этим разделам в студенческих группах. 

Авторы выражают сердечную благодарность доктору физико-
математических наук, профессору Л. А. Черкасу, а также рецензентам – докто-
ру физико-математических наук, профессору А. П. Рябушко и кандидату физи-
ко-математических наук, профессору Н. Т. Стельмашуку за внимательное про-
чтение рукописи и сделанные конструктивные замечания, способствовавшие 
улучшению содержания 10-й части сборника. 
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1. Функции комплексной переменной 
   

1.1. Комплексные числа 
 
Определение комплексного числа (к. ч.). Алгебраическая форма к. ч. 

Равенство к. ч. Действия над к. ч. в алгебраической форме. Геометриче-
ская интерпретация к. ч. Модуль и аргумент к. ч. Тригонометрическая 
форма к. ч. Формула Муавра. Формулы Эйлера. Показательная форма  
к. ч. Действия над к. ч. в показательной форме. Некоторые свойства ком-
плексно-сопряженных выражений. Извлечение корня из к. ч. 

 
Комплексным числом (к. ч.) z  называется выражение вида  
 ,iyxz   (1.1) 

где yx,  – действительные числа, i  – мнимая единица, удовлетворяющая усло-
вию  1i .  

Числа x  и y  называются соответственно действительной и мнимой час-
тями к. ч. z  и обозначаются zyzx Im,Re  . Запись (1.1) называется алгеб-
раической формой к. ч. z . 

К. ч. iyxz   называется сопряженным  к. ч. .iyxz   
К. ч. 111 iyxz   и 222 iyxz   называются равными, если ,21 xx   

,21 yy   т.е. ).,()( 212121 yyxxzz   
Суммой к. ч. 111 iyxz    и  222 iyxz   называется к. ч. вида 

).()( 212121 yyixxzz   
Произведением этих к. ч. называется к. ч. 

 ).()( 1221212121 yxyxiyyxxzz   (1.2) 
Заметим, что произведение (1.2) 

к. ч. 111 iyxz    и 222 iyxz   по-
лучается, если эти числа перемножить 
обычным способом как двучлены с 
учетом   .12 i   

Отметим также, что применяется 
и второе обозначение произведения 
двух комплексных чисел 1z  и 2z : 

21zz . 
Действительное число x  есть 

частный случай к. ч. iyxz   при  
.0y  
К. ч. 0z , если одновременно .0 yx  Числа вида bibi 0  называ-

ются чисто мнимыми к. ч. 
К. ч. iyxz   изображается на плоскости  XY точкой ),( yxM   либо 

вектором с началом в точке 0, а концом – в точке  М (рис. 1.1). 

Рис. 1.1 

M 
iyxz 



Y 

X 0 x  

y  
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Длина || OMr   называется модулем к. ч. z  и обозначается z , т. е. 
22|| yxzr  . Заметим, что согласно (1.2),  

 222 ||))(( zyxiyxiyxzz  . (1.3) 

Угол   ),( OMX  называется аргументом к. ч. z  и обозначается 
zArg . Так как каждой точке плоскости соответствует бесконечное множе-

ство значений полярного угла, отличающихся друг от друга на k2 , Zk , то  
zArg  – бесконечнозначная функция z . То из значений полярного угла  , ко-

торое удовлетворяет неравенству    или  20  , называют глав-
ным значением аргумента и обозначают zarg . Далее обозначение   сохраним 
только для главного значения аргумента z , т.е. положим zarg , а тогда для 
остальных значений аргумента z  получим равенство   

Z kkkzz ,22argArg  . 
Заметим, что для определения zarg , согласно рис. 1.1, справедливы ра-

венства  

 .sin,cos
2222 yx

y
r
y

yx
x

r
x





   (1.4) 

 
При этом имеют место формулы: 1) 0),/(arctgarg  xxyz ;   

2) 0,0),/(arctgarg  yxxyz  ; 3) 0,0),/(arctgarg  yxxyz  . 
Для числа 0z  аргумент 0arg  не определен. Нужно отметить, что 

0,arg zz , определен однозначно. 
Частным 21 / zz  от деления к. ч. 1z  на к. ч. 2z ,  02 z , называется к. ч. 

z , удовлетворяющее условию 12 zzz  . Частное 21 / zz  определяется равенством 

 .))((
2
2

2
2

2211

22

21

2

1

yx
iyxiyx

zz
zz

z
z








  (1.5) 

 
1.1. Выполнить действия  12 zz   и  21 / zz , где  .25,10 21 iziz   
  ;315)12()105()10()25(12 iiiizz    






i

i
z
z

25
10

2

1 .
29
15

29
52

29
1552

2)5(
1552

)25)(25(
)25)(10(

22 iii
ii

ii












 ▲ 

1.2. Доказать тождество .0)(Im)(Im)(Im 213312321  zzzzzzzzz   
  Пусть .,, 333222111 iyxziyxziyxz   Тогда    

.)]()Im[()Im( 23322332323232 yxyxyxyxiyyxxzz   
Аналогично находим .)Im(,)Im( 122121311331 yxyxzzyxyxzz     

 Тогда  
)(Im 321 zzz ).()())(( 213312231321233211 yyxyyxiyxxyxxyxyxiyx   

Точно так же получим   
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),()()(Im 321213321132312 yyxyyxiyxxyxxzzz    
).()()(Im 312321132231213 yyxyyxiyxxyxxzzz   

 Отсюда уже легко получается доказываемое тождество. ▲ 
1.3. Решить уравнение  .0||2  zz   

 Пусть .iyxz   Тогда  2222 )( yxiyxzz   и, значит, 

 0)( 222 yxiyx  022222 xyiyxyx  

 









.0

,02222

xy
yxyx   (1.6) 

Отсюда или 0x , или .0y  При 0x  из (1.6) имеем  0||2 yy  

00||2  yyy  или .1|| y  При 0y  из (1.6) получаем 

000 22  xxxxx . Следовательно, числа izz  3,21 ,0  – 
решения данного уравнения.  ▲ 

1.4. Решить систему уравнений 
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 (1.7) 

  Пусть .iyxz   Тогда  
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После преобразований данная система принимает вид  























.8
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,17
,6

.6
,038502722 22

y
x

y
x

x
yxyx   

Итак, решением исходной системы (1.7) являются к. ч. iz 1761   и 
.862 iz   ▲ 

1.5. Выполнить действия: 

а) 
i
i

i
i








1
1

1
1

; б) 
i

ii
i

ii








2
)2)(1(

2
)2)(1(

; в) 
3

1
1











i
i

;  

г) 
2

19

5

1
2











i
i

; д) .
)1(
)1(

3

5

i
i




 

Отв.:  а) 0 ;   б) 5/14i ;  в) i ;  г) 2/32 i ;   д) .2  
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1.6. Представить к. ч. в алгебраической форме: 

а) ;
71
16

50
6341

i
ii






 б) ;
2

31
2








 
i
i

  в) ;
2
)12(

86
1213 2








i
i

i
i

 г) .)2( 6i  

Отв.:  а) i ;  б) i
2
3

2
1
 ;   в) i

50
23

25
18

 ;  г) .44117 i    

1.7.  Найти модуль к. ч.  .
2

2
44

22

yxixy
xyiyxz



     Отв.:  .1   

1.8. Решить уравнения: 
а) izz 21||  ;  б) 0|1|  izz ;  

в) iiizizi 71)43)(1()21)((  ; г) .0177)23(2  iziz   
Отв.:  а) i22/3  ;      б) i1 ;  в) i1 ;  г) .5;32 ii   
1.9*. Для каждого Ra  найти все к. ч. ,z  удовлетворяющие равенству: 
а) 0)1(22|| 2  iaizz ;  б) .0||  iazzz   
Отв.: а) при 2121  a  имеются  два  корня 

),211( 2
1 aaiaz   )211( 2

2 aaiaz  , при 2|1| a   реше-

ний нет; б) при 2a  корень iaaz
2

42

1


 , при 2a  корни 

,
2

42

1 iaaz 
  ,

2
42

2 iaaz 
  .

2
42

3 iaaz 
   

 
1.10. Решить системы уравнений: 

а) 







;|1|||
|,||2|

ziz
ziz

 б) 












;1
1
1

,4|2| 2

iz
iz
iz

   в) 







;323
,12

21

21

iizz
izz

  

г) 







.3||
,2|1|

z
iz

 

Отв.:   а) i1 ;   б) )1( i ;   в) iziz  21 ;1 ;   г) нет решений. 

1.11. При каких действительных значениях x  и y  к. ч. 52
1 1049 xiyz   

и 112
2 208 iyz   являются сопряженными?     Отв.:  ).2;2();2,2(     

1.12*. Доказать равносильность неравенств 1
4|1|
2|1|3log2 




z
z

 и 

.10|1| z   

1.13. Доказать, что если 1|| z , то  .1
2
2




iz
iz
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1.14. Решить уравнение ,
7
12

2













z
zz  если известно, что число i43   

является его корнем.  
Отв.:  izizz 43,43,9 321  . 
1.15. Найти множество точек комплексной плоскости, удовлетворяющих 

условию: 
а)  |1||1| iziz  ; б) .5|2||2|  zz  
 а) так как  ,iyxz   то  

 |)1(1||1||1| yixiiyxiz ;)1()1( 22  yx  

 |)1(1||1||1| yixiiyxiz .)1()1( 22  yx  
Следовательно, данное равенство равносильно уравнению 

 2222222 )1()1()1()1()1()1()1( xyxyxyx  
2)1(  y xy   – биссектриса 1-го и 3-го квадрантов.  

● Геометрически || 0zz   равен расстоянию от точки  z  до точки 0z ;  
б) данное равенство выражает тот факт, что сумма расстояний от точки z  

до двух данных точек 21 z  и 22 z  есть величина постоянная, равная 5. По 
определению это эллипс с фокусами в  точках 21 z  и 22 z  и большой 
осью .52 a  ▲ 

1.16. Найти множество точек комплексной плоскости, удовлетворяющих 
условию: 

а) 3|2||2|  zz ;   б) 1Re||  zz ;    в) 1ImRe  zz ;  

г)  ,0Im
2

1 



zz
zz

  0Re
2

1 



zz
zz

;     д) |1||2| 2zz  ;    е)  ||,)/1(Re ccz ; 

ж)   ||0,)(Im 2 ccz ;    з) 6Im3||  zz ;   и) |21||2| zz  ;  
к) .||)1(Re zz   

Отв.: а) внутренность левой ветви гиперболы с фокусами в точках 2z  
и действительной полуосью 2/3 ; б) парабола 122  xy ; в) полуплоскость, 
ограниченная прямой 1 yx  и содержащая начало координат;  
г) прямая, проходящая через точки 1z  и ;, 22 zzz   окружность, диаметром 
которой служит  отрезок, соединяющий точки 1z  и 22 , zzz  ; д) внутрен-
ность окружностей 2||  iz  и ,2||  iz  не включая границу, за исклю-

чением их общей части;  е) семейство окружностей ,)( 22 xyxc    касающих-
ся в начале координат мнимой оси, и сама мнимая ось;  ж) гиперболы  

2/cxy  ; з) гипербола 1
)2/23()4/3(

)4/9(
2

2

2

2


 xy
; и) окружность 122  yx ;  

к) парабола .122  xy  
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В дальнейшем, если не оговорено особо, под аргументом к. ч. z  будем 
понимать его главное значение. 

1.17. Найти аргумент к. ч.:  
а)  i5 ;   б) i1 ;    в) .52 i  

 а) По определению аргумента   к. ч. имеем  ,0
5
0

|5|
0cos 
i

    

sin  2/1
|5|

5  
i

  (рис. 1.2). 

б) Здесь ,2|1|,1,1  iyx   2/1sin,2/1cos   
 4/3   (рис. 1.3). В качестве   можно взять и угол .4/5  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

в) ).2/5(arctg
29
5sin,

29
2cos 





   ▲ 

1.18. Найти аргумент к. ч.:  
а)  3 ;  б) i1 ;  в) i52  ;  г) .,0, R bbbi  
Отв.: а)  ;  б) 4/ ; в) )2/5(arctg ; г) ,2/  если 0b , ,2/  если 

.0b  
1.19. Изобразить на комплексной плоскости множества точек, удовлетво-

ряющих условиям: 
а) 6/arg4/,3||2   ziz ; б)  .2/)1(arg4/   iz  
 а) на комплексной плоскости неравенству  3||2  iz  удовлетворяют 

точки, лежащие внутри кольца с центром в точке i  с внутренним радиусом 2 и 
внешним радиусом 3. При этом точки внутренней окружности 2||  iz  в ис-
комую область D не входят, а точки внешней окружности 3||  iz  в искомую 
область D  включаются.  

Неравенству 6/arg4/   z   удовлетворяют точки, лежащие в угле 
,6/4/     причем точки луча 4/   в область D входят, а луча 

6/   – не входят.  
С учетом вышеизложенного искомая область D  имеет вид, изображен-

ный на рис. 1.4 (точки  A, B, C  из области  D  исключаются).  

Y 

X 

2/  
i5  

0 

Рис. 1.2 

z Y 

0 X 
–1 

i  

4/3  

Рис. 1.3 

z 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 10

б) к. ч. )1(1 iziz   изображается вектором с началом в точке 
)1( i , а концом – в точке .z   Угол между этим вектором   и осью X есть 

),1(arg iz   и он изменяется в пределах от 4/  до .2/  Значит, данное 
неравенство определяет угол между лучами, выходящими из точки ,1 i  об-
разующими с осью X  углы 4/   и  2/    (точки луча 4/   в об-
ласть D входят, а луча 2/   – не входят, точка )1( i  исключается 
(рис. 1.5)). ▲ 

 

 
1.20. Где расположены точки  ,z  для которых выполняются соотношения: 

  а) 6/)2(arg  iz ; б) 2/)2(arg6/   iz ;  

  в) 
 zz Re0,

2
arg

2
; г*) 

4
arg0 






iz
iz

;    

  д) 4/
1
1arg 




z
z

; е) 4/3arg8/,3Im1   zz ? 

Отв.: а) на луче, исходящем из точки iz 2   под углом 6/  к оси X 
(точка iz 2  исключается);  б)  внутри угла между лучами, выходящими из 
точки ( i2 ) и образующими с положительным направлением оси  X  углы 6/  
и ( 2/ ) соответственно, причем точка )2( i  и точки луча  6/   исключа-

ются; в) на трапеции; г)* 
















;12

,0

,12

,0
2222 xyx

x

xyx

x
  д) 2)1( 22  yx  – 

на окружности; е) на трапеции, ограниченной прямыми 3,1  yy  и лучами 
,8/   4/3  , причем точки прямой 3y  и луча 8/   исклю-

чаются. 
1.21. Среди к. ч. ,z  удовлетворяющих  условию   а) ;1|1|  iz   

б) ,3|5|  iz  найти число, имеющее наименьший положительный аргумент. 
Отв.:  а) ;iz    б) .5/)1612( iz    

z 

0 X 

D 

Y 

-1 

Рис. 1.5 

4/ 

2/  

i 

z 
Y 

X 0 

A 
B 

C 

6/   i 

i3  

i4  

i  

i2  

4/   

Рис. 1.4 

D 
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Любое к. ч. ,0,  ziyxz  можно представить в тригонометрической 
форме 

 ),sin(cos  irz   (1.8) 
где  .arg|,| zzr    

Если ),sin(cos),sin(cos 22221111  irzirz    то 

 
)).(sin)((cos

)),(sin)((cos

2121
2

1

2

1

21212121









i
r
r

z
z

irrzz
 (1.9) 

Таким образом, модуль произведения двух к. ч. равен произведению моду-
лей, а аргумент – сумме аргументов сомножителей; модуль частного  двух 
к. ч. равен частному модулей делимого и делителя, а аргумент – разности их  
аргументов. 

Если  ),sin(cos  irz   то Zn ,  

 ),sin(cos)]sin(cos[  ninrirz nnn   (1.10) 
т.е. модуль целой степени  к. ч. равен степени модуля с тем же показателем, а 
аргумент – произведению показателя степени на аргумент числа. 

Из соотношения (1.10) при 1r  получаем формулу Муавра 
 .,sincos)sin(cos Z nnini n   (1.11) 
Используя формулу Эйлера 
 ,sincos  ie i   (1.12) 

комплексное число (1.8) можно записать в показательной (экспоненциальной) 
форме irez  . 

Если ,, 21
2211

 ii erzerz    то  

 .,, )(

2

1

2

1)(
2121

2121  innnii erze
r
r

z
zerrzz    (1.13) 

Соотношения (1.13) определяют операции над к. ч., записанными в пока-
зательной форме. 

1.22. Представить в тригонометрической и показательной формах к. ч.: 
а)  z = 31 i ;   б) ))5/6cos(1()5/6sin(   iz ;  

в)  100)3( iz  ; г) .
)1(
)1(

7

13

i
iz




  

 а) имеем .3/22/3sin,2/1cos;2|31|   i  

Следовательно, i(2 / 3)2 21 i 3 2(cos isin ) 2e
3 3

 
     ; 

б) проведем следующие преобразования:  

 
5
3cos2

5
3cos

5
3sin2 2iz   
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 ))
25

3sin()
25

3(cos(
5
3cos2)

5
3cos

5
3(sin

5
3cos2  ii  

))
10

sin()
10

(cos(
5
3cos2   i .   

 Это искомая тригонометрическая форма. Из нее следует, что 

,0
5
3cos2||  z  

10
arg z 10/

5
3cos2  iez   –  показательная форма 

к. ч  z .   

в) 
62

1sin,
2
3cos;2|3| 

i   

 )
6

(cos(23 i .2))
6

sin( 6/ iei     

По формуле (1.11) получаем   

 100)3( i  ))
6

100sin()
6

100(cos(2100  i  

=  ))
3
2sin()

3
2(cos(2100  i .2 3/2100 ie  

Так как   

,
2
3)

3
2sin(,

2
1)

3
2cos(    

то )31(2)
2
3

2
1(2 99100 iiz   – алгебраическая форма к. ч. z . 

г) Так как ))
4

sin()
4

(cos(21),
4

sin
4

(cos21 
 iiii  

и   

)),
4

7sin()
4

7(cos()2()1(),
4

13sin
4

13(cos)2()1( 771313 
 iiii

 то, согласно (1.10), получим   

.8)sin(cos8)5sin5(cos8))
4
7

4
13sin(

)
4
7

4
13(cos(8

)
4

7sin()
4

7cos(

4
13sin

4
13cos

)2(
)2(

7

13








ieiii

i

i
z









 

Это искомая тригонометрическая и показательная формы к. ч. z . Заметим, что 
.8z   ▲ 

1.23. Что произойдет с вектором, изображающим к. ч. ,z  если: а) умно-
жить z  на к. ч. ;31 i   б) разделить z  на к. ч. 2/)1( i ? 

Отв.:  а)  повернется против часовой стрелки на угол 60° и увеличится по 
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длине в 2 раза; б) повернется на угол 45° по часовой стрелке, при этом длина 
вектора не изменится.  

1.24*. Доказать, что если точки 321 ,, zzz  лежат на одной прямой, то чис-

ло  
31

21

zz
zz




 является действительным.  

1.25*. Доказать, что если точки 4321 ,,, zzzz  лежат на одной окружности, 

то число 
42

32

41

31 :
zz
zz

zz
zz







  является действительным.  

1.26. Представить в тригонометрической форме к. ч.: 

а) ;5,2,3,
2
1, ii   б) ;

3
1

3
1,44 ii   в) );1)(21( ii   г) ;

3
1,

1
1

i
i

i 



  

д) ;
10

sin
10

cos  i  е) ;
3

sin
3

cos  i  ж) ;
4

sin
4

cos1  i  з) .
6

sin2 i  

Отв.:   

а) ),sin(cos2),0sin0(cos3),0sin0(cos
2
1,

2
sin

2
cos  iiii   

);
2

3sin
2

3(cos5  i        б) );
4

7sin
4

7(cos
3
2),

4
3sin

4
3(cos24  ii    

в) ;
10
1arcsinsin

10
1arcsincos10 


















 i    г) ),

4
5sin

4
5(cos

2
1  i    

;
5

1arcsin
2

3sin
5

1arcsin
2

3cos
5

1


















  i    д) ;

10
sin

10
cos  i   

е) ;
3

5sin
3

5cos  i  ж) ;
222

2arcsinsin
222

2arcsincos22 




























 i   

з) 



















17
1arcsinsin

17
1arcsincos

2
17 i . 

1.27. Представить к. ч. в алгебраической форме: 

а)  ;)31(,
4

3sin
4

3cos
2

1,)2( 606 iii 





 


  

б)  ,
4

sin
4

cos
)1(
)1(
100

100







 


  i

i
i

 .
1

31,)22(
40

7













i
ii  

Отв.: а) ;2,
2
1

2
1,44117 60ii    б) ).31(2),1(2),1(

2
2 1910 iii    

1.28. Вычислить  ,2
122

152158

z
zz   если .11


z

z    Отв.: –2.  
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1.29. Пользуясь формулой Муавра, вычислить через степени sin  и 
cos  функции 3sin  и 3cos .  
  Выполним очевидные преобразования:   

 3sin3cos)sin(cos 3 ii  , 
или   

,3sin3cossinsincos3sincos3cos 3223  iii    

т.е. .3sin3cos)sinsincos3()sincos3(cos 3223  ii   От-
сюда, согласно равенству комплексных выражений, получаем  

),cos1(cos3cossincos3cos3cos 2323    

 т.е. .cos3cos43cos 3     

 Аналогично    ,sin)sin1(sin3sinsincos33sin 3232    

т.е. .sin4sin33sin 3   ▲ 
1.30. Используя формулу Муавра, доказать, что:  
а)  sincos4sincos84sin 3  ;  
б) 1cos8cos84cos 24   ; 

в)  5324 sinsincos10cossin55sin  ; 

г)  4235 sincos5sincos10cos5cos  ; 

д) 

2
sin

2
)1(sin

2
sin

sin...2sinsin










nn

n ; 

е) 

2
sin

2
)1(sin

2
cos

cos...2coscos1










nn

n . 

По определению корнем n-й степени из к. ч. z  называется к. ч. w  такое, 
что ., N nzwn  Корень  n-й степени из к. ч. z  имеет  n  различных значе-
ний, которые можно найти по формуле 

 n n
k k

2k 2kw ( z) r (cos isin ), k 0, 1,..., n 1
n n

   
     , (1.14) 

где zzr arg,   . 

В показательной форме эта формула имеет вид nkin
k erw /)2(   , 

.1...,,1,0  nk  
Из (1.14) следует, что ,1,0,||  nkrw n

k  т.е. все  n значений корня 
n z  располагаются на окружности радиусом  n r   с центром в начале коорди-
нат, разделяя эту окружность на n  равных частей, причем ,/arg 0 nw   а ар-
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гументы двух соседних значений  n z  отличаются  один от другого на ./2 n  
Следовательно, все значения n z  располагаются в вершинах правильного  
n-угольника, вписанного в окружность радиусом  n r  с центром в начале коор-
динат (рис. 1.6, где  6n ). 

1.31. Найти все значения .646   
 Так как ),sin(cos6464  i  то, применив формулу (1.14), полу-

чим .5,4,3,2,1,0),
6
2sin

6
2(cos646 





 kkikwk


 

Следовательно, 

,3)
6

sin
6

(cos20 iiw 


  

,2)
2

sin
2

(cos21 iiw 


      

 ,3)
6

5sin
6

5(cos22 iiw 


  

,3)
6

7sin
6

7(cos23 iiw 


   

,2)
2

3sin
2

3(cos24 iiw 


  

.3)
6

11sin
6

11(cos25 iiw 


 ▲ 

1.32. Решить уравнение  .0
1

223 



i

z  

 Из условия следует, что iz 223  . Учитывая, что 
222  i ; 2/2sin,2/2cos   , получим .4/3    Отсюда 

по формуле (1.14) имеем )
3

24/3sin
3

24/3(cos23  kikzk





 , 

2,1,0k , следовательно, )
4

sin
4

(cos23
0

 iz  , )
12

11sin
12

11(cos23
1

 iz  , 

)
12

19sin
12

19(cos23
2

 iz  .  ▲ 

1.33. Найти все значения  ,n z  если:  
а) ;3,1  nz    б) ;4,1  nz    в) .3,484  niz  
Отв.: а) ;2/32/1,2/32/1,1 ii   б) ,2/)1(2,2/)1(2 ii   

;2/)1(2,2/)1(2 ii       в) ),
9

8sin
9

8(cos2),
9

2sin
9

2(cos2  ii    

).
9

14sin
9

14(cos2  i  

X 

Y 

Рис. 1.6 

0 

6/  

3/  

0w  
1w  

2w  

3w  

4w  

5w  
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1.34*. Пусть к.ч. 1210 ...,,,, nAAAA  определяют вершины правильного n-
угольника, вписанного в окружность радиусом  .1R   Найти:   

а)  ;... 2
10

2
20

2
10  nAAAAAA    б) .... 102010  nAAAAAA                   

Отв.:  а) 1 ;   б)    11  n . 
1.35.  Решить уравнения: 
а) 0692202  izz ;    
б) 0315  iz ; 
в) 0121674 234  zzzz ;               
г) .03216842 2345  zzzzz  
Отв.: а) iziz  7,13 21 ;  

б) 4,0),
15

16sin
15

16(cos25 





 kkikzk  ; 

в) izzz 2,3,1 4,321  ;    

г) ,2,31,31 321  ziziz  ,314 iz   315 iz  .  
1.36. Убедиться, что число i1  является корнем уравнения 

024353 234  zzzz ,  и найти остальные корни. 
Отв.: .6/)113(,6/)113(,1 432  zziz   
1.37*. Найти общие корни уравнений 0122 23  zzz  и 

.011001988  zz     Отв.:  .
2
3

2
1

2,1 iz    

1.38*. При делении многочлена )(zPn  на iz   в остатке получается ,i  а 
при делении на  iz    –   .1 i  Найти остаток от деления )(zPn  на .12 z  

Отв.:   .
2
1

2
izi    

 
1.2. Последовательности комплексных чисел. Кривые в комплексной 

плоскости 
 
Определение последовательности к. ч. и ее предела. Свойства преде-

ла. Достаточное условие сходимости последовательности к. ч. Кривые в 
комплексной плоскости. 

Пусть 0  – произвольное поло-
жительное число, а 0z  – произвольное 
к. ч. Множество точек z  комплексной 
плоскости, удовлетворяющих неравенству  
  || 0zz , (1.15) 
является открытым кругом  радиусом   
с центром в точке 0z  (рис. 1.7). 

 

z 

0z

X 

Y 

0 

Рис. 1.7 
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Совокупность точек комплексной плоскости, удовлетворяющих неравен-
ству (1.15), называется  -окрестностью точки 0z  и обозначается ).( 0zU  Ис-
ключив из этой окрестности точку 0z , получим так называемую проколотую 
окрестность )( 0zU

  точки 0z .  
Пусть дана последовательность к. ч. ),()()( nnn yixz   где )(),( nn yx   – 

последовательности действительных чисел. 
Число ibaA   называется пределом последовательности  

,),( nnnn iyxzz   если .||:)(),(,0   AzNnNN n  
Другими словами, число ,lim nn

zA


  если для любого действительного 

числа 0  существует номер )(N  такой, что все члены последовательности 
)( nz  с номерами )(Nn   принадлежат  -окрестности  )(AU  точки .A   

1.39. Доказать, что .1
1

lim 



 n
in

n
 

 Зададимся произвольным 0  и покажем, что существует такой номер 
,N   что ,|1| nz  как только Nn  . Так как   

,
1

2
1

11
1

|1|











nn

i
n

inzn  

то неравенство  |1| nz   будет выполнено, если ,12
1

2


 
 n

n
 т.е. 

в качестве номера N  можно взять .112)( 










NN  Напомним, что 

][x  – целая часть числа .x  ▲ 
1.40. Доказать, что ,lim Aznn




 если  

а) 
2
3,

72
23





 A
in
inzn ;  б) 

3
4,

3
14

2

2





 A
in

inzn ; 

в) 
2
1,

42
21

2

2





 A
ni

inzn ; г) .
3
2,

313
274





 A
ni
nizn  

Последовательность ),( nz  имеющая предел, называется  сходящейся. 
Последовательность )( nz  к. ч. называется сходящейся к бесконечности  

(к бесконечно удаленной точке, обозначаемой z ) и обозначается 



nn

zlim , если 


||lim nn
z . Это означает, что для любого сколь угодно 

большого действительного числа 0R  существует номер N  такой, что 
,||: RzNn n   т. е. все точки nz  с номерами Nn   расположены вне круга 

достаточно большого радиуса R  с центром в точке  0  (рис. 1.8). 
Комплексная плоскость C , дополненная точкой  z , называется рас-

ширенной комплексной плоскостью и обозначается C . Окрестностью точки 
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z  называется множество },|:|{ Rzz   т.е. внешняя часть круга (на рис. 1.8 
эта область заштрихована). 

Выясним геометрический смысл расширенной комплексной плоскости. 
Пусть S  – сфера радиусом 1, касающаяся комплексной плоскости  в точке 

0z  (рис. 1.9), и P – точка сферы диаметрально противоположная точке  0.  
 

 
Каждой точке Cz  взаимно однозначно поставим в соответствие точку 

PMSM  , , являющуюся точкой пересечения сферы S  с отрезком Pz . Ес-
ли ,lim 


nn

z  то ,lim PM nn



 а следовательно, точке z  соответствует 

также одна единственная точка SP . Построенное соответствие называется 
стереографической проекцией, S  – комплексной сферой (или сферой Римана). 

Числовая последовательность )( nz   называется  расходящейся, если она 
не имеет предела или .lim 


nn

z  

Последовательность )( nz  называется ограниченной, если существует по-
ложительное число M  такое, что для всех элементов nz  этой последовательно-
сти выполняется неравенство Mzn  . 

Сходящиеся последовательности  к. ч. обладают следующими свойствами: 
1. Последовательность nnnn iyxzz ),(  сходится к числу ibaA   то-

гда и только тогда, когда .lim,lim byax nnnn



 

2. Всякая сходящаяся последовательность ограничена. 
3. Если Aznn




lim  и ,lim Bnn



   СBA, , то: 

а) BAz nnn



)(lim  ; б) ABz nnn




)(lim  ; 

в) ).,,0;0(lim 00 N


nnnB
B
Az

n
n

n
n




 

4. (Достаточное условие сходимости последовательности к. ч.).  

R 
0 

nz  nz
X 

Y 

nz

Рис. 1.8 Рис. 1.9 

0  

0  

P  

M  
z 

Y  
X  z  
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Пусть ,ni
nn erz    где .arg|,| nnnn zzr    Тогда, если 

,lim,lim 00  


nnnn
rr  то .lim 0

0
i

nn
erz 


 

1.41. Показать, что ,1lim z
n

n
e

n
z







 


 где iyxz  . 

 Обозначим  












 






 






 



2
1lim1lim||lim1

n
x

n
zz

n
zz

n

n

n
n

n

n

n  

.21lim
2/

2

222/

2

2
x

n

n

n

e
n

xnyx
n
y








 








 

Поскольку  

,arctg
/1

/arctg1arg
xn

y
nx

ny
n
z












    

то  
xn

yn
n
zn

n
zz

n

nn 







 






  arctg1arg1argarg , и, значит, 

.arctglimlim y
xn

yn
nnn







  Отсюда в силу достаточного условия 4 сходимо-

сти последовательности к. ч. получим, что 





 



iyx
n

n
ee

n
z1lim  .ziyx ee   ▲ 

1.42. Доказать, что последовательность 2
)1(arg),(

n
zz

n

nn


  расходится. 

 Поскольку 











,нечетноесли,

,четноесли,0)1(arg 2 n
n

n
z

n

n 
  то последователь-

ность )( nz  принимает вид ...,0,,0,  , и, значит, предела не имеет, следова-
тельно, она расходится. ▲ 

1.43. Найти пределы последовательностей: 

а) 

2/
11

nie

n n
z









  ; б) 

n
in

n
nz

n

n
1sin1







 

 ;  

в) n
n iz )51(  ; г) 2

2

n
ez

in

n  ;  

д) 
in
nizn 75

32



 ; е) 






 

 22
1
n

i

n ez


; 

ж) 2
2 sin

n
inzn  ; з) 

2
sin

2
cos  ninnnzn  ; 
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и) 
32

3
3 













n

n in
inz ; к) 

n
inzn

ch
 ;      л)  

73

2

2
2

2
32















n

n in
inz . 

Отв.:  а) 1;   б) ie  ;   в)   ;   г) 0;   д)  
5
3

 ;   е) –1;   ж) i ;   з)  ;  и) 3/4ie ;   

к) 0;   л) .6ie  
Пусть ,),(),( Tttyytxx   – непрерывно дифференцируемые функ-

ции переменной  t , .Rt   Комплекснозначная функция  
 ,0)()(),()()( 22  tytxtiytxtz  Tt , (1.16) 

на плоскости C  определяет некоторую гладкую кривую .l  Уравнение (1.16) 
равносильно тому, что на плоскости  XY   кривая  l  задана параметрическими 
равенствами .),(),( Tttyytxx   

1.44. Известно, что ]2;0[,sin,cos 00  ttRyytRxx , – пара-
метрические  уравнения  окружности с центром в точке  ),( 00 yx  радиусом R . 
Тогда  

,Re)sin(cos)(

)sin()cos()()()(

000

00
itztitRiyx

tRyitRxtiytxtz




 

где  000 iyxz  . И, значит, ]2,0[,Re)( 0  tztz it , – уравнение данной 
окружности в комплексной форме. В частности, если ,00 z  то 

itz Re , ]2,0[ t , – уравнение окружности радиусом R  с центром в начале 
координат. 

1.45. Определить вид кривой:  

а) it
it

e
ez

2
13  ; б) ).44()204( 22  ttittz  

   а)   Имеем     )sin(cos
2
1)sin(cos3

2
13)( tittiteetz itit  

.sin
2
7cos

2
5 tit   Отсюда  tytx sin

2
7,cos

2
5

  – параметрические уравнения 

эллипса 
2 2

2 2
x y 1

(5/ 2) (7 / 2)
  ; 

б) имеем   16)44()(,204)( 22  yxtttyytttxx  –  
прямая линия на плоскости  XY. ▲ 

1.46. Определить вид кривой: 
а) ]2,0[,1  titz ;  б) R tittz ,2 ;  

в) R tittz ,42 ; г) 0,
2

3
2

),sin(cos  attitaz 
;  

д) 0,/  ttitz ; е) 1||,1 2  ttitz ;  
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ж)  01,1 2  ttitz  (берется арифметическое значение корня); 

з)   0,),(   atieitaz it R ;   

и)* .0,0,20,   batibeatiaz ti   

Отв.: а) отрезок прямой 02,1  yx ; б) парабола 2xy  ;    

в) дважды пробегаемая правая половина параболы 2xy  ;   г) левая полуок-
ружность радиусом a  с центром в начале координат; д) ветвь гиперболы  

,/1 xy   лежащая в третьем квадранте; е) верхняя полуокружность радиусом 
1R  с центром в начале координат;  ж) четверть окружности радиусом 1R , 

лежащей в первом квадранте, с центром в начале координат; з) циклоида 
)cos1(),sin( tayttax  ;  и) первая (считая от начала координат) дуга 

удлиненной )( ba  , укороченной )( ba   или обыкновенной )( ba   циклоиды 
.cos,sin tbaytbatx   

 
 

1.3. Функции комплексной переменной: предел,  
непрерывность, дифференцирование 

 
Области в комплексной плоскости. Понятие функции комплексной 

переменной (ФКП). Геометрическая интерпретация ФКП. Предел и непре-
рывность ФКП. Элементарные ФКП. Отображение областей. Производная 
ФКП. Условия Коши – Римана. Аналитичность ФКП. Гармонические 
функции. Условия Коши – Римана в полярных координатах. Геометриче-
ский смысл модуля и аргумента производной ФКП в точке. Понятие кон-
формного отображения. 

 
Точка CDz0  называется внут-

ренней точкой множества D , если суще-
ствует  -окрестность этой точки, целиком 
содержащаяся в D  (рис. 1.10). 

Точка 1z  называется граничной точ-
кой множества D , если в любой ее  
 -окрестности имеются точки как принад-
лежащие, так и не принадлежащие D  
(рис. 1.10). Совокупность граничных точек 
множества D  образует его границу  . 
Множество D  с присоединенной к нему 
границей   называется замкнутым. Множество D  называется открытым, ес-
ли каждая его точка является внутренней точкой этого множества.  Множество  
D  называется  связным, если любые две его точки  A  и  B можно соединить не-
прерывной  кривой  ,l   целиком  лежащей в D .  Связное  открытое   множество  


 0z

1z


D


0  X 

 Y 

 Рис. 1.10 
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CD  называется областью. Если граница области состоит из нескольких не-
пересекающихся (изолированных друг от друга) частей, то она называется  
многосвязной. На рис. 1.11 изображена 4-связная область D , граница которой 
состоит из внешней границы  , внутренних границ  

21,    и выколотой точки .0z   
Если каждой точке Dz  соответствует по тому 

или иному правилу вполне определенное комплекс-
ное число )(zfw  , то говорят, что в области D  оп-
ределена однозначная функция )(zfw   комплекс-
ной переменной z . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Если )(zfw   – однозначная функция, то она осуществляет отображение 

точек  комплексной плоскости z на соответствующие точки комплексной плос-
кости  w  (рис. 1.12). Образ области D  (рис. 1.12, а) при отображении )(zfw   
в плоскости  w  образует некоторое множество )(DfW   (рис. 1.12, б). 

Если ,, ivuwiyxz   то задание ФКП )(zfw   равносильно зада-
нию двух действительных функций ),( yxuu   и ),( yxvv   переменных 

Ryx, : 
).,(),()( yxivyxuzfw   

Функция ),( yxu  называется действительной частью ФКП )(zf  (обо-
значается )(Re zfu  ), а функция ),( yxv  – ее  мнимой частью (обозначается 

)(Im zfv  ). 
Говорят, что в области D  плоскости переменной  z  определена много-

значная функция )(zfw  , если каждой точке Dz  соответствует хотя бы 
одно значение переменной w , а некоторым точкам соответствуют несколько 
(быть может, и бесконечно много) значений функции. Очевидно, что геометри-
чески уже нельзя истолковать многозначные функции )(zfw  , как отображе-
ние одной плоской области на другую плоскую область. При дополнительных 
условиях такие функции можно рассматривать как отображения областей на 
более сложных геометрических образах – римановых поверхностях. 

0 X 0 U 

Y V 

Рис. 1.12 

z w 

D  

W  z  
w  

f  

1
2

0z
D

Рис. 1.11 
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Более простой метод исследования многозначных функций состоит в том, 
что выделяют отдельные ветви таких функций. Например, многозначная функ-
ция zw Arg  определена всюду, кроме точек 0z  и z . Обычно выделя-
ют одну из ветвей – главное значение этой функции zarg  – как значение zArg , 
удовлетворяющее условию   zArg  или 2Arg0  z . Полученная 
таким образом однозначная ветвь zarg  также определена для всех z , кроме 

0z  и z , но отрицательная действительная полуось 0,0  yx , 
является для нее линией разрыва. Выбросив из области определения функции 

zarg  все точки отрицательной действительной полуоси ,0,0  yx  в 
полученной разрезанной плоскости }0Im,0Re{\  zzC  имеем непре-
рывную однозначную функцию zarg  – непрерывную ветвь функции 

zw Arg . 
Другим примером служит двузначная функция zw  , определенная во 

всей расширенной плоскости комплексной переменной z ; 0)0( f , и можно 
принять )(f . Точки 0z  и z  являются для функции zw   точ-
ками ветвления. В этих точках 00   и   единственны, а во всех ос-
тальных точках z  имеет два значения. Линию разреза для выделения одно-
значных ветвей между точками ветвления в принципе можно выбрать как угод-
но. Более подробно об этом смотрите в [7]. 

1.47. Найти образ полукруга 0,1: 22  yyxD , при отображении 
функцией .2zw   

 Для Dz  имеем .0,||   iezz   Тогда  

 iezzivuw 222 ||
2 2 2| | (cos 2 sin 2 ) | | cos2 , | | sin 2 , 0 .      z i u z v z       

Отсюда  1||0,|| 422  zzvu  – окружность радиусом 2|| z  с цен-
тром в начале координат.  Так как этот радиус изменяется от нуля до единицы, 
то полученные окружности полностью «заметают» (заполняют) круг  

122  vu   в комплексной плоскости  w.  
Итак, функция 2zw    отображает полукруг 0,122  yyx ,  из ком-

плексной плоскости  z  в круг 122  vu  на комплексной плоскости  w. ▲ 
1.48. Найти образ линий cx   и zarg   при отображении их функци-

ей .2zw   
 Прямая cx   в плоскости  XY  параметрически описывается уравне-

ниями ,,, R yyycx  ( y  – параметр). Согласно равенству (1.16), эта пря-
мая в комплексном виде определяется соотношением  ivuwiycz  

)4/(2,2)( 22222222 cvcucyvycuciyyciyc   –  пара-

бола с вершиной в точке )0,( 2c , направленная в отрицательную сторону оси U 
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в плоскости UV. Отсюда следует, что если в плоскости XY задать полосу 
 a x b  (рис. 1.13, а) то ее образом в плоскости UV  при отображении функци-

ей 2zw   будет область, заключенная между параболами )4/( 222 avau   и 

)4/( 222 bvbu   (рис. 1.13, б). 
 

 
 
 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
В комплексной плоскости  z  уравнение zarg  определяет луч, исхо-

дящий из начала координат под углом   к оси X (рис. 1.14, а). Для него 
.|| iezz    Тогда ,, 22 zew i     – луч, исходящий из начала координат 

под углом 2  к оси U  (рис. 1.14, б). ▲ 
  
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
Пусть функция )(zfw   определена в некоторой проколотой  

 -окрестности )( 0zU
   точки 0z . Число biaA   называется пределом функ-

ции )(zf   в точке 0z  (обозначается Azf
zz




)(lim
0

), если  

   AzfzUzz )(:)(),,(,0 00
 . 

Другое определение предела: число A  называется пределом функции 

z 

X 0 U 0 b 2b

Y 

Рис. 1.13 

2a  

V  

a  

w 

X U 0 0 

Y V 

Рис. 1.14 
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)(zf  в точке 0z , если для любой последовательности )(),( 0zUzz nn 
 , схо-

дящейся к  0z , соответствующая последовательность ))(( nzf  сходится к A . 
Все свойства функций комплексной переменной, имеющих предел в не-

которой точке, дословно повторяют соответствующие свойства функций дейст-
вительной переменной, имеющих предел в данной точке. 

Функция )(zf , определенная в некоторой окрестности точки 0z , называ-
ется  непрерывной  в этой точке, если ).()(lim 0

0
zfzf

zz



 

Определение функции )(zf , непрерывной на некотором множестве D , 
вводится по аналогии с функциями действительных переменных: пусть 

DDz  ,0  – граница замкнутой области DDD , . Тогда аналогом одно-
стороннего предела функции одной переменной является предел функции )(zf  
в граничной точке 0z  по множеству AzfD

zz



)(lim:

0
, если  

  AzfDzzzz )(,,,,0,0 0 . 
Тогда функция )(zf  называется непрерывной на замкнутой области D , если 
она непрерывна в каждой точке области D , включая и граничные точки, т.е. 
для  )()(lim 00

0
zfzfDz

zz



. 

 Функция ),(),()( yxivyxuzf   непрерывна на замкнутом множестве 
D , если и только если функции ),(),,( yxvyxu  непрерывны на D . 

К основным элементарным ФКП относятся: степенная функция, целая 
рациональная функция (многочлен), дробно-рациональная функция (рацио-
нальная дробь), показательная функция, тригонометрические функции, гипер-
болические функции, логарифмическая функция, обратные тригонометриче-
ские функции, обратные гиперболические функции. 

1°. Степенная функция ,, N nzw n  определена, непрерывна и одно-
значна на всей расширенной комплексной плоскости  .C   

2°. Целая рациональная функция ,... 1
1

10 nn
nn azazazaw  
  

,,0, niai C   определена, непрерывна и однозначна .C z   
3°. Дробно-рациональная функция  имеет вид 

,
...
...

1
1

10

1
1

10

mm
mm

nn
nn

bzbzbzb
azazazaw












  

где Nmn, , mjniba ji ,0,,0,,  CC . Эта функция определена, непре-

рывна и однозначна C z  за исключением тех точек, где знаменатель обра-
щается в нуль. 

4°. Показательная функция ,, iyxze z   определяется равенством 

 ).sin(cos yiyeee xiyxz    (1.17) 
При R xz  она совпадает  с функцией xe   действительной перемен-
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ной x . Функция ze  определена, непрерывна C z  и обладает свойствами, 
аналогичными свойствам функции xe . 

Функция ze является периодической функцией с периодом ,2 i   так как 
Z  kee ikzz ,2  . Других периодов, кроме периодов вида ,,2 Zkik  функ-

ция ze   не имеет. 
5°. Тригонометрические функции. Функции  zsin  и iyxzz ,cos ,  оп-

ределяются равенствами  

 .
2

cos,
22

sin
iziziziziziz eezeei

i
eez

 






  (1.18) 

Тригонометрические функции однозначны, непрерывны во всех точках 
комплексной плоскости и обладают всеми свойствами, присущими функциям 

xsin , .,cos Rxx   Но может оказаться, что 1|cos| z   или ,1|sin| z  что в 
действительном анализе не имеет места. Например,  

;1
22

cos
122








 eeeei

ii
  1

2
|2sin|

2
2sin

2222








 eei
i

eei . 

Функции zsin  и zcos  – периодические функции с действительным пе-
риодом 2 . 

Для них имеют место формулы  

 
.shsinchcos)cos(cos

,shcoschsin)sin(sin
yxiyxiyxz

yxiyxiyxz



 (1.19) 

Функции ztg  и zctg   определяются соотношениями  

z
zz

z
zz

sin
cosctg,

cos
sintg  , 

где функция ztg  непрерывна ,2/,  kzz  C  Zk , функция zctg  не-
прерывна .,, ZC  llzz   Эти функции, как и в действительном анализе, 
имеют основной период .    

6°. Гиперболические функции zsh  и zch  определяются соотношениями  

 .
2

ch,
2

sh
zzzz eezeez

 



  (1.20) 

Они периодичны с периодом ,,2 Zkik  откуда следует, что  
 ZZ  lilzzkikzz ,)2/(0ch;,0sh  . (1.21) 
Кроме того,  
 .cosch;sinsh izziziz   (1.22) 

Функции zth  и zcth  определяются формулами 
z
zz

z
zz

sh
chcth,

ch
shth  , 

где функция zth  непрерывна ,)2/(, ikzz   C Zk , а функция zcth  
непрерывна .,, ZC  lilzz   Они периодичны с основным периодом .i  
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Имеют место соотношения .ctgcth,tgth ziiziziz   
7°. Логарифмическая  функция zw Ln , где 0z , определяется как 

функция, обратная показательной функции  wez  , поэтому  
 .),2(arg||lnLn Z kkzizzw   (1.23) 
При  0k   из (1.23) получается главное значение логарифма 

 .arg||lnln zizz   (1.24) 
Тогда .,2lnLn Z kikzz   Итак, zLn  – многозначная функция, оп-

ределенная .0z    
С помощью логарифмической функции определяется общая степенная 

функция zw   с показателем :C  
 zezw Ln   (1.25) 

и  общая показательная функция C aaw z 0, : 
 .Ln azz eaw   (1.26) 

Если в (1.25) N n
n

,1 , то мы получаем простейшую n -значную 

функцию N nzw n ,
1

. 
8°. Обратные тригонометрические функции zzz Arctg,Arccos,Arcsin , 

zArcctg  определяются как функции, обратные соответственно к функциям 
wwww ctg,tg,cos,sin .  Все они многозначны, и для них  

 
.

1
1Ln

2
Arcctg,

1
1Ln

2
Arctg

),1Ln(Arccos),1Ln(iArcsin 22












iz
iziz

iz
iziz

zzizzziz
 (1.27) 

9°. Обратные гиперболические функции  

 
.

1
1Ln

2
1Arcth,

1
1Ln

2
1Arth

),1Ln(Arch),1Ln(Arsh 22












z
zz

z
zz

zzzzzz
  (1.28) 

Все данные функции многозначны. 
1.49. Дана линейная функция  .43)1()( izizfw   Доказать, что в 

точке  iz 0   она имеет предел, равный .5443)1(0 iiiiw   
 Зададимся произвольным .0  Так как  |)(| 0wzf  

|,|2|||1||)1()1(||)43)1((43)1(| iziziiiziiiiizi 
 то, выбрав в качестве 0)(   число ,2/)(    будем иметь 

 |)(| 0wzf  при .||0  iz  Это означает, что iiiw 43)1(0   есть 
предел функции  izizfw 43)1()(   в точке  .i  

Поскольку ),(43)1()(lim ifiiizf
iz




 то тем самым доказано, что  

в точке i  линейная функция непрерывна. Кроме того, можно заметить, что она 
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будет непрерывной и в любой точке  0z  комплексной плоскости.  ▲ 
1.50. Пользуясь определением предела, показать, что  

а) 
5
1

23
12lim

1





 z
z

z
; б) .5||lim

43



z

iz
 

1.51. Найти .23lim
2

iz
izz

iz 



 

 В точке iz   и числитель, и знаменатель функции 
iz

izzzf





23)(
2

 

обращаются в нуль. Так как ),2)((232 izizizz    то 


)(lim zf
iz

 

.)2(lim)2)((lim iiz
iz

iziz
iziz








 ▲ 

1.52. Вычислить пределы:  

а) 
iziiz

z
z shch

2coslim
4/ 

;   б) 
iz
z

z sh
sinlim

0
;    в) 

ie
e

z

z

iz 




1lim
2

2/
. 

Отв.:  а) 2 ;    б) i ;    в) .2i  
1.53.  Представить в алгебраической форме:  

а) )1Ln( i ;      б) ii ;     в) .
7

833Arctg i
 

 а) согласно (1.23), имеем  
 )2)1((arg|1|ln)1Ln( kiiii   

,),2
4
5(2ln Z kki   так как 5| 1 | 2, arg( 1 ) ;

4
     i i   

б) согласно равенству (1.25),   ))2(arg||(lnLn kiiiiiii eei  

,,)22/( Z  ke k  так как ln | | ln1 0, arg ;
2

  i i    

в) по формуле для арктангенса из (1.27)  

 















 






















 ki
i

i
ii

i
i

ii
ii

i
i

2
3
2

3
1ln

2
1

6
3

6
1Ln

2
1

3315
331Ln

2
1

7/)833(1
7/)833(1Ln

2
1

7
833Arctg

   

.,
2
3ln

3
Z kik

 ▲ 

1.54.  Вычислить действительную и мнимую части функций ize 32   и 
).1sin( iz  

Отв.:  );32sin(Im),32(cosRe 232232   yeeyee xizxiz   
).1cos(sh)1sin(Im),1sin(ch)1sin(Re  yxizyxiz  
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1.55. Вычислить значения функций: 
а) ).21(ch i  Отв.: .2sin1sh2cos1ch i  
б) .Arcsin i  Отв.: .),12ln()12();12ln(2 Z kikik   
в) .2Arch         Отв.: .,2)32(ln Z kik  
г) ).31sin( i  Отв.: .1cos3sh1sin3ch i  
д) ).6/3(lnth i  Отв.: .91/3991/80 i  
е) ).51(sh i  Отв.: .5sin1ch5cos1sh i  
ж) ).4/5(lnth i  Отв.: .313/25313/312 i  

з) .
2

1 1 ii 







 

 Отв.: Z ke ik ,4/)24/1(  . 

и) .)43( 2 ii                  Отв.:  Z ke ik ,))3/4(arctg25(ln2)3/4(arctg5ln2  . 
к) .2Arcsin  Отв.: .),32ln(22/ Z kik  
л) .Arccos i  Отв.: .),12ln(22/);12ln(22/ Z kikik   
м) ).1(Arth i        Отв.:   .,))2/1((2arctg)2/1(5ln)4/1( Z kki   
1.56. Доказать равенства  
а) ;1shch 22  zz  б) ;2chshch 22 zzz   
в) ;chsh22sh zzz   г) .shshchch)ch( 212121 zzzzzz   
Пусть однозначная функция )(zfw   определена в некоторой окрестно-

сти точки .0z  Производной функции f  в точке 0z  называется число, обозна-
чаемое ),( 0zf   

 ,)(lim)()(lim)( 0

0

0
0

00 z
zf

zz
zfzfzf

zzzz 









 (1.29) 

если этот предел существует и конечен. В формуле (1.29)  
)()()()()(, 00000 zfzzfzfzfzfzzz  . 

Функция )(zfw  , имеющая в точке 0z  производную, называется диф-
ференцируемой в этой точке. Функция )(zf  называется дифференцируемой в 
области ,D  если она дифференцируема в каждой точке этой области. Как и в 
действительном анализе, функция, дифференцируемая в точке 0z , непрерывна 
в этой точке. 

Все свойства и правила дифференцирования действительного анализа пе-
реносятся и на комплексный случай. В частности, сохраняются правила диффе-
ренцирования суммы, произведения, дроби, сложной функции, свойство линей-
ности дифференцирования. Важно при этом отметить, что понятие предела, а 
следовательно, и понятие производной, применимо только к однозначным 
функциям )(zfw  . Поэтому если понадобится дифференцировать многознач-
ную функцию, то предварительно необходимо выделить ту или иную одно-
значную ее ветвь и вести разговор именно об этой ветви. 

Все рассмотренные выше основные  элементарные (однозначные) функ-
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ции дифференцируемы в области определения, причем для них имеют место 
следующие формулы: 

.1)(ln;sh)(ch;ch)(sh

;sin)(cos;cos)(sin;)(;,)( 1

z
zzzzz

zzzzeeNnnzz zznn



 

 

1.57. Исходя из определения, найти производную функции 
.43)( 2  zzzf  Отв.: .32 z  

1.58. Показать, что функция 45 ize  дифференцируема при любом z , и 
найти ее производную.  Отв.: .5 45 izie  

1.59. Доказать формулы: 

.
sh

1)(cth;
ch

1)(th;
sin

1)(ctg;
cos

1)(tg 2222 z
z

z
z

z
z

z
z   

1.60. Показать, что функция zzfw Re)(   не дифференцируема ни в 
одной точке. 

 Пусть iyxz  , тогда xw  . По определению производной функции 

)(zfw   в точке z  предел разностного отношения 
h

zfhzf )()( 
 не должен 

зависеть от способа приближения к точке z . Рассмотрим два случая. 
1. Пусть сначала th   – действительное. Тогда  

.1)(lim)()(lim
00







 t
xtx

t
zftzf

tt
 

2. Положим теперь ., R tith  Тогда .0lim)()(lim
00







 it
xx

it
zfitzf

tt
 

Таким образом, способ приближения к точке z  существенно влияет на 
предельное значение разностного отношения. Следовательно, функция 

zw Re  не дифференцируема ни в одной точке комплексной плоскости.  ▲ 
1.61. Доказать, что функция zzf )(  нигде не дифференцируема. 
1.62. Доказать, что функция zzw Re  дифференцируема только в точке 

0z , и найти ).0(w        Отв.: .0)0(' w  
Для дифференцируемой функции )(zfw   ее дифференциал в точке 0z  

,)()( 00 dzzfzdfdw   где .0zzzdz    
Дифференциал есть линейная, а если 0)( 0  zf , то и главная часть при-

ращения функции.  
Требование дифференцируемости функции )(zf  в точке iyxz   на-

кладывает определенные условия на поведение действительной и мнимой час-
тей этой функции в окрестности точки ).,( yx  Так,  имеют место следующие  
теоремы. 

Теорема 1.1. Если функция ),(),()( yxivyxuzf   дифференцируема в 
точке iyxz  , то функции ),( yxu  и ),( yxv  имеют частные производные 
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первого порядка в этой точке, удовлетворяющие соотношениям 

 .),(),(,),(),(
x

yxv
y

yxu
y

yxv
x

yxu















 (1.30) 

При этом  

 .),(),(),(),()(
y

yxui
y

yxv
x

yxvi
x

yxuzf

















  (1. 31) 

Соотношения (1.30) называются условиями Коши – Римана. 
Условия Коши – Римана являются необходимыми для дифференцируемо-

сти функции )(zf  в точке z . 
Теорема 1.2 (достаточные условия дифференцируемости ФКП). 

Пусть непрерывно дифференцируемые функции  ),( yxu  и ),( yxv  в точке 
),( yx  удовлетворяют условиям Коши – Римана. Тогда функция 

),(),( yxivyxuw   дифференцируема в точке iyxz  . 
Однозначная функция ),(),()( yxivyxuzfw   называется аналити-

ческой  в точке ,z  если она дифференцируема как в самой точке ,z  так и в не-
которой ее окрестности. Функция )(zfw   называется аналитической в об-
ласти ,D  если она аналитическая в каждой точке этой области. Точка ,0z  в ко-
торой функция )(zf  аналитическая, называется правильной точкой  функции. 
Точка ,0z  в которой функция )(zf  не является аналитической или не опреде-
лена в ней, называется особой для )(zf . 

1.63.  Используя условия Коши – Римана, доказать, что функция 
2izew   

является аналитической на всей комплексной плоскости. В случае их выполни-
мости найти значение ).2/( iw  

 Имеем  

  )(2)2()( 222222 yxixyxyiyxiiyxiiz eeeeew  

).sin()cos( 222222 yxieyxe xyxy    
Отсюда  

),cos( 222 yxeu xy      )sin( 222 yxev xy  

 
.),())sin()cos((2),(

,),())sin()cos((2),(

22222

22222

x
yxvyxyyxxe

y
yxu

y
yxvyxxyxye

x
yxu

xy

xy






















 (1.32) 

Таким образом, для функции 
2izew   условия Коши – Римана выполнены 

.Cz  Так как частные производные первого порядка функций ),( yxu  и 
),( yxv  непрерывны на всей плоскости  XY, то по теореме 1.2 функция w  диф-

ференцируема в любой точке ,Cz  и ее производная в точке 
2/02/0  iiz  , согласно формулам (1.30) – (1.32), равна  
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).1(
2
2

4
sin

2
2

4
cos

2
2)(

2/,0
0

00

ii
x
vi

x
uzw

yx






















 ▲ 

1.64. Показать, что функции zzwzwzwzw /)(Re|;|;;Re   не яв-
ляются аналитическими ни в одной точке комплексной плоскости. 

1.65. Доказать, что функции zwzwzw ch;sin;2   являются анали-
тическими на всей комплексной плоскости. Получить для них производные по 
формулам из (1.31). 

1.66. Является ли функция zzew   аналитической  хотя бы в одной точ-
ке? 

 Имеем  
  )sin(cos)()( yiyeiyxeiyxzew xiyxz  

),sincos(),()sincos()sincos( yyyxeyxuyxyyieyyyxe xxx 

.)cossin)1((

;)sincos)1(()sincos(),(

x
vyyyxe

y
u

y
vyyyxe

x
uyxyyeyxv

x

xx
















 

Таким образом, условия Коши – Римана (1.30) выполнены во всех точках 
комплексной плоскости. Значит, эта функция является аналитической на всей 
комплексной плоскости .C  ▲ 

1.67. Является ли функция zzw   аналитической хотя бы в одной точке? 
 Имеем .0,2222  vyxuyxzz  Условия Коши – Римана в 

этом случае имеют вид 02,02  yx  и выполняются только в точке )0,0( . 
Значит, функция zzw   дифференцируема только в точке 0z  и нигде не яв-
ляется аналитической.   ▲ 

1.68. Выяснить, какие из следующих функций являются аналитическими 
хотя бы в одной точке, а какие – нет: 

а) zw  ;            б) zzw 2 ;            в) zzw || ;             г) 
2zew  ;  

д) zzw Re|| ;             е) izw  5cos ;             ж) .3ch zzw   
Отв.:   а) нет;  б) нет;  в) нет;  г) да;   д) нет;   е) да;   ж) да. 
1.69. Найти постоянные ,,, cba  при которых функция )(zf  будет анали-

тической: 
1) );()( cybxiayxzf    
2) ).shy(chsin)shay(chcos)( ybxiyxzf   

Отв.: 1) ;)1()(;,1 zaizfabc    2) .)(;1 izezfba   

1.70*. Найти области, в которых функция ||2||)( 22 xyiyxzf   явля-
ется аналитической. 

Отв.: функция является аналитической при ,4/arg0  z  4/5arg   z , 
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если 2)( zzf  , и при ,4/3arg2/   z  4/7arg2/3   z  в случае, когда  
2)( zzf  . 

При переходе от декартовых координат ),( yx  к полярным  координатам 
),(   по формулам  sin,cos  yx  условия Коши – Римана имеют 

вид  

 .1,1
 











 uvvu

 (1.33) 

В полярных координатах , , согласно условиям Коши – Римана (1.33), 
производная )(zf   имеет вид 

 .0,1)( 





























 zviu
z

uiv
z

zf





 (1.34) 

1.71. Пусть ,lnln)(  izzf   где .arg z  Имеем .,ln   vu  

Тогда ;0,1










uu

 .1,0 








vv

 Отсюда ,11
 




 vu

 

,10
 




 uv

 т.е. условия Коши – Римана (1.33) выполнены, и поэтому 

согласно (1.34), .11)(ln
z

uiv
z

z 

















 

Если функция ),(),( yxivyxuw   является аналитической в области ,D  
причем функции ),( yxu  и ),( yxv  дважды непрерывно дифференцируемы по 
обеим переменным в этой области, то в области D  они удовлетворяют уравне-
нию Лапласа: 

,0,0 2

2

2

2

2

2

2

2


















y
v

x
vv

y
u

x
uu  

т.е. действительная ),( yxu  и мнимая  ),( yxv  части аналитической функции 
ivuzf )(  являются гармоническими в D  функциями. 

Гармонические функции ),( yxu  и ),( yxv , удовлетворяющие в D  усло-
виям Коши – Римана, называются  сопряженными. 

Для таких функций имеет место  
Теорема 1.3. Всякая гармоническая в односвязной области D  функция 

служит действительной (мнимой) частью некоторой аналитической в этой 
области функции. 

1.72. Найти аналитическую функцию )(zfw  , для которой 

 )(Re),( zfyxu  .)0(,322 ifyxyx   
 Проверим сначала, что ),( yxu  гармоническая на всей плоскости функ-

ция: .0222

2

2

2










y
u

x
uu  Из условий Коши – Римана найдем теперь  

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 34

сопряженную с ),( yxu  функцию ),( yxv . Имеем: ,32 





 x

x
u

y
v

 

.12 





 y

y
u

x
v

 Первое уравнение интегрируем по ,y  считая x  постоян-

ным: ).()32(),( xCyxyxv   Но в силу второго условия 12 

 y
x
v

 имеем 

 1)(12)(2 xCyxCy ,)( CxxC   где C  – постоянная. Таким 

образом,  yxyxzf 3)( 22 .)3())32(( 2 iCzizCxyxi   Из 
условия if )0(  находим 1C , значит, окончательно получим, что 

.)3()( 2 izizzf    ▲ 
1.73.  Найти аналитическую функцию )(zf , если:  

а) 0)1(,1),( 22  fyxyxv ; 
б) 0)0(,sincos),(  fyyeyxeyxu xx ; 

в) ifxyxyxu  2)0(,23),( 23 ;   

г) ifyeyxv x 22)0(,cos2),(  ; 

д) 0)0(,),( 22  fxyyxyxu ; 

е) )0(6)1(,5),( 22
22 


 zif

yx
yyxyxyxu ;  

ж) 0)0(,236),( 3223  fyxyyxxyxv ; 
з)* yxyxyxyyyxeyxu x  23 3shsin2)sincos(),( ; 

и)* 
)(2

3),( 22
22

yx
yyxyxv


 ; 

к)* .2)ln(),( 22 yxyxyxu    

Отв.: а) )1()( 2  zizf ;  б) zzezf )( ;   в) izzf  2)( 3 ;  

г) 22)(  ziezf ;  д) 2/)2()( 2zizf  ; е) i
z
izizzf 3)5()( 2  ; 

ж) 3)2()( zizf  ;   з) Ciizzzizezf z  3cos2)( ;  

и) Ciizzzf  3)2/(1)( 2 ;    к) .)21(ln2)( iCzizzf   
1.74.  Показать, что следующие функции являются гармоническими: 
а) )/( 22 yxyu  ;      б) )/arctg( xyu  ;      в) ).ln( 22 yxu   

1.75. При каких условиях трехчлен 22 2 cybxyaxu   является гармо-
нической функцией?     Отв.: .0 ca   

1.76*.  Доказать существование и найти аналитическую функцию )(zf  по 
заданному модулю или аргументу: 
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а) xeyxr )( 22  ;     б)  2cos2
er  ;     в) xy ;     г) .sin       

Отв.: а) zi ezezf 2)(  ; б) 
2

)( zi eezf  ; в) 2/2
)( zAezf  ; 

г) zAzezf )(  (  – произвольная действительная постоянная, A  – произволь-
ная положительная постоянная). 

Пусть функция )(zf  – аналитическая функция в точке 0z  и .0)( 0  zf  
Тогда модуль производной 0|)(| 0  zf  равен коэффициенту растяжения кри-
вой в точке 0z  при отображении )(zfw   комплексной плоскости z на ком-
плексную плоскость w: при 1|)(| 0  zf  имеет место растяжение, а при 

1|)(| 0  zf  – сжатие. При этом 0)( 0  zf  не зависит от выбора кривой. 
Аргумент производной )( 0zf   равен углу, на который нужно повернуть 

касательную в точке 0z  к любой гладкой кривой на комплексной плоскости  z, 
проходящей через точку 0z , чтобы получить направление касательной в точке 

)( 00 zfw   к образу этой кривой на комплексной плоскости w при отображе-
нии  )(zfw  . 

При 0)(arg  zf  поворот происходит против часовой стрелки, а при 
0  –  по часовой. Таким образом, )(arg zf   равен углу поворота кривой в 

точке z  при ее отображении с помощью функции )(zfw  . 
Отображение окрестности точки 0z  на окрестность точки )( 00 zfw  , 

осуществляемое функцией )(zfw  , называется конформным, если в точке 0z  
оно обладает свойством сохранения углов между линиями и постоянством рас-
тяжения (рис. 1.15, а, б).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Это означает, что если при отображении )(zfw   кривые 1  и 2  пере-

ходят соответственно в кривые 1  и 2 , то угол   между касательными 1k  и 2k  
к кривым 1  и 2  в точке 0z  будет равен углу   между касательными 1K  и 2K  
к кривым  1  и 2  в точке ),( 00 zfw   т.е. .  

Если при отображении )(zfw   углы между соответствующими направ-
лениями равны не только по величине, но и по направлению отсчета, то такое 
отображение называется  конформным отображением первого рода. 

z w 

1k  

X 0 U 0 

Y V 

Рис. 1.15 
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Конформное отображение, при котором углы сохраняются только по аб-
солютной величине, но изменяется направление их отсчета на противополож-
ное, называется конформным отображением второго рода. 

Однозначное отображение )(zfw   называется конформным в области D , 
если оно конформно в каждой точке этой области. 

1.77. Найти угол поворота   и коэффициент растяжения k длин в точке 
iz 10  под действием отображения .2zw   

 Функция 2zw   аналитична на всей комплексной плоскости z и для нее 
.2zw   Под действием этой функции точка 0z  перейдет в точку 

.2)1( 2
0 iiw   Следовательно, луч ,  выходящий из точки iz 10  

(рис. 1.16, а), отобразится в некоторую кривую ,  исходящую из точки  
iw 20   (рис. 1.16, б), причем относительно действительной оси U кривая   в 

точке iw 20   повернется на угол  )('arg 0zw  .4/))1(2arg(  i  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Коэффициент растяжения длин при переходе от 0z  к 0w  равен 

 |)('| 0zwk  .122|22|  i  ▲ 
1.78. Какая часть плоскости сжимается, а какая – растягивается при ото-

бражении функцией zzw 22  ? 
 Так как |22||)('|  zzfk , то при 2/1|1|1|22|  zz , т. е. 

при отображении внешней части круга 2/1|1| z  происходит растяжение, а 
при отображении его внутренней части  – сжатие.  ▲ 

1.79. В каких точках нарушается конформность отображения 
396 23  zzzw ? 

 Нарушение конформности происходит в тех точках z , в которых 
0)(  zw , т. е. в тех точках, где  09123 2 zzw  3,1 21  zz . ▲ 

1.80. Отображение осуществляется с помощью функции ).(zfw   Найти 
угол поворота   и коэффициент растяжения k  при заданных отображениях в 
следующих точках: а) 4/2ln, 1 izew z   и 2/12 iz  ;  

z w 





2i      

Y V 

0 0 1 X U 

Рис. 1.16 
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б)* 0,sin 1  zzw  и iz 12 ;   в)* izzw  2, 1
3  и .2/i12 z  

Отв.: а) ;2/,/1;4/,2 2211   ekk  б)* ;0,1 11  k  

)1th1arctg(tg,1sin1ch 2
22

2  k ; в)* ),3/4arctg(,15 11  k  

.
4

4arctg),4/1(3 22
2

2 



k  

1.81.  Выяснить, какая часть комплексной плоскости растягивается, а ка-
кая – сжимается при отображениях: 

а) zew  ;  б) zw ln ;  в) zw /1 ;  г) 3zw  ;  д) ).1(ln  zw  
Отв.: а) полуплоскость 0Re z  растягивается, а полуплоскость 0Re z  

сжимается;  б) в любой точке z  (кроме 0z ), лежащей внутри окружности 
1|| z , происходит растяжение, а для точек вне окружности – сжатие; в) анало-

гично б); г) часть плоскости внутри окружности 3/1|| z  сжимается, а вне ок-
ружности – растягивается; д) сжатие при ,1|1| z  растяжение – при | 1| 1 z .   

1.82. В каких областях комплексной плоскости конформны отображения: 
а) zew 3 ; б) zzw 42  ; в) 2izw  ; 
г) )1sh( zw  ; д) 3)2( izw  ; е) .)2( 2 zw  
Отв.:  а) на всей плоскости; б) на всей плоскости, кроме точки 2z ;  

в) на всей плоскости, кроме точки 0z ; г) на всей плоскости, кроме точек 
Z kikzk ,)2/1(1  ;  д) на всей плоскости, кроме точки iz 2 ;  е) на 

всей плоскости, кроме точки .2z  
  

1.4. Интегрирование функций комплексной переменной 
 

Интеграл от ФКП, его вычисление и свойства. Интегральная теорема 
Коши. Интеграл с переменным верхним пределом. Теорема Мореры. Не-
определенный интеграл от ФКП. Формула Ньютона – Лейбница. Интегри-
рование многозначных функций. Интегральная формула Коши. Бесконеч-
ная дифференцируемость аналитических функций. 

 
Пусть ),(),()( yxivyxuzf   – однозначная функция, определенная и 

непрерывная в области D , а   – кусочно-гладкая замкнутая или незамкнутая 
ориентированная кривая, лежащая в D . 

Вычисление интеграла 


dzzf )(  от функции )(zf  комплексной перемен-

ной iyxz   сводится к вычислению криволинейных интегралов второго рода 
(КрИ-2) по формуле  

  
 

 dyudxvidyvdxuidydxivudzzf ))(()( , (1.35) 

в которой интеграл в ее левой части, вообще говоря, зависит от пути интегри-
рования.  
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Интеграл от ФКП по кривой будем кратко назы-

вать контурным интегралом. Перечислим его основные 
свойства: 

1°.  
BAAB

dzzfdzzf )()(  (рис. 1.17). 

2°.  
CBACAB

dzzfdzzfdzzf )()()(  (рис. 1.17). 

3°. ,)()())()(( 


 dzzgdzzfdzzgzf   где   и   – постоян-

ные, в общем случае комплексные. 
4°. (Оценка интеграла). Если на   выполняется неравенство Mzf |)(| , 

где constM  , и L  – длина  , то .|)(| MLdzzf 


  

Для интеграла от ФКП имеет место  
Теорема 1.4 (интегральная теорема Коши). Пусть в односвязной об-

ласти D  определена однозначная аналитическая функция )(zf . Тогда инте-
грал от )(zf  по любому замкнутому контуру  , целиком лежащему в D , ра-
вен нулю: .0)(


dzzf  

Следствие. Пусть функция )(zf  является аналитической в многосвязной 
области D  и на ее границе, состоящей из внешнего контура   и внутренних 
контуров n ...,,, 21  (рис. 1.18). Тогда  

   
 


n

k k

dzzfdzzf
1

)()(


, (1.36) 

где при движении вдоль контура i  область D  находится слева. 
Если кривая   в интеграле (1.35) задана параметрическими уравнениями  

),()()()(),( tiytxtztyytxx   
причем при изменении t  от 1t  до 2t  кривая   
описывается от начальной точки  1t  до конеч-
ной 2t , то контурный интеграл  

 .)())(()(
2

1

 


t

t
dztztzfdzzf  (1.37) 

Пусть ivuzf )(  – аналитическая в 
области D  функция. Так как для КрИ-2 в пра-
вой части (1.35) в силу соотношений Коши –

 Римана выполнены условия ,)(
x
v

y
u








 

  

12
D

n

Рис. 1.18 
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Рис. 1.17 
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,
x
u

y
v








 то эти интегралы не зависят от пути интегрирования. Тогда контур-

ный интеграл 


dzzf )(  не зависит от кривой  , лежащей в D  и соединяющей  

точки 0z  и z . В этом случае принято обозначать  

 .)()(
0

z

z
dssfzF  (1.38) 

Этот интеграл называется интегралом с переменным верхним пределом. 
Имеет место  
Теорема 1.5 (Мореры). Пусть функция )(zf  непрерывна в односвязной об-

ласти D  и интеграл 


dzzf )(   не зависит от пути интегрирования D , соеди-

няющего начальную и конечную точки пути  . Тогда функция (1.38) является ана-
литической  в D  и ),()( zfzF   т.е. )(zF  является первообразной для )(zf  в  D . 

Множество всех первообразных для )(zf  в  D  называется неопределен-
ным интегралом от )(zf  и обозначается  dzzf )( .  

Итак, ).()(,)()( zfzFCzFdzzf   
Методы вычисления неопределенных интегралов от аналитических 

функций в комплексном анализе те же, что и в действительном. Так, справед-
лива таблица неопределенных интегралов из действительного анализа, в кото-
рой, в частности,  

Cz
z

dznnC
n
zdzzCedze

n
nzz 


 



Ln;1,,
1

;
1

Z  

(за zLn  можно взять любую ветвь логарифма, т.к. они отличаются друг от дру-
га на постоянную);  

;Ln
2
1;Arctg1

2222 C
az
az

aaz
dzC

a
z

aaz
dz













;)Ln( 22
22

Cazz
az

dz



  C

a
z

za
dz




 Arcsin
22

  и т.д. 

Если функция )(zf  в (1.38) является аналитической в односвязной облас-
ти D , содержащей точки 1z  и 2z , то имеет место аналог формулы Ньютона –
 Лейбница: 

 ,)()()()( 2
1

2

1

12
z
z

z

z
zzzdzzf   (1.39) 

где )(z  – какая-либо первообразная для )(zf  в области D . 
Если )(zf  и )(z  – аналитические функции в односвязной области 

D , а 1z  и 2z  – произвольные точки этой области, то имеет  место  формула  
интегрирования по частям  
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   .)()()()()()()()(
2

1

2
1

2

1

2

1

 
z

z

z
z

z

z

z

z
dzzfzzzfzdzfdzzzf    (1.40) 

Замена переменных в контурных интегралах  производится аналогично 
случаю функции действительной переменной. Если аналитическая функция 

)(wz   взаимно однозначно отображает контур 1  в комплексной плоскости  
w  на контур   в комплексной плоскости  z , то    

 .)('))(()(
1



 dwwwfdzzf   (1.41) 

В частности, если   – полупрямая, выходящая из точки 0z , или окруж-
ность с центром в точке 0z , то удобна замена  

 iezz  0 , т. к. в первом случае 
,const  а   – действительная переменная 

интегрирования, во втором случае ,const   
а   – действительная переменная интегриро-
вания. 

1.83. Вычислить dzxiy
AB
  )1( , где  

AB – отрезок прямой, соединяющий точки 
1Az   и izB   (рис. 1.19). 
 Имеем .,1 xvyu    По формуле 

(1.35) получаем  
  

AB ABAB
dyydxxixdydxydzzf )1()1()( . 

Уравнение отрезка прямой, проходящей через точки 1Az  и izB  , 
имеет вид 1 xy , 10  x , и значит, dxdy  . Поэтому 

.12))11(())11(()1(
0

1

0

1
2

0

1

0

1
  xxdxdxxxidxxxdzixy

AB
 

Можно поступить и иначе. Легко видеть, 
что .1)( izzf    Так как )(zf – аналитическая 
функция на всей комплексной плоскости  z, то 
по формуле (1.39) получим  









ii

AB i
izdzizdzzf

1

2

1 2
)1()1()(

.1
2
21

2
)1(

2
)1( 2222












i

ii
i
i

i
i

   ▲ 

1.84. Вычислить интеграл ,Re
2|| dzzeI z


  где   – отрезок, соединяю-

щий точки  01 z   и  iz 12  (рис. 1.20). 

X 0 
A 

B 

1 

i

Y 

Рис. 1.19 

z 

z 

X 01 z
z0 

iz 12

 1 

 1 
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Рис. 1.20 
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  Параметрические уравнения отрезка   имеют вид , , [0, 1]  x t y t t , 

или .)1()1( dtidztiiyxz   Так как ,Re txz    22 yxz  
2t , то по формуле (1.37)  







 
1

0

1

0

222
1

0

2 2222

4
1)(

4
1)1( tttt eiedeidtiteI  )1(

4
1 2 
 ei

.  ▲ 

1.85. Вычислить интеграл ,)(


 dzazI m  где   – окружность радиусом  

R   с центром в точке  az  , m   –  произвольное целое число. 
 Уравнение окружности    имеет вид  itaz Re , ].2,0[ t   Тогда 

по формуле (1.37)  

  
 2

0

)1(1
2

0
)(Re dteiRdtRieI tmimitmit




















.1,0
1

;1,2

2

0
)1(

1

2

0

me
m
R

midti

tmi
m 




  ▲ 

1.86. Вычислить интеграл .
1

2



i

i
dzzI  

 Так как подынтегральная функция 2)( zzf   аналитична на всей ком-
плексной плоскости, то по формуле Ньютона – Лейбница (1.39) 

.
3

32))1((
3
1

3
33

131
2 iiizdzz

i

i

i

i






   ▲ 

1.87. Вычислить интеграл  .)sin( 2


 dzzzI   

 Подынтегральная функция  zz sin2   является аналитической в любой 
замкнутой области, ограниченной замкнутым контуром  . Тогда по интеграль-
ной теореме 1.4 (Коши)   .0I  ▲ 

1.88*. Пусть   – простой замкнутый контур, ограничивающий площадь S .  
Доказать, что:  1) ;iSdzx 


  2) ;Sdzy 


  3) .2iSdzz 


 

● Использовать формулу Грина для КрИ-2. 
1.89. Вычислить интегралы  dzxI1  и  dzyI2  по следующим путям:  
1) по радиусу-вектору точки ;2 iz    
2) по полуокружности  zz arg0,1||  (начало пути в точке  1z );  
3) по окружности Raz  || . 
Отв.:  1) ;2/1,2 21 iIiI    2) ;2/,2/ 21   IiI  

3) ., 2
2

2
1 RIiRI    
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1.90. Вычислить dzz
Г

 по следующим путям:  

1) по радиусу-вектору точки  iz  2 ;  
2) по полуокружности  zz arg0,1||  (начало пути в точке 1z );  
3) по полуокружности 2/arg2/,1||   zz  (начало пути в точке 
iz  );  
4) по окружности Rz || .  
Отв.:  1) );2/1(5 i   2) ;2    3) ;2i    4) 0. 
1.91. Вычислить 


dzzz || , где   – замкнутый контур, состоящий из 

верхней полуокружности 1|| z  и  отрезка .0,1||  yx   Отв.:  .i   

1.92. Вычислить 


dz
z
z

, где   –  граница 

полукольца, изображенного на рис. 1.21.   
 Отв.:  4/3.  

1.93. Вычислить интеграл 
AB

dzzf )( , где 

,)( 22 iyxzf   AB – отрезок, соединяющий 
точки izA 1   и  .32 izB    

Отв.: –19/3 + 9i.  

1.94. Вычислить 
 

,
4z

dz
 где   –  эллипс  

.sin2,cos3 tytx   Отв.:  0.  

1.95. Вычислить интеграл 
i

dzzzI
0

2
1 sin  и 

i
z dzzeI

2

0
2 .  

Отв.:  .2I,21sh21ch3 21 iI    

1.96. Различна или одинакова величина интеграла 


1

1
dzz , если интегриро-

вание происходит:  а) по отрезку действительной оси от точки 1z  до точки 
1z ;  б) по верхней полуокружности  1|| z .  Отв.:  Различна. 

Пусть функция )(zfw   аналитическая в области D , отображает об-
ласть D  на область G   и такова, что обратная функция )(wz   многозначна 
в G . Если существуют однозначные и аналитические в G  функции 

),...,(),( 21 wzwz     для которых данная функция )(zfw   является об-
ратной, то функции ),...(),( 21 ww   называются однозначными ветвями 
функции ),(w  определенными в G . 

Так, например, функция nzw   каждой точке 0z  ставит в соответствие 
единственную точку 0w , но одной и той же точке 0w    ww ,0  функция 

z 

2  1  2  1 0  

Y 

X 

Рис. 1.21 
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n wz   ставит в соответствие n  различных точек комплексной плоскости z. 
Если  iew  , то эти n  значений z  находятся, как известно, по формулам 

ki
k rez  , где ,nr    


 ,1,0,2 nk

n
k

k . 

Пусть односвязная область G  содержит  точку 0w , но не содержит точек 
0w  и w . Тогда различным фиксированным значениям 1,0,  nkk , 

при одном и том же выборе числа 00 arg w  соответствуют различные ветви 
функции  n wz  . 

Точка, обладающая таким свойством, что обход вокруг нее в достаточно 
малой окрестности приводит к переходу от одной ветви многозначной функции 
к другой, называется  точкой ветвления  данной многозначной функции. 

Точками ветвления функции  n w  являются точки 0w и w .  
Понятие точки ветвления тесно связано с определением особой точки 

аналитической функции. Более подробно об этом см. [9]. 
При интегрировании необходимо выделять ветвь многозначной функции, 

что достигается заданием значения многозначной функции в некоторой точке 
контура интегрирования. Если контур интегрирования   замкнут, то начальной 
точкой 0z  этого контура считается та, в которой задано значение подынте-
гральной функции. 

1.97. Вычислить интеграл  
Г z

dzI , где   – верхняя дуга окружности 

1|| z . Для  z   берется та ветвь, для которой  11  .  
  Первый способ.  Функция z  имеет два значения:  

 
,arg),

2
sin

2
(cos zizz  

 и  





 )
2
2sin

2
2(cos||  izz  

)
2

sin
2

(cos  iz  .  Так как z , где 1|| z , то 
2

sin
2

cos  iz    и 

.
2

sin
2

cos  iz    Условию 11   удовлетворяет второе значение 

 
2

sin
2

cos  iz  .  В самом деле, если 1z , тогда 0arg z  и, значит, 

.10sin0cos1  i  Применив формулу Ньютона – Лейбница, получим  

).11(22
1

1

1

1





 z

z
dz

z
dz

 Положив в формуле 
2

sin
2

cos  iz   

значение 1z , найдем   

.)
2

sin
2

(cos)
2

)1arg(sin
2

)1arg((cos1 iii 
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Согласно выбору ветви имеем 11   и, значит, окончательно получим  
).1(2 iI     

Второй способ.  Положим  iez  , где    0,1 . Из условия 

11   следует, что )2/(   ii ee . Тогда  

   


 










0 0

)2/( d
e

ied
e

ie
z

dz
i

i

i

i
 

).1(2)(22 2/
0

)2/(

0

)2/( ieeedie iiii   


    ▲ 

1.98. Вычислить интеграл dz
z

zI
i


1

3ln
 по дуге окружности 1|| z , где 

zln  – главное значение логарифма, .01ln    

 По формуле Ньютона – Лейбница имеем  
ii

zdz
z

zI
1

4

1

3
ln

4
1ln

 

,
6424

1ln
4
1

4
1lnln 44

4
44 












iii
 поскольку для главной ветви логариф-

ма 2/ln ii  .  ▲ 

1.99. Вычислить  
Г

dzI
4 3z

, где   – верхняя полуокружность окружно-

сти 1|| z ; берется та ветвь функции ,4 3zw   для которой 114  .  
Отв.:  .22422 i   

1.100. Вычислить 


i
dz

z
z

1 sin
cos

 по прямой, соединяющей точки 11 z  и 

;2 iz    берется та ветвь функции zsin ,  для которой 1sin)1sin( i .   
Отв.:  ).1sin21sh2(1sh2  i   

1.101. Вычислить интеграл 
 z

dz
 по следующим контурам: 1)   – полу-

окружность ;11,0,1||  yz    2)   – полуокружность ;11,0,1||  yz   
3)    – окружность .1,1|| iz      Отв.:  1) );1(2 i   2) );1(2 i   3) .4i  

1.102. Вычислить интеграл 


dzzLn , где: 1)   – единичная окружность и 

;01Ln   2)   – единичная окружность и  ;2/Ln ii    3)   – окружность 
Rz ||  и .2RlnLn iR   Отв.:  1) ;2 i  2) ;2  3) .2 Ri  
Если функция )(zf  является аналитической в односвязной области D , огра-

ниченной кусочно-гладким контуром    (рис. 1.22), и на самом контуре  , то для 
любой внутренней точки Dz 0  справедлива интегральная формула Коши (ИФК): 
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 dz
zz
zf

i
zf

0
0

)(
2
1)(


, (1.42) 

где обход контура   происходит так, что область 
D  остается слева (положительный обход).  

С помощью ИФК можно вычислять некото-
рые интегралы, т. к.,  согласно (1.42), 

 ).(2)(
0

0
zifdz

zz
zf 




 (1.43) 

1.103. Вычислить контурные интегралы (обход контура положительный):  

а) ;
1
1

1|1|
2

2


 




z
dz

z
zI

 
  б) .

2
cos

3||
2

 


z
dz

zz
zI  

 а) функция 
1
1

2

2




z
z

 имеет две особые точки 11 z  и 12 z  (в них зна-

менатель дроби обращается в нуль). Только 
точка 1z  лежит внутри области, ограничен-
ной окружностью 1|1| z  радиусом 

1R  с центром в точке .1z  Представим 
подынтегральную функцию в виде 

1
)(

1
1

1
1

1
1 2

2

2














z
zf

zz
z

z
z

, 
1
1)(

2





z
zzf . 

По ИФК (1.43) имеем 2 (1) 2 ; I if i    
б) подынтегральная функция  

)1)(2(
cos

2
cos

2 


 zz
z

zz
z

 

внутри окружности  3z  имеет две осо-
бые точки 21 z  и 12 z . Окружим их 
непересекающимися окружностями 1   и  2 ,  лежащими внутри круга 3z . В 
результате получим трехсвязную область  D, изображенную на рис. 1.23. 

По теореме Коши для многосвязной области интеграл будет равен 




 
3|| )1)(2(

cos

z
dz

zz
zI  .

)1)(2(
cos

)1)(2(
cos

21

 


 
dz

zz
zdz

zz
z

 

Затем применяем ИФК к контурным интегралам в правой части этого равенства 

(1.43):  










 
21 1

)2/(cos
2

)1/(cos


dz
z

zzdz
z

zzI   

0z
D

  

Рис. 1.22 

0 

3|| z

Y 

X 1 –3 3 

Рис. 1.23 

1  
2

D

–2 
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).2cos1(cos
3
2

2
cos

1
cos2

12



 











i

z
z

z
zi

zz
  ▲ 

1.104. Вычислить интегралы по указанным контурам   (обход контура 
положительный):  

1) 
 

 dz
iz

zI
2

2
.
 
 а) 1||:  z ;  б) .4||:  z  Отв.: a) 0;  б) .8 i  

2) 
 

 dz
iz

eI
z



2
.  а) 4||:  z ;  б) 1||:  z .  Отв.: а) i2 ;  б) 0. 

3) .
12

 


z
dzI

 
      а) 2/1||:  z ;  б) 1||:  iz ;  в) .1||:  iz   

  Отв.:  а) 0 ;  б)  ;  в)   . 

4) .
1

)2/sin(
2

 
 dz

z
zI 

 
а) 1|1|:  z ;  б) .4||:  z   

        Отв.:  а)  ;  б) .2 i  

5) .
2

2/)(sh
2

 


 dz
zz
izI 

  1||:  z . Отв.: .  

6) .)1sin(sin
2

 


 dz
zz
zzI

 
  2||:  z . Отв.: .0  

 
1.105. Вычислить контурный интеграл (обход контура положительный)  


 

,
92z

dz
 если: а) точка i3  лежит внутри контура  , а точка i3  – вне его;  

б) точка i3  лежит внутри контура  , а точка i3  – вне его;  в) точки  i3  ле-
жат внутри контура  .    Отв.:  а) 3/ ;   б) 3/ ;   в)  .0  

1.106*. Вычислить все возможные значения интеграла 
 


)1( 2zz

dzI   при 

различных положениях контура  . Предполагается, что контур    не проходит 
ни через одну из точек   0; 1; –1. 

Отв.:  Если контур   содержит внутри себя точку  0   и не содержит 1 , 
то ;2 iI   если содержит только одну из точек  1 или  –1 и не содержит точку  
0, то I i ; во всех остальных случаях  0I . 

1.107. Вычислить интеграл 



aaz

a
z

dzz

||
4 .1,

1
 Отв.:   .2/i  

1.108. Вычислить интеграл 
 

,
2
1

22 az
dze

i

z


  если контур   содержит внут-

ри себя круг  .|| az    Отв.:  ./)(sin aa   
Если функция )(zf  является аналитической в области D  и на ее границе  , 
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то Nn  имеет место формула  

 ,
)(
)(

2
!)( 1

0
0

)( 



 dz

zz
zf

i
nzf n

n


 (1.44) 

где .,0  zDz  Таким образом, аналитическая в D  функция всюду в D  име-
ет производные любого порядка ,Nn  т. е. она бесконечно дифференцируема в D . 

1.109. Вычислить интеграл  
 


1||

3)(
sin

iz iz
zdzI .  

  Так как точка iz 0   лежит внутри окружности 1||  iz , то, исполь-
зуя формулу (1.44) при  2n , получаем  




 


 iizi
iz

dzzI iz
iz

sin)(sin
!2

2
)(

sin

1||
12   .1sh   ▲ 

1.110.  Вычислить интеграл 
 

,
)1(2

1
3zz

dze
i

z


 
если:  а) точка 0  лежит внут-

ри, а точка  1 – вне   ;  б) точка  1  лежит внутри, а точка  0  – вне   ; в) обе 
точки  0   и  1 лежат внутри контура   . Отв.:  а) 1;    б) 2/e ;  в) 2/1 e . 

1.111.  Вычислить 
 

,
)1()1( 33 zz

dz
 если:  а) 11:  z ;  

б) 1|1|:  z ;  в)  .1,||:  RRz  Отв.:  а) ;8/3 i   б) ;8/3 i    в)   0. 
1.112. Вычислить интегралы:  

а) 
 1|1|

2 )3()1(
)4/sin(

z zz
dzz

;  б) 
 2/1||

3 .
1

cos1

z
dz

zz
    

Отв.:   а) 2)2(
8

 i
;  б) .3i  

 
 

1.5. Ряды в комплексной области 
 

Числовые ряды. Абсолютная сходимость. Признаки сходимости. 
Функциональные ряды. Признак Вейерштрасса. Степенные ряды. Теоре-
ма Абеля. Радиус и круг сходимости степенного ряда. Свойства степенных 
рядов.  Ряды Тейлора. Основные тейлоровские разложения. Ряды Лорана.  

 
Числовым комплексным рядом  называется ряд вида  

  









1 1
21 )(......

n n
nnnn iyxzzzz . (1.45) 

Здесь  nnn iyxz   – общий член ряда. Ряд (1.45) сходится тогда и только 
тогда, когда сходятся ряды   
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1
21 ......

n
nn xxxx  и  ......21 nyyy 



1
.

n
ny  

Ряд (1.45) называется абсолютно сходящимся, если сходится ряд  

  













1 1 1

22 .)()(||||
n n n

nnnnn yxiyxz  

Основные свойства сходящихся и абсолютно сходящихся рядов с дейст-
вительными членами сохраняются и для рядов с комплексными членами. На-
помним эти свойства:  

1. (Необходимый признак сходимости). Если ряд 


1n
nz сходится, то 

.0lim 


nn
z  

2. Если ряд (1.45) сходится абсолютно, то он сходится. 

3. Если для ряда 


1n
nz  существует сходящийся числовой ряд  



1n
nc  с  

положительными членами, такой, что nn cz || , начиная с некоторого номера 
Nn  , то ряд (1.45) сходится абсолютно. 

4. (Признак Даламбера). Если для ряда 


1n
nz  выполнено условие 

Lzz nnn



|/|lim 1 , то при 1L  ряд 



1n
nz  сходится абсолютно, а при 1L  

этот ряд расходится. 

5. (Признак Коши). Если для ряда 


1n
nz  выполнено условие 

Lzn
n

n



||lim , то при 1L  этот ряд сходится абсолютно, а при 1L  – рас-

ходится. 
1.113.  Исследовать на сходимость ряд:  

а) 


 


1
3 ;

1n n
in

  б) 


1

/
;

n

ni

n
e 

   в) 


 1
.

)(!n
n

n

ien
n

 

 а) Имеем 






















 1
1

11 3
1

3
1

3 n
i

n
n

n
in

nn
. Поскольку действительные 

ряды 


 1
3 1n n
n

, 


 1
3 1
1

n n
, очевидно сходятся, являясь рядами Дирихле, то и 

исходный комплексный ряд сходится;  

б) имеем 
n

i
n

e ni  sincos/  . Ряд  


1

)/cos(
n n

n
 расходится, а ряд 




1

)/sin(
n n

n
 сходится. Значит, исходный ряд расходится. 
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в) по признаку Даламбера имеем 



 






 1

1
1

)()!1(
)(!)1(limlim nn

nn

nn

n
n ienn

ienn
z

z
 

.1
1||||

11lim
2















 


 e

e
ie

e
ien

n n

n
 Следовательно, исходный ряд 

сходится абсолютно.  ▲ 

1.114.  Исследовать на сходимость ряд ,
1




n
nz  если  

а) nn i
nz
)2(

 ; б) ;
)(
!

nn in
nz    в) ;in

n ez   г) ;
n

ez
in

n



    

д) ;
2

)cos(
nn
inz   е) ;

3
)sin(

nn
innz    ж) ;

3
2

2n

n
iz 





 

   

з) ;
2

1 n

n
iz 





 

  и) ;)/ch(
ln nn n

niz 
     к)  .

)(tg ni
nzn 

   

Отв.: а) cх. абс.; б) сх. абс.; в) расх.; г) сх. неабс.; д) расх.; е) сх. абс.;  
ж) сх. абс.; з) сх.; и) сх.; к) расх. 

Функциональным рядом (ФР)  в комплексной области  называется ряд вида  

 





1
21 )(...)(...)()(

n
nn zfzfzfzf , (1.46) 

в котором )(zfn  – ФКП iyxz  , определенные на некотором множестве G . 
Множество GD   точек ,z  в которых ФР (1.46) сходится, называется обла-
стью сходимости этого ряда. 

Если ФР (1.46) сходится в D  к сумме  )(zf , то пишут 







1
.),()(

n
n Dzzfzf  Выражение )()()( zSzfzr nn  , где )()(

1
zfzS

n

k
kn 


 , 

называется  n -м  остатком ряда. 
Ряд (1.46) называется равномерно сходящимся в D  к сумме )(zf , если  

,0  .,)()(|)(|:),(
1

DzzfzfzrNnNN
n

k
kn  


  

Справедлива  

Теорема 1.6 (Вейерштрасса). Если члены ряда 


1
)(

n
n zf  удовлетворяют 

неравенствам ,,,|)(| N nDzazf nn  где 0na , а ряд 


1n
na  сходится, то 

ряд 


1
)(

n
n zf  сходится равномерно в D .  

Комплексные равномерно сходящиеся ФР обладают следующими свойст-
вами: 
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1. Если члены равномерно сходящегося в D  ряда 


1
)(

n
n zf  являются 

аналитическими в D  функциями, то этот ряд можно почленно интегрировать 

вдоль любой кривой  Dl , причем  
















11
)()(

n l
n

l n
n dzzfdzzf . 

2. Пусть ряд 


1
)(

n
n zf  аналитических в D  функций сходится в каждой 

точке  Dz , а ряд 





1
)(

n
n zf  сходится в D  равномерно. Тогда ряд 



1
)(

n
n zf  

можно почленно дифференцировать в D  и ,)()()(
11




















n
n

n
n zfzfzf  где 

)(zf  – сумма ряда 


1
)(

n
n zf . 

3. Пусть члены )(zfn  ряда 


1
)(

n
n zf  – аналитические в D  функции и этот ряд 

сходится равномерно в D  к сумме )(zf . Тогда )(zf  является аналитической в D . 
Для определения области абсолютной сходимости комплексных ФР ис-

пользуются признаки Коши или Даламбера. Так, если существует   
 )(|)(|lim zLzfn

n
n




 (1.47) 

или  

 )(
)(
)(lim 1 zL

zf
zf

n

n
n




, (1.48) 

то ряд 


1
)(

n
n zf  сходится абсолютно при 1)( zL  и расходится при 1)( zL . 

1.115.  Исследовать на равномерную сходимость ФР 






1
2

)32( 2

n

zzi

n
e

.  

 Данный ряд сходится равномерно по признаку Вейерштрасса на всей ком-
плексной плоскости, поскольку в этой плоскости выполняется очевидное неравен-

ство 22

)32( 1
2

nn
e zzi




, а знакоположительный ряд 


1
2

1
n n

 – сходящийся. ▲ 

1.116.  Найти область сходимости ряда 






1 )2(
2

n
n

n

iz
n

.  

 Абсолютную сходимость этого ряда можно установить как по формуле 
(1.47), так и по формуле (1.48). Например, по формуле (1.48) находим   

)(zL .
2
1|)2(|1

|)2(|2
1

2)2(
)2(2)1(lim 1

)1(








 




iz

izniz
izn

nn

nn

n
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Итак, данный ряд сходится абсолютно во внешности круга с центром в 
точке iz  20  и радиусом 2/1 .   ▲ 

1.117.  Найти области сходимости рядов: 

а) ;
)2(
5

)1(2
)2(

1

2

0







 







n
n

n
n

n

iz
n

n
iz

 б) ;
)2(

1
0




 n
nz

 в) ;
)(
2

1
1




n

n

nn

iz
ni

  

г) ;)()1(
2 2





 
n

nn izin  д) ;
)(3

4
)1(2

)(
1

22



















n
nnn

n

iz
n

n
iz

 

е) ;
)1(4

2
1
















n

n

zn
in

 ж)* ;)1(
0

2





n

nz  з)* 















1
2

2
.

1
)1(

n

n

z
zn   

Отв.: а) ;2|2|1  iz  б) ;1|2| z  в) ;2||  iz  г) ;||1  iz   
д) ;2||3/1  iz  е) ;4/1|1| z  ж)* ;1|1||1|  zz  з)* область сходимо-

сти определяется соотношением .1
1 2

2


 z
z

 

Комплексным степенным рядом называется ряд вида  

 ...,)(...)()()( 0
2

02010
0

0 



zzczzczzcczzc n

n

n
n  (1.49) 

где iyxziyxzibac nnn  ,, 000 .  При 00 z  он превращается в ряд 




0n

n
nzc . Для степенных рядов (1.49) справедлива 

Теорема 1.7 (Абеля). Пусть степенной ряд (1.49) сходится в некоторой 
точке 01 zz  . Тогда этот ряд сходится абсолютно в круге 

Rzzzz  |||| 010  и равномерно в круге Rqzz  || 0  
(рис. 1.24). Если же этот ряд расходится в некоторой 
точке 2z , тогда он расходится в каждой точке z , удов-
летворяющей неравенству .|||| 020 zzzz   

Для каждого степенного ряда существует так назы-
ваемый круг сходимости ряда с центром в точке 0zz   и 
радиусом сходимости 0R . Радиус сходимости ряда 
можно вычислить по формуле  

 

 ,,0,lim
1

nc
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 (1.50) 

или  

 ,
||

1lim
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  (1.51) 

если указанные пределы существуют. 
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Имеет место  
Теорема 1.8 (о почленном дифференцировании и интегрировании сте-

пенных рядов). Пусть 0R  – радиус сходимости степенного ряда (1.49). То-
гда этот ряд можно почленно дифференцировать в круге Rzz  || 0  любое 
число раз. Получаемые при этом дифференцировании ряды имеют тот же ра-
диус сходимости, что и исходный ряд. Кроме того, ряд можно почленно ин-
тегрировать вдоль любой гладкой кривой, расположенной в круге сходимости 

Rzz  || 0 . 
Почленное дифференцирование и интегрирование комплексных степен-

ных рядов, как и в действительном анализе, позволяет иногда найти их  сумму.  

1.118. Найти радиус сходимости и сумму ряда: а) 
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n
n

n
z

 б) 


1
.

n

nnz  

 а) имеем nc n
n /)1( 1 . По формуле (1.51) находим радиус сходимо-

сти ,1lim 


n
n

nR  т. е. ряд сходится абсолютно в круге 1|| z  к некоторой 

сумме )(zS : 

 





1

1 .)1()(
n

n
n

n
zzS  (1.52) 

Продифференцировав равенство (1.52) почленно, получим  

 21)( zzzS ,
1

1...3

z
z


  1|| z ,  откуда  

 .)1(Ln
1

)( Cz
z

dzzS 


   (1.53) 

Из равенства (1.52) следует, что .0)0( S  Тогда, согласно (1.53),  получа-
ем 0C . Взяв главную ветвь логарифма, из соотношения (1.53) будем иметь  

 ...)1(...
32

)1ln()( 1
32

 

n
zzzzzzS

n
n , (1.54) 

где | | 1;z  
б) Имеем ncn  . По формуле (1.50) 1R , т.е. данный ряд сходится аб-

солютно в круге 1|| z  к некоторой сумме  
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Интегрируя это равенство почленно, будем иметь  
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Отсюда дифференцированием по z  находим  
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1.119.  Найти круг сходимости ряда: 
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0
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Отв.: а) ;|| ez   б) ;2|| z  в) ;2/1|2| z  г) ;1|1| z   
д) ;3/2|1| z  е) ;|| eiz   ж) ;2/1|1| z  з) ;5/2|1| z  и) ;1|| z    
к) ;1|| z   л) ;R    м) ./1|| ez   

1.120.  Радиус сходимости R  ряда 


0n

n
nzc  таков, что .0R  Определить 

радиус сходимости ряда: 
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Отв.: а) ;R  б) ;2/R  в) ;  г) ;0  д) ;kR  е)* ,R  если 1|| 0 z , и ,
|| 0z

R
 если 

1|| 0 z . 

1.121. Найти сумму ряда: а) ;
1 n

zn

n




    б) .

121

12








n
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n
z

  

Отв.: а) )1ln( z , 1|| z ;   б) .1||,
1
1ln

2
1



 z

z
z

  

Теорема 1.9. Функция )(zf , однозначная и аналитическая в точке  

0zz  , разлагается в окрестности этой точки в степенной  ряд Тейлора: 

 





0
0 )()(

n

n
n zzczf , (1.55) 

коэффициенты  nc  которого вычисляются по формулам  

 ...,2,1,0,
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zz

dzzf
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c
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nn 
, (1.56) 

где   – окружность с центром в точке  0z , целиком лежащая в окрестности 
              точки 0z , в которой )(zf  аналитическая.  
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Эта окружность проходит через особую точку *z  функции )(zf , бли-
жайшую к точке 0z , т. е. радиус сходимости ряда Тейлора (1.55) равен рас-
стоянию от точки 0z  (центра разложения) до ближайшей особой точки *z   
функции )(zf . 

Приведем разложения в ряд Тейлора основных элементарных функций, 
называемые  основными тейлоровскими разложениями.   
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C z
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n
z   (1.57) 
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n
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C z
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n  (1.59) 

4. .,
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n
zz

n
zz C  (1.60) 

5. Ранее в (1.54) получено разложение  

 .1||...,)1(...
32

)1ln( 1
32

  z
n
zzzzz

n
n  (1.61) 

6. Для главной ветви  функции  )1( z  имеет место разложение 
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  (1.62) 

В частности, 

7. .1||...,...1
1

1 32 


zzzzz
z

n  (1.63) 

8. .1||...,)1(...1
1

1 32 


zzzzz
z

nn  (1.64) 

Далее,  

 ...
!5

16
!3

2tg 53  zzzz  . (1.65) 

Ближайшей особой точкой к точке 00 z   является точка 2/* z . По-
этому радиус сходимости ряда (1.65) 2/R . 

9. .1||...,
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Основные тейлоровские разложения применяются для разложения в ряд 
Тейлора других функций. 

1.122. Разложить в ряд Тейлора функцию )(zf  в окрестности точки  0z : 

а) ;0,
32

)( 02 


 z
zz

zzf  б) .3),52ln()( 0  zzzf  

 Разлагаем )(zf  на простейшие дроби: 
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Отсюда согласно разложениям (1.63) и (1.64) получаем  
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zzzzzzzf
 (1.68)  

Ближайшей к точке 00 z  особой точкой функции )(zf  является точка 
1* z . Поэтому радиус сходимости полученного ряда (1.68) 1;R  

б)  Введем замену 3 z . Тогда   
 )517ln())3(52ln()52ln()( zzf

).(
17
51ln17ln
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Отсюда следует, что разложение функции )(zf  по степеням 3z  равносильно 
разложению функции )(  по степеням  . Используя стандартное разложение 

(1.61) при  
17
5

z , получаем  
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Поскольку 3 z , то отсюда имеем разложение заданной функции 
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1.123. Используя основные разложения, а также возможность почленного 
дифференцирования и интегрирования степенных рядов, разложить функции в 
ряд по степеням z  и указать области сходимости полученных рядов: 

а) 3 27 z ;  б) 2)2(
13




z
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1.124. Разложить функции в ряд по степеням 0zz   и определить  области 
сходимости рядов: 
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Обобщением ряда Тейлора является ряд Лорана, в который разлагается 
аналитическая функция в некотором кольце комплексной плоскости. Имеет место  

Теорема 1.10. Функция )(zf ,  аналитическая и однозначная в кольце 
Rzz  || 0 , разлагается внутри его в сходящийся ряд  
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Коэффициенты этого ряда вычисляются по формулам  

  
 




 
,))((

2
1;

)(
)(

2
1 1

01
0

dzzzzf
i

cdz
zz
zf

i
c n

nnn  (1.70) 

где   –  окружность .,|| 0 Rrrzz    Это разложение единственно. 
Ряд (1.69) с коэффициентами (1.70) называется  рядом Лорана  функции  

)(zf  в кольце Rzz  || 0 . Совокупность 
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n
n zzc  с неотрицатель-

ными степенями 0zz   называется правильной, или регулярной частью ряда 
Лорана, а совокупность  
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с отрицательными степенями  0zz   –  главной частью ряда Лорана. 
Формулы (1.70) для коэффициентов ряда Лорана на практике применяют-

ся редко, поскольку, как правило, приводят  
к громоздким вычислениям. Обычно по воз-
можности используются тейлоровские раз-
ложения элементарных функций. 

1.125. Разложить в ряд Лорана по сте-

пеням z  функцию 
23
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zf  в 

кольце  2||1  z .  
   В данном кольце 1|2/| z  и 

1|/1| z . Тогда    
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1.126. Найти все лорановские разложения функции 432 550
1005)(

zzz
zzf




  

в кольце по степеням  z .  
 Особыми точками функции )(zf  являются корни знаменателя 

 32 550 zz ),5)(10(24  zzzz  т. е.  10,0 10  zz  и 52 z . Пусть 1D  – 
кольцо 5||0  z , 2D  – кольцо 10||5  z , 3D  – внешность круга 10|| z   
(рис. 1.25). Разложим функцию )(zf   на простейшие дроби: 

 .
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1D0 -5 10 X 

Рис. 1.25 
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В кольце 15/||5||0:1  zzD   и 110/|| z , поэтому из равенства 
(1.71) получим  
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Итак,  в кольце 5||0  z  главная часть ряда Лорана содержит два сла-

гаемых  2
2
z

 и 
z10

1
 . 

В кольце 1|/5|10||5:2  zzD   и 110/|| z . Тогда из  равенства 
(1.71) получим  
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Заметим, что в кольце 10||5  z  главная часть ряда Лорана (1.72) со-
держит бесконечное множество слагаемых. 

В кольце 1|/10|10|:|3  zzD   и 1|/5| z .  Тогда  
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Итак, в 3D  лорановское разложение функции )(zf  содержит только 
главную часть.  ▲ 

1.127. Найти все лорановские разложения функции 
4

2)( 2 


z
zzf  по сте-

пеням  )31(31 iziz  .  

 Особыми точками функции 
4

2)( 2 


z
zzf  являются 21 z  и 22 z  

(рис. 1.26), а центром разложения – точка  .310 iz   
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Радиусы   и R  колец разложения находятся как расстояния от 0z  до 
особых точек функции )(zf . Из рис. 1.26 имеем  

,103)21(|| 22
01  zz  .233)21(|| 22

02  zzR  

Разложим функцию )(zf  на простейшие дроби: 
2

1
2

1
4

2
2 





 zzz
z .  

В круге 10|31|:1  izD  имеем .110/|31|  iz  В этом круге функ-
ция )(zf  аналитическая. Представим ее в виде 
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Так как в круге 1D  выполняются нера-
венства  
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то, согласно формуле суммы бесконечно убы-
вающей геометрической прогрессии, получим  
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В кольце 123/|31|23|31|10:2  izizD  и 1|31|/10  iz .  
Тогда  
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В области  
1|31|/2323|31|:3  izizD  и 1|31|/10  iz .   

3D  
2D  1D

0 
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Рис. 1.26 
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Тогда 
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1.128. Функцию 2

2

)1(
2sin)(





z

zzzzf  разложить в ряд Лорана в окрестно-

сти точки  10 z . 
 Преобразуем функцию )(zf  к виду  

      


















































222

22

)1(
1sin1cos

)1(
1cos1sin)1(

)1(
11sin

)1(
11sin)1(

)1(
11sin)1)1(()(

zz
z

z

z
z

z
zzf

  (1.73)  

.
)1(

1sin1cos
)1(

1cos1sin 22 





zz
 

Используя разложения (1.58) и (1.59) для tsin  и tcos  при  2)1/(1  zt , 
будем иметь  

...,
)1(!4

1
)1(!2

11
)1(

1cos 842 






 zzz

 





 22 )1(

1
)1(

1sin
zz

...
)1(!5

1
)1(!3

1
106 




 zz
.  

Отсюда с учетом (1.73) окончательно получаем 
























 573 )1(!3

1
1

11cos...
)1(!4

1
)1(!2

1)1(1sin)(
zzzz

zzf  























 ...

)1(!4
1

)1(!2
111sin...

)1(!5
1

849 zzz

















 ...

)1(!5
1

)1(!3
1

)1(
11cos 1062 zzz

. ▲ 
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1.129. Разложить в ряд Лорана функцию )(zf  в окрестности точки  0z : 

а) .1,
)1(

)( 02 


 z
z

zzf  Отв.: .
1

1
)1(

1
2 


 zz
 

б) .,
1

)( 02 iz
z

zzf 


   Отв.: .
)2(

)()1(
4
1

)(2 0











n
n

nn

i
iz

iz
i

 

в) .2,
23

)( 02 iz
izz

zzf 


  Отв.: .)2(
2 0












n
n

n

i
iz

iz
i

 

г) .1,
)2()1(

)( 02 


 z
zz

zzf    Отв.: .
3

)1(
9
2

1
9/2

)1(
3/1

0
12 











 n

n

nz
zz

 

д)* .,
)1()1(

1)( 022 iz
zz

zf 


   

Отв.: .)(
2)1(4

)1)(1(
)1(4

11
4
1

0
3

1

1







 




















n

n
n

n

nn izi
i

in
i
i

iz
 

е)*  .2,
)2)(1(

)( 02 


 z
zz
zzf  

Отв.:  .
3

)2()1(
)2(

2/3
2

9/1
0

3
1

2 





 





 n
n

n
n z

zz
 

1.130.  Функцию )(zf  разложить в ряд Лорана в указанном кольце D : 

а) .2|1|:,
34

2)( 2 



 zD

zz
zzf  Отв.: .

)1(
25

1
1

2

2











 n
n

n

zz
 

б) .2||1:,
23
3)( 3

2





 zD
zz
zzzf  Отв.: .

2
)1(

0
1

1
1 














n
n

nn

n
n

z
z

n
 

в) .2||:,
)4(

)( 22

5



 zD

z
zzf  Отв.: .4)2(

0
12

1










n
n

n

z
nz  

г) .2||1:,
)4)(1(

1)( 22 


 zD
zz

zf    

 Отв.: .
45

)1(
5
)1(

0

2
1

1 2 







 





n

n
n

n

n

n
n

zz  

д) .2|2|:,
)2)(3(

)( 2 


 zD
zz

zzf   

 Отв.: .)2()1(3
)2(

2
2

3
0

2 








 n

nn z
zz

 

е) .2||1:,
)1)(2(

52)( 2

2





 zD
zz
zzzf   
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Отв.: n

n
n

nn
n ziii

z
)2(

5
)2()2()1(

2
1

0
1

11














 при .5|2|0  z  

1.131. Данную функцию разложить в ряд Лорана в окрестности точки 0z : 

а) ., 0

1

izez iz    Отв.: .)(
!)!1(

1
1












 

n

niz
n
i

n
 

б)* .2,
)2(
4cos 02

2



 z

z
zz

 

Отв.: 

























1
4

2

24

121

)2()!2(
1cos4)1(

)2()!12(
1sin4)1(1cos

n
n

nn

n

nn

znzn
 при  |2|0 z . 

в) .1,
1

1sin 0
2 


z

z
z   

Отв.:  2)1(z 
























1
212

1

)1()!12(
)1(2

)1(
))!12/(1)!12/(1()1(

n
n

n

n

n

znz
nn

  

при  |1|0 z . 

г)* 
z

z 1sinsin   в области  ||0 z . Отв.: ,
0

2
2

0

2
2 











n

n
n

n

n
n zczc  где 





 




0
22 ...,2,1,0,

)!122()!12(
1)1(

k

n
nn n

knk
cc  . 

д) .0,2sin1
0

2 z
zz

   Отв.: ...
2!6
4

2!4
4

2!2
4

7

6

5

4

3

2


zzz
 . 

е)*   .0,1sin21 02
2  z

z
zz  

Отв.:  











 










0 0
2414

0
4 .

)!12(
)1(

)!12(
)1(

)!12(
)1(2

n n
n

n

n

n

n
n

n

znznzn
  

 
 

1.6.  Нули и изолированные особые точки аналитических 
функций 

 
Нули аналитических функций. Устранимые особые точки. Полюсы. 

Существенно особые точки. Поведение функции в бесконечно удаленной 
точке. 

 
Нулем аналитической в области D  функции )(zf  называется комплекс-

ное число Da , для которого 0)( af . Разложение функции )(zf  в окрест-
ности ее нуля в степенной ряд имеет вид  
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 .0,)(...)()()( 1
1

2
21  




cazcazcazczf

n

n
n  (1.74) 

При выполнении условий  (1.74)  нуль a функции )(zf  называется  простым. 
Точка az   называется нулем порядка  k  аналитической в D  функции 

)(zf , если в разложении )(zf  в ряд Тейлора  

 ...)()(...)()( 1
110  


k
k

k
k azcazcazcczf  (1.75) 

в окрестности точки a  коэффициенты  1210 ...,,,, kcccc  равны нулю, но  
0kc , т.е. ряд (1.75) в этом случае  имеет вид  

 
.)()(...))(()(

...)()()()(

0
1

2
2

1
1

















p

p
pk

k
kk

k

k
k

k
k

k
k

azcazazccaz

azcazcazczf
 (1.76) 

Если обозначить )()(
0

zazc
p

p
pk 




 , где  )(z  – аналитическая в ок-

рестности точки a  функция, то представление (1.76) аналитической функции  
)(zf  в окрестности ее нуля a  порядка k  имеет вид  

 .0)(),()()(  azazzf k   (1.77) 
Как и в действительном анализе, имеет место  
Теорема 1.11.  Для того чтобы точка az   была нулем порядка k  ана-

литической функции )(zf , необходимо и достаточно выполнения соотноше-
ний  
 0)(,0)(...)()()( )()1(   afafafafaf kk . (1.78) 

1.132. Определить порядок нуля функции: 

а) );cos1()( zzzf   б) 
1

2/1cos)( 3

2




 ze
zzzf . 

 а) разложим )(zf  в ряд Тейлора по степеням z : 

 )cos1( zz ),(...
!6!42

1...
!6!4!2

11 3
42

3
642

zzzzzzzzz 
















  

где  2/1)(z ...24/2 z  – аналитическая в окрестности 0z  функция, 
0)0(  . 

Согласно критерию (1.77), заключаем, что 0z  – нуль 3-го порядка дан-
ной функции; 

б) в точке 0z  обращаются в нуль и числитель, и знаменатель данной 
функции. Представим их рядами Тейлора по степеням z : )(zf  

.
...!2/93
...!6/!4/1

...!2/93
...!6/!4/

1...)!2/931(
2/1...)!6/!4/!2/1( 2

3
2

64

2

2642






















z
zz

zz
zz

zz
zzzz

 
Так как выражение, стоящее в скобках, при  0z  не обращается в нуль и 
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является, очевидно, аналитической функцией, то, согласно (1.77), точка 0z  – 
нуль 3-го порядка функции  )(zf . ▲ 

1.133. Определить нули функции zzzf sin)( 2   и их порядок. 
 Ясно, что нулями данной функции являются точки 00 z  и 

Z nnzn , . Имеем последовательно:  

0)0(cossin2)( 2  fzzzzzf ;   zzf sin2)(  

0)0(sincos4 2  fzzzz ;    zzzzzzf cossin6cos6)( 2  
 06)0( f . Согласно (1.78) заключаем, что 0z  – нуль 3-го порядка 

данной функции. Поскольку Z nnnf n ,0)1()( 22 , то точки nzn  – 
нули 1-го порядка для )(zf .  ▲ 

1.134. Определить нули функций и их порядок. Для пунктов д) и е) опре-
делить порядок нуля 00 z . 

а) 
zz

zzf
sin

)(
8


 .  Отв.: 0z  –  нуль 5-го порядка. 

б) zzzf 2)sh1()(  .       Отв.:   0z   –  нуль  3-го  порядка, zn = 
                                                               N nin ,2/)14(   – нули 2-го порядка. 

в) 3cos)( zzf  .   Отв.: ...1,0,2/)12(3  nnzn   – нули 1-го порядка. 

г) 32 )1()(  zzf . Отв.: N ninzn , , –  нули 3-го порядка. 

д) 
)2/(sin)2/(

)( 22

6

zz
zzf


 .   Отв.:  0z  – нуль 2-го порядка. 

е) 
zz
zzf

sh
)2cos1()(

2




 .               Отв.:  0z  – нуль 1-го порядка. 

Точка 0z  называется изолированной особой точкой функции )(zf , если 
существует окрестность этой точки, в которой )(zf  аналитична и однозначна  
всюду, кроме  самой точки  0z . 

Точка 0z  называется устранимой особой точкой функции )(zf , если 
существует конечный предел функции )(zf  в точке 0z . Так, для функций 

zezf z /)1()(   и zzzg /)(sin)(   особой точкой является точка 00 z . По-
скольку 1)(lim)(lim

00



zgzf

zz
, то 00 z  – устранимая особая точка для 

функций )(zf  и )(zg . 
Изолированная особая точка называется: 1) полюсом  для функции )(zf , 

если 


)(lim
0

zf
zz

; 2) существенно особой точкой (с. о. т.), если )(zf  не име-

ет предела при 0zz  . 
Тип изолированной особой точки тесно связан с характером разложения 

функции )(zf  в ряд Лорана в круге  ||0 0zz  с выколотым центром 0z . 
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Имеют место следующие утверждения: 
Теорема 1.12. Изолированная особая точка 0z  функции )(zf  является уст-

ранимой особой точкой тогда и только тогда, когда лорановское разложение функ-
ции )(zf  в окрестности точки 0z  не содержит главной части, т. е. имеет вид  

 





0
0 )()(

n

n
n zzczf . (1.79) 

Следовательно, если 0z  – устранимая особая точка для )(zf , то, со-
гласно (1.79), 0)(lim

0

czf
zz




. 

Теорема 1.13.  Изолированная особая точка 0z  функции )(zf  является 
полюсом тогда и только тогда, когда главная часть лорановского разложения 
функции )(zf  в окрестности точки 0z  содержит конечное число k , 1k , 
отличных от нуля членов, т. е. имеет вид  

 .0,)(...
)()(

)(
0

0
1

1
1 








 








  k
n

n
nk

k
k

k czzc
az

c
az

c
az

czf  (1.80) 

В этом случае число k  называется порядком полюса.  При 1k  полюс 
0zz   называется  простым. 
Если 0z  – полюс порядка k  функции )(zf , то в его окрестности функ-

ция )(zf  представима в виде  

 ,0)(),(
)(

1)( 


 az
az

zf k   (1.81) 

где 





kn

kn
n azcz )()(  – аналитическая в окрестности точки 0z  функция и 

0)(  kca . 
Точка 0z  – полюс порядка k  функции )(zf  в том и только в том случае, 

когда для функции )(/1)( zfzg   точка 0z   –  нуль порядка k . 
Из теорем 1.12 и 1.13 следует, что 0z  – с. о. т. функции )(zf , когда глав-

ная часть лорановского разложения в проколотой окрестности точки 0z  со-
держит бесконечно много отличных от нуля членов.   

Теорема 1.14 (Сохоцкого). Если 0z  – существенно особая точка для од-
нозначной аналитической функции )(zf , то для любого комплексного числа A , 
включая A , найдется последовательность точек }{ nz , сходящаяся к 0z , 
такая, что Azf nn




)(lim . 

1.135.  Определить тип особой точки 00 z  для функций: 

а) ;
6/sin

1cos)( 3

3

1 zzz
zzf



   б) ;2cos)( 32 z
zzf    

в) .
2/1cos

1)( 2

3

3 zz
ezf

z
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 а) используя разложения в ряд Тейлора функций 3cos z  и zsin , получаем 
 

  









...!7/!5/
...!4/!2/

6/...!7/!5/!3/
1...!4/!2/1)( 75

126

3753

126

1 zz
zz

zzzzzz
zzzf  

.
...!7/!5/1
...!4/2/1

2

6














z
zz  

Так как числитель и знаменатель выражения в скобках при 0z  в нуль 
не обращаются, то согласно (1.77), заключаем, что 0z  – простой нуль функ-
ции )(1 zf ; 

б) поступая аналогично пункту а), имеем  









 ...

!6
2

!4
2

!2
21)( 18

6

12

4

6

2

2 zzz
zzf ...

!6
2

!4
2

!2
2

17

6

11

4

5

2


zzz
z . 

Значит, 0z  – с. о. т.; 
в)  имеем  

.
...!6/!4/1

...6/272/931
2/1...)!6/!4/2/1(

1...)6/272/931()( 2

2

32642

32

3









z

zz
zzzzz

zzzzf   

Отсюда, согласно (1.81), следует, что 0z  – полюс третьего порядка.  ▲ 
1.136. Доказать, что точка 0z  является устранимой особой точкой для 

функций:  

а) ;2/,
)2/(

1
cos

1
022 





 z

zz
  б) ;0,

tg 0 z
z

z
 

в) ;0,
sin

1
1

1
0 


z

ze z    г) .0,11ctg 0  z
zz

 

1.137. Доказать, что точка 0z  является полюсом для функций: 

а) ;0,
cos1 0 

z
z

z
 б) ;,

)1(
1

022 iz
z




 

в) ;0,
)1( 02 


z

e
z

z     г) .,
1 0 iz

e
z

z 


 

1.138. Доказать, что точка 0z   – с. о. т.  для функций: 

а) ;,
1

sin 02 iz
z



  б) ;0,sin 0

2 z
z

z 
 в) ;2/, 0

tg ze z  

г) ;1,
1

cos 0 


z
z

z
 д) .1,)1( 0

)1/(1   zez z  

1.139. Для данных функций найти особые точки и установить их характер: 

 а) .1
1

1
2ze z 

  Отв.:  0z  – полюс 2-го порядка; ,inzn    

 ...2,1 n , – простые полюсы. 
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б) 
z

e z 1cos . Отв.:  0z  – с. о. т. 

в)  .
)cos2(

1
3 zz 

 Отв.:  0z  – полюс 3-го порядка;  

 Z ninzn ),32ln(2  , – простые полюсы. 

г) .1ctg
z

z   Отв.: 0z  – устранимая особая точка;  ,nzn   

 ,...2,1 n , – полюсы 1-го порядка. 

д) .
1

cos
1

1
2  z

z
z

   Отв.: 0z  – устранимая особая точка;  

 1z  – с. о. т. 

е) .
)1(

1
2zez 

     Отв.: 0z  – полюс 2-го порядка; ,inzn    

  ,...2,1 n , – простые полюсы. 

ж) .

2
1cos)4( 22

7




z
z

z
 Отв.: 2z  – полюс 2-го порядка; 2z  – с. о. т. 

з)  )/1(tg ze . Отв.:  Z


 n
n

zn ,
)12(

2


, – с. о. т. 

По определению окрестностью бесконечно удаленной точки z  на-
зывается внешность круга Rz ||  достаточно большого радиуса R . При заме-
не wz /1  окрестность точки z  плоскости zC  перейдет в окрестность 
точки 0w  плоскости wC  и, значит, изучение поведения функции )(zf  в ок-
рестности точки z  сводится к изучению поведения функции  )/1( zf  в ок-
рестности точки 0z . 

Говорят, что аналитическая функция )(zf  имеет полюс k -го порядка или 
существенную особенность в бесконечно удаленной точке z , если функция 

)/1( zf  обладает аналогичным свойством в точке 0z . Например, функция 

)/1sin( 3z  имеет в точке z  нуль 3-го порядка, поскольку функция 

!3/sin 933 zzz  ...)!5/!3/1(...!5/ 126315  zzzz  имеет в точке 0z  
нуль 3-го порядка. 

Разложение  

 








 
10

)(
n

n
n

n
n
n za

z
azf , Rz  , (1.82) 

называется  разложением функции )(zf  в ряд Лорана в окрестности бесконеч-

но удаленной точки z . Ряд 


1n

n
n za  называется главной частью ряда Лора-
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на (1.82), а ряд 






0n
n
n

z
a

 – его правильной частью, т.е. главная часть ряда Лора-

на (1.82) содержит положительные степени z , а правильная – нулевую и отри-
цательные степени z . 

Если главная часть в ряде (1.82) отсутствует, то точка z  называется 
устранимой особой точкой функции )(zf . В этом случае 0)(lim azf

z



. Точка 

z  называется нулем порядка k  функции )(zf , если главная часть ее ряда 
Лорана (1.82) отсутствует, а для правильной части выполнено условие  
 ,0,0... 1210   kk aaaaa   (1.83) 
т. е. в этом случае функция )(zf  представляется рядом  

 )(1...1)( 2
)2()1( z

zz
a

z
a

a
z

zf k
kk

kk 







 

 , (1.84)  

где ...)( 2
)2()1(  

 z
a

z
a

az kk
k  и 0)(lim  


kz

az . 

Точка z  называется полюсом порядка k  функции )(zf , если ее раз-
ложение в окрестности z  имеет вид  

 ,0,)(
10

 







k

k

n

n
n

n
n
n aza

z
azf  (1.85) 

т. е. в этом случае главная часть ряда Лорана содержит k  слагаемых и равна  
.0,...2

21  k
k

k azazaza  
Если же главная часть ряда Лорана содержит бесконечное множество сла-

гаемых, то z  называется существенно особой точкой (с. о. т.) функции )(zf . 
1.140. Установить характер особой точки  z  для функций: 

а) 44 z
z


;    б) zsin ;    в) zez /13 . 

  а) при 2|| z   имеем 1||/2 2z . Тогда  

  


 2244 )/2(1
1

4 zz
z

z
z







 











...2112)1(1

23

2

2
0

3 zzzz

n

n

n . 

Отсюда согласно (1.84) заключаем, что точка z  – нуль 3-го порядка для 

функции 44 z
z


; 

б) из разложения  ...!5/!3/sin 53  zzzz   следует, что главная часть 
ряда Лорана функции zsin  в окрестности точки  z  содержит бесконечное 
число слагаемых, т.е. z  – с. о. т. функции zsin ; 

в) так как 





 

z
zz

zzzz
zez z

2
1...

!4
1

!3
1

2
111 23

432
3/13   
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...
!4
1

!3
1


z

, то согласно равенству (1.85) заключаем, что функция  zez /13  в 

точке  z  имеет полюс 3-го порядка.   ▲ 
1.141. Определить характер бесконечно удаленной особой точки для 

функций: 

а) 2

23 75
z

zzz 
;  б) 42

43
z

z  ;  в) 2/ ze z ;  г) 
z
1sin ;  д) 

2/1 ze ;  

е) 43/2  ze z ;  ж) 15 33  zze z . 
Отв.: а) простой полюс; б) устранимая особая точка; в) с. о. т.; г) устрани-

мая особая точка; д) устранимая особая точка; е) полюс 2-го порядка; е) с. о. т. 
 

1.7. Вычеты и их приложения 
 

Понятие вычета. Вычисление вычета в полюсах и в с. о. т. Вычет  
в бесконечно удаленной точке. Основная теорема о вычетах. Приложения 

вычетов к вычислению интегралов вида ;)cos,(sin
2

0



dxxxR ;)(



dxxR  





.)( dxexf itx  Лемма Жордана.  

Пусть 0zz   – изолированная особая точка однозначной аналитической 
функции )(zf . В окрестности этой точки функция )(zf  однозначно предста-
вима сходящимся рядом Лорана  









 


1 00
0 )(
)()(

n
n

n

n

n
n zz

czzczf  

с коэффициентами nc  и nc , вычисляемыми по формуле (1.70). Среди этих ко-
эффициентов особо выделяется коэффициент 1c , называемый вычетом  функ-
ции )(zf  в точке 0z  и обозначаемый )(Res

0
zf

zz
. Согласно (1.70), вычет вычис-

ляется по формуле  

  
 

dzzf
i

czf
zz

)(
2
1)(Res 1

0

,  (1.86) 

где   – замкнутый контур, ориентированный положительно. В качестве конту-
ра   можно взять окружность с центром в точке 0z  достаточно малого радиуса, 
чтобы она не выходила за пределы области аналитичности функции )(zf  и не 
содержала внутри себя других особых точек этой функции. Из формулы (1.86) 
вытекает, что  
 ),(Res2)(

0

zfidzzf
zz 

 


 (1.87) 

т. е. контурный интеграл от функции )(zf  по границе    достаточно малой 
окрестности точки 0z  равен вычету )(zf  в точке 0z ,  умноженному на .2 i  
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В устранимой особой точке вычет функции равен  нулю. 
1.142. Исходя из определения найти вычет функции )(zf  в точке 0 0,z  

если: 
а) 4/cos)( zzzf  ; б) zezzf /13)(  . 
 а) Имеем разложение  









 ...

!6!4!2
11cos 642

44
zzz

zz
z

   ...
!6!4

1
!2
11 2

24 
z

zz
, 

т. е. 0z  – полюс 4-го порядка для )(zf . Так как в этом разложении коэффи-

циент 1c  при 1z  равен нулю, то 0)(Res
0




zf
z

. 

б) Аналогично предыдущему    

 

  ...

!5
1

!4
1

!3
1

!2
111 5432

3/13

zzzzz
zez z  

,24/1...
!5

1
24
1

6
1

2
1

1
2123  

 czzzzz  

т. е. 24/1)(Res
0




zf
z

.  ▲ 

Если 0z  – простой полюс функции )(zf , то  
  )()(lim)(Res 0

00

zfzzzf
zzzz




. (1.88) 

Если функция )(zf  в окрестности точки 0z  представима в виде частного 

двух аналитических функций 
)(
)()(

z
zzf




 , причем ,0)(,0)( 00  zz   

0)(' 0 z , т. е. 0z – простой полюс функции )(zf , то  

 .
)('
)(

)(
)(Res)(Res

0

0

00 z
z

z
zzf

zzzz 








 (1.89) 

Если 0z  – полюс функции )(zf  в точке 0z  порядка ,k  то  

  )()(lim
)!1(

1)(Res 01

1

00

zfzz
dz
d

k
zf k

k

k

zzzz



 




. (1.90) 

Если 0zz   – с. о. т. функции )(zf , то для вычисления вычета в этой 
точке надо найти коэффициент 1c  разложения в ряд Лорана функции )(zf   
в окрестности точки 0z . 

1.143.  Найти вычеты функции )(zf   во всех ее изолированных особых 
точках: 

а) 3)3)((
1)(





ziz
zzf ;   б) 2

3

4
)(

z
zzf


 ;   в) 2
2

2
1sin)(
z

zzf  . 

 а) точка iz   –  полюс первого порядка функции )(zf , а 3z  – по-
люс 3-го порядка. По формулам (1.88) и (1.90) соответственно будем иметь: 
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3 3

3

33 33

( )(1 ) 1 11 2Res ( ) lim lim ;
250( )( 3) ( 3)

1 ( 3) (1 ) 1 1 11 2Res ( ) lim lim ;
2! 2 125( )( 3)

 

 

    
  

  
               

z i z iz i

z zz

z i z z if z
z i z z

z z z if z
z iz i z

 

б) для функции )(zf   точки i2  – простые полюсы. По формуле (1.89) 

находим  
3 3 3

22 2
2 2 2

Res ( ) 2; Res ( ) 2;
2 2(4 ) 

  

      
z i z i

z i z i z i

z z zf z f z
z zz

 

в) особой точкой функции )(zf   является 0z . В окрестности 0z  ряд 
Лорана функции )(zf  имеет вид  







 

2
1...

2!5
1

2!3
1

2
1)( 105632

2

zzz
zzf ...,

2!5
1

2!3
1

8543 
zz

 

т. е. содержит бесконечное число членов в главной части. Отсюда следует, что 
0z  – с. о. т. функции )(zf . Так как в полученном разложении коэффициент 

1c  при  1z  равен нулю, то .0)(Res
0




zf
z

 ▲ 

1.144.  Найти вычеты функции )(zf   в ее особых точках: 

а) 
34

)( 2 


zz
zzf . Отв.: 2/3)(Res,2/1)(Res

31



zfzf

zz
. 

б) 
1
1)( 2

2





z
zzf .  Отв.: 1)(Res,1)(Res

11



zfzf

zz
. 

в) 3
1)(

zz
zf


 .    Отв.: 2/1)(Res,1)(Res

10



zfzf

zz
, 2/1)(Res

1



zf

z
. 

г) 
6116

1)( 23 



zzz

zzf .  Отв.: ,3)(Res,1)(Res
21




zfzf
zz

  

 2)(Res
3




zf
z

. 

д) 
33

)( 23

2




zzz
zzf . Отв.: 2)(Res

2



zf

iz
, 

10
9)(Res

3



zf

z
. 

е)  3

2

)2(
)(




z
zzf . Отв.: 1)(Res

2



zf

z
. 

ж)  2)1(
1)(




zz

zzf . Отв.: 1)(Res,1)(Res
10




zfzf
zz

. 

з)  
)2()1(

)( 3 


zz
ezf

z
.  Отв.: 27/)(Res,54/17)(Res 3

21
ezfezf

zz



. 

и) 223 )4(
1)(



zz

zf . Отв.: 64/1)(Res,32/1)(Res
20




zfzf
izz

. 
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к) 
)1(

)( 3 


zz
ezf

z
. Отв.: ezfzf

zz



)(Res,2/5)(Res

10
. 

л) 35
1)(

zz
zf


 . Отв.: 2/1)(Res,1)(Res

10



zfzf

zz
. 

м) 3)1(
2sin)(




z
zzf . Отв.: 2sin2)(Res

1



zf

z
. 

н) 
)2(

1)( 22

2





zzz

zzf .  Отв.: ,3/2)(Res,4/1)(Res
10




zfzf
zz

   

 12/5)(Res
2




zf
z

. 

1.145.  Используя формулу (1.87), вычислить контурные интегралы:  

а) 
 3|2|

2 6

2

z

z
dz

zz
e

; б) 
 2|1|

2 32
2

sin

z
dz

zz

z

; в) 



1||

)2/(
tg

z
zi dz

ze
z

; 

г) 
 2||

2 34
sin

z
dz

zz
iz

; д) 
 3|2|

2 16iz z
dz

; е) 
 0||

1sin
rz

dz
z

. 

Отв.:  а) 3/i ; б) 2/i ;  в)  0;   г) 1sh ;   д) 4/ ;   е) i2 . 
Аналитическая в окрестности точки  z  функция )(zf  представляет-

ся, как известно, рядом Лорана:  

 








 
10

)(
n

n
n

n
n
n zc

z
czf . (1.91) 

Вычетом функции )(zf  в бесконечно удаленной точке z   называется 
коэффициент при z/1  разложения в ряд Лорана (1.91) этой функции, взятый с 
обратным знаком, т. е.  

   
  

dzzf
i

dzzf
i

czf
z

)(
2
1)(

2
1)(Res 1 , (1.92) 

где   – окружность Rz ||  достаточно большого радиуса R , ориентированная 
              положительно (против часовой стрелки), а  – та же окружность, обхо- 
              димая по часовой стрелке. 

1.146. Найти вычет в бесконечно удаленной точке для функций: 

а) zze /)1(  ; б) 
zz
1cos

3
1


; в) 
zz
1sin

4
1

2 
. 

 а) имеем    







   ...

!3
1

!2
111 32

1/11/)1(

zzz
eeee zzz

.)(Res...
2

1
2

11
1 




  ezf

z
e

z
ee

z
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Заметим, что z  устранимая особая точка данной функции; 
б) разложим данную функцию в ряд Лорана:  







 







 




...
!4
1

!2
1131

11cos
3

1
42 zz

z
zzz

...
2
1731...

!4
1

2
11...9311

32422 





 





 

zzzzzzzz
, 

т. е. для данной функции точка z  – простой нуль. Так как 11 c , то 
1)(Res 


zf

z
; 

в) из разложения   







 





...

!3
11

)/41(
11sin

4
1

3442 zzzzzz
 



 






 

 ...4

!3
31...

!3
31...411

975344 zzzzzzz
 

следует, что z  – нуль 5-го порядка для данной функции. Так как  01 c , 
то 0)(Res 


zf

z
.  ▲ 

1.147. Найти вычет в бесконечно удаленной точке для функций:  

а) 
z
1sin ; б) 

)1()1(
1

22  zz
; в) 

9
sin
2 z

z ; г) 
16

4




z
zz

; д)
z

z 2cos ; е) 
zz

z 1sin
1

2


. 

Отв.:  а) –1;  б)  0;   в) 3sh
3
1

 ;  г) 0;   д) 2 ;  е) –1. 

Определяющей в теории вычетов является  
Теорема 1.15 (основная теорема о вычетах).  Пусть функция )(zf  од-

нозначна и аналитическая в односвязной области D ,  за исключением конечно-
го числа особых точек  nzzz ...,,, 21 , и    – замкнутая положительно ориен-
тированная кривая, расположенная в D  и содержащая внутри себя точки 

nzzz ...,,, 21 . Тогда  

 
 


n

k zz
zfidzzf

k1
)(Res2)(  . (1.93) 

Следствие. Если функция )(zf  является аналитической на всей ком-
плексной плоскости C  за исключением конечного числа особых точек 

nzzz ...,,, 21 , то сумма всех вычетов функции )(zf , включая и вычет в точке 
z , равна нулю: 

 .0)(Res)(Res
1







zfzf
zzz

n

k k
 (1.94) 
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1.148.  Вычислить )(Res zf
z 

 для функции  
)2)(1(

)(
2




zz
zzf . 

  Особыми точками функции )(zf  являются полюсы 1-го порядка 11 z   
и 22 z . По формуле (1.88) находим 3/4)(Res,3/1)(Res

21



zfzf

zz
. Со-

гласно формуле (1.94), 1)3/43/1()(Res 


zf
z

.   ▲ 

Теорема 1.15 и ее следствие позволяют вычислять контурные интегралы 
по кривой  в том случае, когда подынтегральная функция в области, ограничен-
ной этой кривой, имеет особые точки. 

1.149.  Вычислить контурные интегралы:  

а)  
 


2||

2

2

)3)(1(z
dz

zz
zI ; б)  ;

cos
sin

2||

2





z

dz
zz
zI  

в)  ;
8sh

4sin1

3,0||
2

4







z

z
dz

izz
zeI     г)  

   
dz

zz

izsh

z
izI

z

 






















22
2 11

2
2

2
sin



. 

 а) особые точки подынтегральной функции – полюсы 1-го порядка 
,1 iz  iz 2  и 33 z .  Из них внутри окружности 2|| z  расположены 

точки  iz 2,1 . Находим вычеты в этих точках:  

20
31)(Res,

20
31)(Res izfizf

iziz








. 

По формуле (1.93)  


 2||

2

2

)3)(1(z
dz

zz
z 1 3 1 32 ;

20 20 5( 1)( 3)
     

 
z i i idz i   

б) особыми точками подынтегральной функции являются ,0z  
Z kkz ,2/  . В круге 2|| z  находятся точки 0z  и 2/z .  

Так как  

0
cos
sinlim

cos
sinlim

0

2

0


 z
z

zz
z

zz
,  

то 0z  – устранимая особая точка. В таком случае 0)(Res
0




zf
z

. По формуле 

(1.89) находим   





 2/

2

/2 )cos(
sin)(Res

 zz zz
zzf .2

sincos
sin

2/

2




 zzzz

z
 

По формуле (1.93) 2 ( 2/ 2 / ) 8 ;    I i i    
в) особой точкой подынтегральной функции в круге 3,0|| z  является 

точка 0z . Раскладывая в ее окрестности функции ze z 4sin,4  и iz8sh  в ряды 
Тейлора,  получаем  
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...)!5/)8(!3/)8(8(
...!3/6441...!3/64841

8sh
4sin1

532

332

2

4

izizizz
zzzzz

izz
ze z

 

.
...)!3/641(8

...!3/1288
...)!3/641(8
...!3/1288

223

32









ziz
z

ziz
zz

 

Замечаем, что 0z  – полюс 1-го порядка для подынтегральной функции  
)(zf . По формуле (1.89)  

)(Res
0z

zf


.1
...)!3/641(8

...)!3/1288(lim 20
i

iziz
zz

z








 

Тогда 2 ( ) 2 ;  I i i   
г) особыми точками подынтегральной функции  )(zf  являются 

1,1 21  zz  и 23 z . Внутри окружности располагаются точки 1z  и 
2z , причем 1z  – полюс 2-го порядка. Выясним характер особой точки 

2z , для этого разложим слагаемое  
2

sin
z
iz  в ряд Лорана:  

  ...
)2(!32

2...
)2(!32

2)2(
2

sin 2

3

3

3























 z
i

z
ii

z
i

z
iz

z
iz . 

Отсюда следует, что 2z  – с. о. т. функции  
2

sin
z
iz  и .2

2
sinRes

2
i

z
iz

z










 

Так как для слагаемого 
)1()1(

2
sh2

2 


zz

iz

 особая точка 2z  является устрани-

мой, то 0
)1()1(

)2/sh(2Res 22












 zz

iz
z


. Таким образом, для подынтегральной функ-

ции )(zf  имеем izf 2)(Res
2z




. Точно так  же найдем, что  0
2

sinRes
1









 z
iz

z
, 

2)1(
2/(2

)1()1(
)2/sh(2Res

1
21z

i
z

izsh
zz

iz
z



























 . 

В итоге 2/)(Res
1

izf
z




. Тогда, согласно основной теореме о вычетах, 

 5)2/2(2  iiiI .  ▲ 
1.150.  Вычислить интегралы: 

а) 
 1||

2 1iz z
dz

;    б) 
 2||

2 1z z
dz

;    в) 
 3||

2 )2()1(z zz
dzz

;    г) 
 2||

4 1z z
dzz

;    

д) 
1||

1sin
z

dz
z

;    е) 
1||

2 1sin
z

dz
z

;    ж) 
1

/1

z

zdze ;     з) 
1||

/32

z

z dzez ;  
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и) 
1||

/21cos
z

z dze
z

;   к) 
1||

/1
)/2sin(

z
z dz

e
z

;  

л) 








 

3/2||
2 cos1sin

2

z

z dzze
z

;    м) 





1
4

:,
)1(

sin 2
2

22 yxdz
z

z
; 

н) 





1
93

:,
)1(

sin 22

5
yxdz

z
zz

;   о)* 
 5,0||

1sin
z

z dz
z

e ;  

п) 
 1||

24 12iz

z
dz

zz
e

; р)* N


ndznz
nz

,tg
||

;    

с)* Z


ndzez
Rz

zn ,
||

/2 ;  т) 


 
3

)2/(1)1/(1/12 ))(1(
z

zzz dzeeezz . 

 
Отв.:  а)  ;   б) 0;    в) 0;    г) 0;   д) i2 ;    е) 0;    ж) i2 ;    з) i9 ;   и) i4 ;   

к) i4 ;  л) 0;     м) i2 ;    н) i
12

1cos41sin 
;    о) 



 


0 )!12()!2(
)1(2

n

n

nn
i ;  

п)  
2

)1cos1(sin)1sin1(cos 
 i ;   р) i4 ;   с) 

)!1(
22

1





n
i

n
  при 0,1n   при 

1n ;    т) i32 . 
С помощью вычетов можно вычислять некоторые определенные интегра-

лы, в том числе и несобственные интегралы 1-го рода. 
Рассмотрим интегралы вида  

 
2

0
)cos,(sin dxxxRI , (1.95) 

где R  – рациональная функция от  xsin  и  xcos . Вводим замену  
 

 
2

cos,
2

sin,
11  





zzx

i
zzx

iz
dzdxzeix . (1.96) 

В результате интеграл (1.95) преобразуется в контурный интеграл 













 


1||

11

2
,

2z iz
dzzz

i
zzRI , вычисляемый с помощью вычетов. 

1.151.  Вычислить интеграл   


2

0 3sin5 x
dxI . 

 Вводим замену ixez  . Согласно (1.96), получим 


 


1||

2 565
2

z izz
dzI . Подынтегральная функция  

565
1)( 2 


izz

zf  

имеет простые полюсы 5/1 iz   и 52 iz  . Так как 
15||,15/1|| 21  zz , то в круге 1|| z  имеется лишь одна особая точ-
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ка 5/1 iz   подынтегральной функции )(zf . В ней
  

.
4)5/)(5/(5

5/lim)(Res
5/5/

i
iziz

izzf
iziz








 

Тогда   )4/(22 iiI .  ▲ 

1.152*. Вычислить 
 





2

2

)cos45(
3cos

x
dxxI . 

 Представим интеграл в виде  
 







2)cos45(

)6cos1(
2
1

x
dxxI  и рассмотрим вы-

ражение iKI  , где 0
)cos45(

6sin
2
1

2 


 




 x
dxxK , поскольку подынтегральная 

функция в этом интеграле нечетная, а отрезок интегрирования ],[   симмет-
ричен относительно начала координат.  В таком случае  













dx

x
xixI 2)cos45(

6sin6cos1
2
1

 dx
x

e ix


 




2

6

)cos45(
1

2
1

.  

Положим  

.
2

cos,,
1

66



zzxze

iz
dzdxze izix  

Тогда 




 









1||

22

7

1||
21

6
,2

2
1

)252(2
1

))(25(
1

2
1

zz
i

i
dz

zz
zz

i
dz

izzz
zI      (1.97) 

где   – сумма вычетов подынтегральной функции )(zf  во всех ее особых точ-
ках, лежащих  внутри окружности 1|| z . Особыми точками )(zf  являются 
нули ее знаменателя 2/11 z   и 22 z  – полюсы 2-го порядка. Из них только 

1z  расположен внутри  . Для него по формуле (1.90) имеем 














 22

72

2/12/1 )2()2/1(4
)()2/1(lim)(Res

zz
zzzzf

zz
   




























 3

7

2

6

2/12

7

2/1 )2(
)(2

)2(
71lim

)2(
lim

4
1

z
zz

z
z

z
zz

zz

1728
3432

32
122

32
72

4
1 3

36

6
2

26

6


















 . 

Подставив  найденное  значение   в (1.97), получим 1728/343 I . ▲ 
Иногда интегралы от функций вида )cos,(sin xxR  бывает удобнее вы-

числять с помощью подстановки zenxi  , где 1n . С другой стороны, замена  
zeix   часто находит применение при вычислении интегралов от более слож-

ных тригонометрических функций, чем )cos,(sin xxR .  
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1.153*. Вычислить интеграл 
2/

0

2 ,2coscos


dxmxxI n  если m  и n  –  

целые неотрицательные числа.  
 В силу четности подынтегральной функции данный интеграл предста-

вим в виде  



2/

2/

2 2coscos
2
1 


dxmxxI n . Так как 02sincos

2/

2/

2 





dxmxxn  в 

силу нечетности подынтегральной функции, то  

 


2/

2/

2 )2sin2(coscos
2
1 


dxmximxxI n 



2/

2/

22 cos
2
1 


dxxe nmxi . 

Положим  x
iz

dzdxze nix 22 cos,
2

,
2

)1(
2

1
2 2

2222

nn

nn

ix

ixnixix

z
z

e
eee 








 








  
 

и, значит, 

 





 
1||

1222
21

22 2
2

2
1)1(

2
1

z
nn

nnm
n i

i
dzzz

i
I  , (1.98) 

где   – сумма вычетов подынтегральной функции  во всех особых точках, рас-
положенных  внутри окружности  1||:  z .  

Если 01 nmnm , то подынтегральная функция является ана-
литической  внутри   и, значит, в этом случае по теореме Коши  0I . 

Если же nm  , то точка 0z  будет полюсом (единственным) функции 
nnm zzzf 21 )1()(   , лежащим внутри окружности  . Из выражения )(zf  

видно, что член 
z

c 1  в ее разложении в ряд Лорана в окрестности 0z  полу-

чится в результате  умножения 1nmz  на тот член разложения бинома nz 2)1(  , 

который имеет вид mnmn
n zC 

2 , а это значит, что mn
nz

Czf 


 20

)(Res . Подста-

вив   в (1.98), получим  mn
nn CI 

 212
 . При этом считаем, что 10

2 nC .  ▲ 

1.154.  Вычислить интегралы: 

а) 


2

0
2)cos45( x

dx
; б) 1,

cos

2

0


 a
xa

dx
; в)  

2

0 sin23 x
dx

;  

г)  

2

0

2

cos45
2cos

x
dxx

; д)  

2

0

2

2cos35
3cos

x
dxx

; е)* 
2

0

2cos dxxn ; 

ж)* Z ndxxnxe x ,)cos(sincos
2

0

cos


;  

з)*  


0
)ctg( dxax , где 0Im a ; и)  



2

0
2 0,

)cos(
ba

xba
dx

. 

Отв.: а) 27/10 ; б) 1/2 2 a ;  в) 5/2 ; г) 48/17 ; 
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д) 54/13 ;    е)* 
!)!2(

!)!12(
n

n 
;    ж)*  2,0при,

|!|
n

n
 при 0n ;   з)* i ;  

и) 2/322 )(
2

ba
a




. 

Пусть )(xR  – рациональная функция вида 
)(
)()(

xQ
xPxR

n

m , где )(xPm  и 

)(xQn  – многочлены степеней m  и  n  соответственно. Если )(xQn  непрерывна 
на всей действительной оси ( 0)( xQn ) и 2 mn , т.е. степень знаменателя 
по крайней мере на две единицы больше степени числителя, то  





 idxxR 2)( , 

где   – сумма вычетов функции 
)(
)()(

xQ
xPxR

n

m  во всех полюсах, расположен-

ных в верхней полуплоскости (с. о. т.  у рациональных функций нет). 
Итак, если nkzk ,1,  , – полюсы функции )(zR , лежащие в верхней по-

луплоскости комплексной плоскости, то  

  


  
 .0Im),(Res2)(

1
k

n

k zz
zzRidxxR

k

  (1.99) 

Аналогично, при условии  2 mn   

  


  
 .0Im),(Res2)(

1
k

n

k zz
zzRidxxR

k

  (1.100) 

1.155. Вычислить интеграл  


 


)16()1( 222 xx
dxI . 

 Для функции 
)16()1(

1)( 222 


zz
zR  условие 2 mn  выполнено. 

Следовательно, данный интеграл можно вычислить по формуле (1.99). Особы-
ми точками функции )(zR  являются полюсы 1-го порядка iz 4  и полюсы 
2-го порядка iz  . В верхней полуплоскости расположены точки iz 4  и 

iz  . В этих точках соответственно 
i

zR
iz 1800

1)(Res
4




 и 
i

zR
iz 900

13)(Res 


.  

По формуле (1.99) .
100
3

900
13

1800
12  






 

ii
iI  ▲ 

1.156. Вычислить несобственные интегралы: 

а) 


  32 )1(x
dx

; б) 


  )9)(4)(1( 222 xxx
dx

; в) 


  124 xx
dx

; 
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г) 






0,04,,,, 2

2 aacbcba
cbxax

dx R ; д) 


 


1
)1(

4

2

x
dxx

; 

е) 


 


1
)1(

6

4

x
dxx

.  

Отв.: а) 8/3 ;   б) 60/ ;   в) 3/ ;   г) 
24

2
bac 


;   д) 2 ;   е) 

3
4

.  

Для вычисления интегралов вида 


00
sin)(,cos)( dxtxxfdxtxxf , где 

)(xf  – правильная рациональная дробь, Rt , часто бывает полезной следующая 
Лемма Жордана. Пусть функция )(zf  является аналитической в об-

ласти 0Im z  всюду, за исключением конечного числа особых точек. Если 
0|)(|max 


zfM

Rz
R  при  z , где R  – верхняя полуокружность с цен-

тром в точке 0z , то при 0t  0)(lim 


R

dzezf itz
R

.  

Если  )(zf  удовлетворяет условиям леммы Жордана, то при 0t  

 0Im),)((Res2)(
1

 
 




k

itzn

k zz
itx zezfidxexf

k

 . (1.101) 

Аналогично при  0t  

 0Im),)((Res2)(
1

 
 




k

itzn

k zz

itx zezfidxexf
k

 . (1.102) 

Замечание. Для вычисления интегралов 







dxtxxfdxtxxf sin)(,cos)(  

нужно в интеграле (1.101) выделить соответственно действительную и мнимую 
части. 

1.157.  Вычислить интеграл  


 


)9)(16(
cos

22 xx
dxxI . 

 Рассмотрим следующий интеграл  




 


 )9)(16( 221 xx
dxeI

ix








 


 )9)(16(
sin

)9)(16(
cos

2222 xx
dxxi

xx
dxx

.  

Тогда согласно замечанию 1Re II  . В нашем случае 01 t , а особыми точ-

ками функции 
)9)(16(

1
22  zz

 в верхней полуплоскости являются полюсы  

1-го порядка iz 41   и  iz 32  . Так как  

,
42)9)(16(

Res,
56)9)(16(

Res
3

223

4

224 i
e

zz
e

i
e

zz
e iz

iz

iz

iz
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то по формуле (1.101) с учетом  равенства 1Re II   получаем  




















 i

e
i

ei
xx
dxxI

4256
2Re

)9)(16(
cos 34

22   











437

43 ee
.  ▲ 

Замечание. Из равенства  (1.101) можно получить следующий результат: 
если )(xf  – четная функция, то  

 0Im),)((Rescos)(
10

 
 



k
itzn

k zz
zezfidxtxxf

k
 ; (1.103) 

если )(xf  – нечетная функция, то  

 0Im),)((Ressin)(
10

 
 



k
itzn

k zz
zezfidxtxxf

k
 . (1.104) 

1.158. Для интеграла 






0

22

2
)01(

)1(
sin tdx
x

xxI  по формуле (1.104) 

имеем ( iz   – единственная особая точка функции 22

2

)1( z
z


 в верхней полу-

плоскости, являющаяся полюсом 2-го порядка)  

.
4)1()1(

Res 2222 ez
ze

z
zeI

iz

iziz

iz


 





















 

1.159. Вычислить интегралы: 

а) 


  102
cos

2 xx
dxxx

;   б) 


  204
sin

2 xx
dxxx

;   в) 


0
22 )4)(1(

cos
xx
dxx

;     

г) 


0
41

2cos
x

dxx
;   д) 



0
2 1
3cos

x
dxx

;   е) 


0
24 1

sin
xx

dxxx
;   ж) 



0
22

3

)1(
3sin

x
dxxx

;  

з) 


 
dx

xx
xx

102
sin

2 ;    и) 


 


22
2sin)1(

2 xx
dxxx

. 

Отв.:  а) )1sin31(cos
3

3


e
;   б) )2sin2cos2(

2

4


e
;   в) )12(

12

12




ee
; 

г) )2sin2(cos
22

2


e
;   д) 

2

3e
;   е) 

2
1sin

3

2/3e
;   ж) 

4

3


e
; 

з) )1sin1cos3(
3

3


e
;   и) 2cos2e . 

В примерах 1.156 – 1.158 подынтегральная функция )(zf  не имеет осо-
бых точек на действительной оси. Покажем применение леммы Жордана в том 
случае, когда )(zf  имеет на действительной оси простые полюсы. 
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1.160*.  Вычислить интеграл  








0

22 0,0,
)(

sin ba
bxx
dxaxI . 

 Введем  функцию   

)(
)( 22 bzz

ezg
iaz


 , 

совпадающую с подынтегральной функци-
ей интеграла I  при xz   и имеющую 
простой полюс на действительной оси в 
точке  0z . 

Рассмотрим в верхней полуплоско-
сти 0Im   замкнутый контур  

];[ rR Rr Rr   ];[  (рис. 1.27), 
где rzr ||:   и  RzR ||: . Внутри контура   находится лишь один полюс 
функции )(zf  – точка .0,  bbiz  Согласно основной теореме о вычетах,    

 

,2
)(

Res2
)(

)()()(
)(

2222

222222






i
bzz

ei
bzz

dze

bxx
dxe

bzz
dze

bxx
dxedzzg

iaz

biz

iaz

R

r

iaxiazr

R

iax

R

r





























 (1.105) 

где  .
2)(

Res 222 b
e

bzz
e abiaz

biz







  

Преобразуем сумму интегралов по отрезкам ];[ rR    и ];[ Rr  действи-
тельной оси. Заменив x  на  x  в первом слагаемом правой части равенства 
(1.105) и объединив его  с третьим слагаемым, получим   












R

r

iaxr

R

iax

bxx
dxe

bxx
dxe

)()( 2222  





  R

r

R

r

iaxiax

bxx
dxaxi

bxix
dxeei

)(
sin2

)(2
2 2222 . 

Обратимся ко второму слагаемому равенства (1.105). Так как 

2220

1lim
bbz

eiaz

z



, т.е. )(1

222 zh
bbz

eiaz



, где 0)(lim

0



zh

z
, то подынтеграль-

ная функция )(zg  представима в виде  

 
Rrr

dz
z
zh

z
dz

b
dzzg

z
zh

zb
zg



)(1)()(1)( 22 . 

Положив здесь irez  , получим, что   

 
rr

dz
z
zh

b
id

re
ire

bz
dz

b i

i











)(,11
2

0

22 0)(
0




 drehi i , 

если 0r . 

bi 

r
 

R

0 R  R  r  r  

Y  

X  

Рис. 1.27 
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Четвертое слагаемое в равенстве (1.105) при R  согласно лемме 

Жордана стремится к нулю, т. к. 0
)(

1)( 22 



bzz

zf  при || z . Значит,  

0
)(

lim 22 



R bzz

dzeiaz

R 
. 

Таким образом, при R  и 0r  равенство (1.105) принимает вид  

).1(
2)(

sin
)(

sin2 2
0

2222
0

22
ab

ab
e

bbxx
dxax

b
ei

b
i

bxx
dxaxi 











  ▲ 

1.161.  Вычислить интегралы: 

а)*   0,0,coscos

0
2 





badx
x

bxax
;   б) 



0
222 )(

sin
axx
dxmx

. 

Отв.:  а)* 
2

ab 
;   б) 






 



a
m

a
e

a

ma 2
42 34


. 

Рассмотрим интегралы вида  

 ,,,)( R



tdzezf

i

i

tz 



 (1.106) 

в котором интегрирование в комплексной плоскости z ведется по прямой 
zRe , параллельной мнимой оси Y  (рис. 1.28). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Для интегралов (1.106) имеют место следующие формулы их вычисления:  

  


  


i

i

n

k
k

tz

zz

tz ztezfidzezf
k






1
Re,0),)((Res2)( . (1.107) 

 



 

 




k

n

k

tz
zz

i

i

tz ztezfidzezf
k

Re,0,))((Res2)(
1

. (1.108) 

Здесь kz  – особые точки функции )(zf , лежащие в левой полуплоскости 
zRe  при 0t  (в правой полуплоскости zRe  при 0t ) (см. рис. 1.28). 

z 

0 

zRe zRe  

  

R
e 

z  
=

σ 
 

Y 

X 
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1.162. Вычислить интеграл 


  Ltdz
z

eI
L

tz
,0,

)1( 2 прямая 

1Re z . 
 Единственной особой точкой подынтегральной функции, лежащей ле-

вее прямой L, является полюс 2-го порядка 1z , для которого  

t
tz

z
et

z
es 




 21 )1(
Re .  По формуле (1.107)  titeI  2 .  ▲ 

1.163. Вычислить интегралы )0( a : 

а) 


 

i

i

tz
dz

z
e2

2
2 4

;   б) 


 

i

i

tz
dz

zz
e1

1 )3)(1(
;   в) 





ia

ia

tz
dz

z
e

2 ;  г) 




ia

ia

tz
dz

z
e

;  

д)* 



 

ia

ia
n

tz
ndz

z
e N,1 ; е) N






 ndz

z
eia

ia
n

tz
,

)( 1
;  ж) 



 

ia

ia

tz
dz

z
ze

i 12
1

2
;  

з) 


 

ia

ia

tz
dz

zz
e

i )1(2
1

22
;    и) 



 

ia

ia

tz
dz

zzz
e

i ))()((2
1


.  

 
Отв.: а) ti 2sin ;  б) 2/tie ; в) 0, если 0t , it2 , если 0t ; г) 0, ес-

ли 0t ; i2 , если 0t ;  д) nt
n

i
!

2
;  е) 

!
2

n
tei

nt
 ;   ж) tcos ;   з) tt sin ;   

и) 
))(())(())(( 











ttt eee
.  
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2. Операционное исчисление 
 

2.1. Преобразование Лапласа 
 

Оригиналы и их изображения. Линейность преобразования Лапласа. 
Смещение в области изображения и оригинала. Теоремы смещения и запаз-
дывания. Изображение графических оригиналов. Теорема подобия. Изобра-
жение периодического оригинала. Свертка оригиналов. Теорема Бореля (ум-
ножение изображений). Дифференцирование и интегрирование оригиналов. 
Дифференцирование и интегрирование изображений. Несобственные инте-
гралы от оригиналов и изображений. Интеграл Дюамеля. Предельные соот-
ношения. Таблица основных оригиналов и их изображений. 

 
Пусть )(tf  – функция действительной переменной ,t  определенная на 

полубесконечной прямой  t0 , и пусть существует несобственный инте-
грал  

 



0

)()( dtetfpF pt , (2.1) 

зависящий от комплексного параметра  ip  . Формула (2.1) называется 
интегральным преобразованием Лапласа, или L -преобразованием функции 

)(tf  в функцию )( pF . При этом функция )( pF  называется  изображением  
функции )(tf  по Лапласу, а )(tf  – функцией-оригиналом, или просто оригиналом. 

Операционное исчисление рассматривает преобразование Лапласа, его 
свойства и приложения к решению ряда важных задач.  

Если )( pF  – изображение по Лапласу функции )(tf , то будем писать  
)( pF ≒ )(tf  или )}({)( tfLpF  . 

Если )(tf  – оригинал для )( pF , то этот факт обозначается в виде  

)(tf ≓ )( pF  или )}({)( 1 pFLtf  . 
В операционном исчислении рассматривается множество функций-

оригиналов, которое будем обозначать V . Будем говорить, что Vtf )( , если: 
1°. )(tf  определена при  )0(),0()0(,0,0)(, fffttft R  

)(lim
0

tf
t 

 .  

2°.  )(tf  – кусочно-непрерывная функция на любом конечном интервале 
оси  t . 

3°. Существуют такие числа 0M ,  , что  
 0,|)(|  teMtf t . (2.2) 
При этом нижняя грань 0  всех чисел  , для которых выполняется неравенст-
во (2.2), называется  показателем  роста  функции )(tf . 

Простейшей функцией-оригиналом является так называемая единичная 
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функция Хевисайда  








.0,0
;0,1

)(1
t
t

t  

Очевидно, условия  1° – 3° для функции Хевисайда выполнены. График 
функции )(1 t  приведен на рис. 2.1. Так 

как tet 01|)(1|  , 0t , то показа-
тель роста 00  . Оригинал соответст-
вует физическому сигналу, который от-
сутствовал в прошлом при 0t  и плав-
но появился в момент 0t .  

2.1. Предполагая, что ,0)( tf  
0t , указать, какие из функций яв-

ляются оригиналами; найти их показа-
тели роста: 

а) ttf sin)(  ;    б) 
1

)( 3

2




t
ttf ;   

в) 
t

tf 1)(  ;   г) ...,2,1,0,)(  nttf n . 

 а) Так как  tet 01|sin|  ,  Rt , и, значит, 0t , то функция tsin  
есть оригинал с показателем роста  00  . 

б)  Функция  
13

2

t
t   не является оригиналом, т. к. при  1t  она имеет 

разрыв 2-го рода. 
в)  Функция  t/1  не является оригиналом, т. к. 


t

t
/1lim

0
. 

г) Так как ),( tn eot  0,  t , ...,2,1,0n , то 0)/(lim 


tn

t
et  , 

и, значит, для любого 0  существует константа 0)(  MM  такая, что 
,tn Met   0t , т.е.  nt  – оригинал с показателем роста  00  .  ▲ 

2.2.  Определить, какие  из функций являются оригиналами, и найти их 

показатели роста 0  ( 0,0)(  ttf ):  а) tie )32(  ;  б) 
2te ;  в) 

2te ;  г) 
t

1
;  

д) 
t
1sin ;  е) te /1 ;  ж) 

t
t 1sin ;  з) )1ln( t . 

Отв.:  а) да, 20  ;  б) нет;  в) да, 00  ;  г) нет;  д) нет;  е) нет;  ж) да, 
00  ;  з)  да, 00  . 
Справедлива следующая  
Теорема 2.1 (о существовании изображения). Всякий оригинал )(tf  

имеет изображение )( pF , являющееся аналитической функцией в полуплоско-
сти pRe  0 , где 0  – показатель роста оригинала )(tf  (рис. 2.2). 

0 

)(1 t  

1 

t  

Рис. 2.1 
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Следствие.  Справедливо предельное соотношение 
 0)(lim

Re



pF

p
, (2.3) 

где p  находится в области 0Re p . 
Замечание. Теорема 2.1 и ее следствие утверждают, что не всякая функ-

ция )( pF  может служить изо-
бражением некоторого оригинала. 
Например, функция ptg  имеет 
бесконечное множество полюсов 

Z kkpk ,2/  . Поэтому в 
комплексной плоскости  p  нет 
такой области  0Re  p , в 
которой  ptg  является аналити-
ческой функцией.  Функция 

)12/()134( 22  ppp  также не 

является изображением, т. к.  02
12

134lim 2

2

Re





 p
pp

p
, что не соответству-

ет соотношению (2.3).  
С помощью единичной функции Хевисайда всякую функцию )(tf , удов-

летворяющую условиям 1°  и 3°, 
можно превратить в оригинал  









.0,0

;0),(
)(1)(

t
ttf

ttf  

Например, функция ,sin t  
Rt , не удовлетворяет условию 2° 

оригинала. Функция же )(1sin tt   
(рис. 2.3) уже является оригиналом 
(пример 2.1, а). Ниже рассматрива-
ются только оригиналы, поэтому для 
простоты их записи множитель )(1 t  
опускается.  

2.3. Пользуясь определением, найти изображения оригиналов: а) 1; б) te ;    
в) t ; г) nt . 

  а) По формуле (2.1) 

  






A
pt

A

pt dtedtetLpF
00

lim)}(1{)( 





 








 







pA

A

Apt

A
e

ppp
e 11limlim

0

. 

Если  0Re p , то 0lim 



pA

A
e , и в этом случае будем иметь ppF /1)(  .   

Итак,  

0 

  

  

Рис. 2.2 

 p 


0Re  p  

0  

0 

1 

–1 

2/    2/3  2  

)(1)( ttf   

)(1sin tt   

t  

Рис. 2.3 
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 1≓
p
1

. (2.4) 

б) 















  pp

edtedteeeL
tp

tppttt 1
)(

}{
0

)(

0

)(

0
, если pRe .  

Следовательно,  

 te ≓
p

1
. (2.5) 

в)  




0
}{ dttetL pt | интегрируем  по частям | ,11

2
00 p

dte
pp

te pt
pt









 





 

0Re p ,  т. к.  0lim 



pt

t
te . Значит,  

 t ≓ 2
1
p

. (2.6) 

г)  По индукции можно доказать, что  

 nt ≓ 1
!
np

n
. ▲ (2.7) 

Оригиналы и изображения обладают следующими свойствами. 
1°. Линейность преобразования Лапласа. 
Если )(1 tf  и )(2 tf  – оригиналы с показателями роста 1  и 2  соответ-

ственно, то линейная комбинация C 212211 ,),()(  tftf , – оригинал с 
показателем роста },max{ 21   . Тогда  
 )}.({)}({)}()({ 22112211 tfLtfLtftfL    (2.8) 

2.4.  Пользуясь свойством линейности, найти изображения оригиналов: 
а) tsin ;  б) tcos ;  в) tsh ;  г) tch . 

 а) так как tsin ≓ )(
2
1 titi ee
i

  , то согласно формулам (2.8) и (2.5) 

будем иметь tsin ≓ 22
11

2
1




 












 pipipi

. Итак,  

 tsin ≓ 22 

p

; (2.9) 

б)  аналогично, согласно равенству )(
2
1cos titi eet   , получим 

 tcos ≓ 22 p
p

; (2.10) 

в), г)  так как )(
2
1sh tt eet    и )(

2
1ch tt eet   , то  
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 tsh ≓ 22 

p

,   tch ≓ 22 p
p

.  ▲ (2.11) 

Следующие свойства 2° и 3° операционного исчисления позволяют без 
непосредственного вычисления интеграла (2.1) находить изображения по Лап-
ласу многих функций. 

2°. Смещение в области изображения. Имеет место  
Теорема 2.2 (смещения). Если )(tf ≓ )( pF , то  C  

 )(tfe t ≓ )( pF . (2.12) 
2.5. По теореме смещения в силу равенств (2.7), (2.9) – (2.11) получим:  

ntte ≓ ...,2,1,0,
)(

!
1 

  n
p

n
n

; 

 te t  sin ≓ ,
)( 22 


p
   te t  cos ≓ ,

)( 22 




p

p
 (2.13) 

 te t  sh ≓ ,
)( 22 


p
   te t  ch ≓ 22)( 





p

p
. (2.14) 

3°. Смещение в области оригинала. Если )(tf  – оригинал, то и ),( atf   
0a , также оригинал с аргументом, запаздывающим на величину a . График 

)( atf   получается сдвигом графика )(tf  вправо на величину a  (рис. 2.4, а, б).  
 
 
 

 
 
 
 

а 
 
 

 
 
 
 

б 
 
Это означает, что оригинал )( atf   имеет вид 

 )(1)()( atatfatf  . (2.15) 
Справедлива  
Теорема 2.3 (запаздывания).  Если )(tf ≓ )( pF  и 0a , то  

 )( atf  ≓ )( pFe ap . (2.16) 
При  0a  имеет место теорема опережения: 

0 

0 0 

)(tf  

)(tf  

)( atf   

t  

t  

)(tf  

a a 

)(tf  

)(1 at   
1 

t  

Рис. 2.4 Рис. 2.5 Би
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 )( atf  ≓ 





   

a
ptap dtetfpFe

0
)()( . (2.17) 

2.6. Найти изображения оригиналов: а) 2/),2/sin(   tt ; б) )1sin( t . 
 а) по формуле (2.16)  

1
}{sin)}2/{sin( 2

2/
2/







p
etLetL

p
p


 . 

Заметим, что в данном примере оригинал  
)2/(1)2/sin()2/sin(   ttt . 

Если этого не учесть, то, т. к. tt cos)2/sin(  , получим  )}2/{sin( tL  

1
}{cos 2 


p

ptL , что неверно, т. к. теперь оригиналом является 

)(1)cos( tt  . Поэтому «сдвинутый» оригинал следует представить в виде (2.15); 
б)  по формуле опережения (2.17)   







    dttetLetL ptp

1

0
sin}{sin)}1{sin(  

1
1cos1sin

1
cossin

1
1

2

1

0
22 



























 

p
p

p
ttpe

p
e ptp .  ▲ 

2.7. Найти изображение оригинала )()()( 21 tftftf  , где  









;0,0

;0,sin
)(1 

 t
tf  









.,0

;),sin(
)(2 


t

tt
tf  

 Графики функций )(),( 21 tftf  и )(tf  изображены на рис. 2.6.  Имеем  









./,0,0

;/0,sin
)(




tt
tt

tf  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Со- гласно 

0 

1 

–1 

)(tf  

t  

tsin  

)sin(  t  


2

 



 

Рис. 2.6 
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(2.15), )/(1)/(sinsin)()()( 21   ttttftftf . 
По теореме запаздывания с учетом фор- 
мулы (2.9) получим  




 22)}({



p

tfL  

)1( /
2222

/ 





 pp e

pp
e  





 .   ▲ 

Часто требуется найти изображение ку-
сочно-гладкого оригинала, заданного графи-
чески. Если оригинал )(tf , изображенный на 
рис. 2.7, равен 









),,[вне0
);,[),(

)(
Taa
Taatt

tf


 

то аналитически этот оригинал записывается в виде  

 








).,[вне,0

);,[)],((1)(1)[(
)(

Taa
TaatTatatt

tf


 (2.18) 

Если график оригинала состоит из нескольких примыкающих друг к дру-
гу кусков, то каждый из них необходимо записать в виде (2.18) и полученные 
результаты сложить.  

2.8. Записать аналитически оригинал, изображенный на рис. 2.8, и найти 
его изображение.  

 На ),0( a  функция )(t  имеет вид 
a

att 
)( . Следовательно, на этом 

интервале, согласно (2.18), оригинал  )(1)(1)(1 att
a

attf 


 . На интервале 

)2,( aa   функция 1)( t . Согласно (2.18), оригинал )2(1)(1)(2 atattf  . 
Наконец, на интервале )3,2( aa   

)]3(1)2(1[3)(3)( 3 atat
a

tatf
a

tat 





 . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 

)(tf  

t  a2  a  

1 

Рис. 2.8 

a3  

–1 

0 

)(tf  )(t  

)(t  

t  Ta   a  

)(t  

Рис. 2.7 
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В результате для оригинала )(tf , изображенного на рис. 2.8, получаем 
следующую аналитическую запись:  




 )](1)(1[)()()()( 321 att
a

attftftftf  

)]3(1)2(1[3)]2(1)(1[ atat
a

taatat 


 . 

В этом равенстве приведем подобные члены, чтобы каждое слагаемое в оконча-
тельном выражении содержало произведения вида )(1)( atath  , где )(th  – 
некоторая функция, а  consta  . Получим  

 )(1)(1)(1)(11)( atat
a

ttt
a

tf  

).3(1)3(1)2(1)2(1)(1 atat
a

atat
a

at   

Отсюда по теореме запаздывания будем иметь  

)(tf ≓ 





p
e

ap
e

ap
e

p
e

ap
e

pap
pF

apapapapap 111)( 2

3

2

2

22  

2

321
ap

eee apapap  
 . ▲ 

2.9. Найти изображение )( pF  оригинала )(tf , заданного графически  
(рис. 2.9): 

 

 
 

0 

1 

1 2 

4 
)(tf  

t  

2t  

a  б  

0 

1 

a  

)(tf  

t  









.21,
;2,1,0

)( 2 tt
tt

tf  







  .,

;0,0
)( )( ate

at
tf atb  

в  

0 

1 

)(tf  

t  a  

2 

4 

a3  0 

)(tf  

t  

г  

a  








  .,1
;0,0

)( )( ate
at

tf atb  

а б 

в г 

Рис. 2.9 
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Рис. 2.9. Окончание (начало см. на с. 92) 
 

Отв.: а) pp e
ppp

e
ppp

2
2323

442122 

















 ; б) 

bp
e ap





; в) 
)( bpp

be ap





;    

г) )1(2 2apap ee
p

  ;  д) 2)(1 bpap ee
p

  ;  е) )1)(1)(1(1 43
2

apapap eee
ap

  . 

4°. Теорема 2.4 (подобия). Если )(tf ≓ )( pF  и 0 , то  

 )( tf  ≓ 







pF1

. (2.19)  

2.10. Найти изображение оригинала ttf 4sin)(  . 
 Имеем  

tttttt 4cos
8
12cos

4
3

8
3

4
2/)4cos1(2cos21

2
2cos1sin

2
4 









 

 . 

Используя свойство линейности и учитывая, что 1 ≓
p
1

, tcos ≓
12 p

p
, по фор-

муле (2.19) получаем  








1)4/(

4/
4
1

8
1

1)2/(
2/

2
1

8
31

8
3}{sin 22

4

p
p

p
p

p
tL















164

33
8
1

22 p
p

p
p

p
. ▲ 

2.11. Используя свойство линейности преобразования, теоремы подобия и 
смещения, найти изображения следующих функций-оригиналов: а) t2sin ;  
б) t2cos2 ; в) tet 2cos ; г) t3sin ; д) t3cos ; е) tt 3cos2sin  ; ж) tt 3cos2cos  ;  
з) tte t 3cossin3 ; и) tte t 3cossin4 ; к) tt 2cos3sh ; л) tt 2ch ; м) ttt cossin  ;  
н) tte t sin . 

Отв.:  а) 
)4(

2
2 pp

;   б) 
)16(

2
2

2




pp
p

;   в) 
)52)(1(

32
2

2




ppp
pp

;  

д  

0 

1 

)(tf  

t  a2  

–1 

ba   

b2  

1 

a3  0 

)(tf  

t  

е  

a  

–1 

a5  a7  

a8  
д е 
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г) 
)9)(1(

6
22  pp

;  д) 
)9)(1(

)7(
22

2



pp

pp
;  е) 

144)13(
)5(2

22

2




p
p

;  

ж) 
144)13(
)13(

22

2




p
pp

;   з) 
 16)3(

2
2p 4)3(

1
2 p

;     

и) 
4)4(

1
16)4(

2
22 


 pp

;   к) 222

2

36)13(
)13(3

pp
p




;    

л) 22

2

)4(
4




p
p

;  м) 22 )1(
2
p

;  н) 22 )22(
)1(2



pp

p
. 

5°. Теорема 2.5 (изображение периодического оригинала). Если )(tf  – 
оригинал периода ,0T  то  

 )(tf ≓ )(
1

)(
0 pF

e

dtetf

pT

T
pt


 


. (2.20)  

2.12. Найти изображение оригинала |sin| t . 
 Функция |sin| t  периодична с периодом   /T . По формуле (2.20) 

ее изображение 








/

/

/

/

0

1
1

1

|sin|
)( p

p

p

pt

e
e

e

dtet
pF 
















.  ▲ 

2.13.  Найти изображение периодичного импульса периода 0T , дейст-
вующего в течение времени  at   (рис. 2.10).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Вычисляем интеграл 
p
edtedtetf

apa
pt

T
pt


 

 
11)(

00
. По формуле 

(2.20) искомое изображение 
)1(

1)( pT

ap

ep
epF 






 . ▲ 

2.14. Найти изображения графических периодических оригиналов, пред-
ставленных на рис. 2.11: 

0 

1 

a T Ta   T2  t 

f (t) 

Рис. 2.10 Би
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Отв.:  а) 
4

th2
2

ap
ap

;  б) 
)1(16

328)32(
2

4/34/22




ap

apapap

eap
epaepae

;  

 в) 
)1(

22
2/2

2/

ap

ap

eap
ape




;  г) 
)1(

2/)(1
2

2/

ap

apap

eap
apee







. 

2.15. Найти изображение оригинала )(tf  с периодом  T , заданного на 
интервале-периоде следующим образом: 

а) 












.2/,0
;2/4/,2/1

;4/0,/2
)(

TtT
TtT

TtTt
tf    б) 














.2/,34

;2/0,14

)(
TtT

T
t

Tt
T
t

tf  

Отв.:  а) 
)1(2

44
2

2/4/3

pT

pTpTpT

eTp
pTeee




; б) 
)1(

44
2/2

2/2/

pT

pTpT

eTp
pTepTe




. 

Сверткой двух оригиналов )(1 tf  и )(2 tf  называется функция, обозначае-
мая )()( 21 tftf   и равная  

  
t

dtfftftf
0

2121 )()()()(  . (2.21) 

 

)(tf  

0 t  2/a  a  a2  

a 

0 

)(tf  

t  4/a  a  

б 

4/3a  a2  2/3a  

0 

)(tf
 

t
 

2/a
 a

 

1 

в 

0 

)(tf
 

t
 

2/1
 

a2/a
 

г 

–1 

Рис. 2.11 

2a  

а б 

в 
г 
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Свертка обладает следующими свойствами: 
1)  1221 ffff   (коммутативность). 
2)  )()( 321321 ffffff   (ассоциативность). 
3)  )()()( 32231132211 fffffff    (линейность). 
Свертка двух оригиналов есть также оригинал. 
6°. (Изображение свертки). 
Теорема 2.6 (Бореля). Если )(1 tf ≓ )(1 pF , )(2 tf ≓ )(2 pF , то  

 )()( 21 tftf  ≓ )()( 21 pFpF  . (2.22) 
Равенство (2.22) называется формулой умножения изображений. 

2.16. Найти изображение функции   
t

dtetf
0

2 )(cos)(  . 

 Данная функция есть свертка оригиналов tetf 2
1 )(   и ttf cos)(2  . Так 

как  te 2 ≓
2

1
p

, tcos ≓
12 p

p
, то по теореме Бореля )(tf ≓

)1)(2( 2  pp
p

. ▲ 

2.17. Найти изображения следующих оригиналов: а)  
t

dte
0

)(  ;  

б)  
t

dt
0

)sin(sh  ;  в)  
t

t de
0

sin   ;  г)  
t

dt
0

2cos)sin(  . 

Отв.:  а) 
)1(

1
2 pp

;  б) 
1

1
4 p

;  в) 
)1()1(

2
22  pp
p

;  г) 
)4)(1( 22  pp

p
. 

Теорема Бореля часто применяется для восстановления оригинала по его 
изображению. 

2.18. Найти оригинал )(tf  по его изображению 22 )1/()(  pppF . 

 Так как 
1

1
1

)( 22 





pp
ppF  и 

12 p
p ≒ tcos ,

1
1

2 p
≒ tsin , то по 

формуле (2.22)   

1
1

1 22 


 pp
p

 ≒  
t

dttt
0

)sin(cossincos   

 
t

dtt
0

))2sin((sin
2
1  )(

2
sin))2cos(

2
1sin(

2
1

0
tftttt

t









 .  ▲ 

2.19. С помощью формулы умножения изображений восстановить ориги-
нал по заданному изображению:  

а) 22 )1(
1
p

;  б) 
ppp  23 2

1
;  в) 

)1(
1

22 pp
;  г) 

)2()1(
1
2  pp

. 

Отв.: а) )sincos(
2
1 ttt  ; б) )1(1 te t   ; в) tt sin ; г) ))13((

9
1 2  tee tt . 
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7°. Теорема 2.7 (дифференцирование оригинала). Если )(tf , )(tf   – 
оригиналы  и )(tf ≓ )( pF ,  то  
 )(tf  ≓ )0()( fppF  , (2.23) 
где под )0(f  понимается )0(f . 

В частности, если 0)0( f , то )()( ppFtf  . 

Следствие. Если )(...,),(),(),( )( tftftftf n  – оригиналы, то  
)()( tf n ≓   )0()0()( 21 fpfppFp nnn )0()0(... )1()2(   nn fpf . (2.24) 

В частности, если 0)0(...)0()0()0( )1(  nffff , то 
 )()( tf n ≓ )( pFpn . (2.25) 

2.20. Пусть )(tf  – оригинал и )(tf ≓ )( pF . Найти изображение диффе-
ренциального выражения )()(2)( tftftf  , если 2)0(,1)0(  ff . 

 По формуле (2.24) имеем )(tf  ≓ 1)()0()(  ppFfppF ; )(tf  ≓ 

≓ 2)()0()0()( 22  ppFpfpfpFp .   Тогда )()(2)( tftftf  ≓ 

≓ 4)()12( 2  ppFpp . ▲ 
2.21. Найти преобразование Лапласа многочлена Лагерра 

n

tnn
t

n dt
etdetL )()(


 . 

 Так как nt ≓ 1/! npn , то по теореме смещения tnet  ≓ 1)1/(!  npn . 

Для nttetf )(  очевидно, что .0)0(...)0()0( )1(  nfff  Тогда по фор-

муле (2.25) получаем 1
)(

)1(
!)}({ 

 n

n
n

p
pntfL , и, значит, по теореме смещения 

)(tLn ≓ .11!)1(!
1

n

n

n

pp
n

p
pn







 


  ▲ 

2.22. Пользуясь теоремой о дифференцировании оригинала, найти изо-
бражение функции ttf 2cos)( 2 . 

 Пусть )(tf ≓ )( pF . Тогда )(tf  ≓ )0()( fppF  . Но 0)0( f , а    

 )(tf ttt 4sin22cos2sin4  ≓
16

8
2 


p

. Значит, 1)(
16

8
2 


 ppF
p

,   

откуда  
)16(

8)( 2

2





pp
ppF .  ▲ 

2.23. Найти изображения заданных дифференциальных выражений при 
указанных начальных условиях, считая, что )(txx   – оригинал и )(tx ≓ )(tX . 
а) ;2)0(,1)0(,123  xxxxx  
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б) ;5)0(,3)0(,1)0(,1)0(,5324  xxxxxxxx IV  
в) .1)0(,7)0(,3)0(,26  xxxxxxx  

Отв.: а) ;15)()23(}123{
2

2

p
pppXppxxxL 

  б) IVxL{    

;/51253)()324(}5324 23234 pppppXppppxxx 
  

в) .40113)()26(}26{ 223  pppXpppxxxxL  
2.24.  Найти )}({ tfL  , если: 

а) tetf at sin)(  ;   б) ;ch)( tetf at     в) tetf at sh)(  . 

Отв.: а) 
1)(

1
2  ap

;    б) 1
)(

)(
22 




ap
app

;   в) 22)( 


 ap
p

. 

2.25.  Пользуясь теоремой о дифференцировании оригинала, найти изо-
бражения следующих функций: а) t4sin ; б) t2sin ; в) t3sin ; г) t3cos ; д) t4cos ;   
е) tt 3sin2 ;   ж)* ttt 2cos2ch ;   з) )3cos( 4 tet t  . 

Отв.: а) 













1

4
16

3
8
1

22 p
p

p
p

p
; б) 

)4(
2
2 pp

; в) 
)9)(1(

6
22  pp

;  

г) 
)9)(1(

)7(
22

2



pp

pp
;  д) 

)16)(4(
2416

22

24




ppp
pp

;  е) 32

2

)9(
)3(18




p
p

;  ж)* 24

42

)64(
)192(




p
pp

; 

з) 22

2

2 )9(
9

)4(
1





 p

p
p

. 

8°. Теорема 2.8 (дифференцирование изображения). Если )(tf ≓ )( pF , то  
 )( pF  ≒ )(ttf , (2.26) 
или  в общем случае  
 )()( pF n ≒ )()1( tft nn . (2.27) 

2.26. Найти изображения оригиналов: а) tt sin2 ;   б) qtnet . 

 а) так как tsin ≓
1

1
2 p

, то tt sin2 ≓ 22

2

2
2

)1(
26

1
1)1(


















p
p

p
; 

б) так как qte ≓
qp 

1
, то qtnet ≓ 1

)(

)(
!1)1( 










 n

n
n

qp
n

qp
, поскольку 

  1
)(1

)(

)(
!)1()(1














 n
nn

n

qp
nqp

qp
. ▲ 

2.27. Используя теорему о дифференцировании изображения, найти изо-
бражения следующих функций: а) tt sin ;  б) tt cos2 ; в) tt sh ; г) tt ch2 ;  

д) tett 32 )1(  ;   е) ttt sinsh . 
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Отв.: а) 222 )(
2


p

p
; б) 322

22

)(
)3(2







p
pp

; в) 222 )(
2




p
p

; г) 322

22

)(
)3(2







p
pp

;    

д) 3

2

)3(
147




p
pp

;   е) 24

4

)4(
86




p
p

. 

9°. Теорема 2.9 (интегрирование оригинала). Если )(tf ≓ )( pF , то  

 
t

df
0

)(  ≓
p
pF )(

. (2.28) 

2.28.  Найти оригинал )(tf  по его изображению 
)1(

1)( 2 


pp
pF . 

 Так как )1/(1 p ≒ te , то 
)1(

1
pp

≒ 1
0

 t
t

ede  . Тогда 
 )1(

1
2 pp

 

))1((
1



ppp

≒ )(1)1(
0

tftede t
t

  . ▲ 

2.29. Пользуясь теоремой об интегрировании оригинала, найти изображе-

ния следующих функций: а)  
t

d
0

3cos)1(  ; б) 
t

d
0

2sh  ; в) 
t

d
0

2 2cos  ; 

г)  
t

de
0

2   ;   д) 
t

d
0

2ch  ;  е) 
t

d
0

2 cos  . 

Отв.:  а) 22

23

)9(
99




pp
ppp

; б) 22 )4(
4
p

; в) 
)16(

8
22

2




pp
p

; 

г) 3)1(
2
pp

; д) 22

2

)4(
4




pp
p

;        е) 32

2

)1(
62




p
p

.  

10°. Теорема 2.10 (интегрирование изображения). Если )(tf ≓ )( pF  и 

интеграл 


0
)( dssF  сходится, то  

 
t
tf )( ≓ 



p
dssF )( . (2.29) 

2.30. Найти изображения оригиналов:  а) 
t

tsin
;   б) 

t
d

0

2coscos 



. 

 а) согласно формуле (2.29), имеем  

 
2 2

sin {sin }

arctg arctg arcctg ;
2

 







     
 

   

 p s
p p

s

s p

tL L t ds ds
t s

s p p

 



  

 (2.30) 
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б) согласно теоремам 2.8 и 2.9, будем иметь  




 












 

pp
sp

t

s
s

p
dsttL

p
dL

1
1}2cos{cos12coscos

2
0





 

  .
1
4ln

2
1

1
4ln

2
1)4ln()1ln(

2
1

4 2

2

2

2
22

2 

















 p
p

ps
s

p
ss

p
ds

s
s

p

s

ps
  ▲ 

2.31. Найти изображение интегрального синуса  
t

dt
0

sinSi 



. 

 Так как, согласно равенству (2.30) при 
t

tsin,1 ≓ parcctg , то на 

основании теоремы 2.9 об интегрировании оригинала получим 

p
pdt

t

p

arcctgsinSi   



.  ▲  

2.32. Найти изображения следующих оригиналов:  

а) 
t

t2sin2
; б) 

t
e t1

; в) 
t

tet 1
; г) 

t
ee tt 

; д) 
t

te t 3sin2
; е) 

t
te t 2sin23

. 

Отв.:   а) 
p

p 16ln
2
1 2 

;    б) 
p

p 1ln 
;    в) 

pp
p 1

1
ln 


;   г) ;

1
1ln




p
p

  

д) 
2

3arctg
p

;    е) 2

2

)3(
256ln

4
1




p
pp

. 

С помощью теоремы об интегрировании изображения легко вычисляются 
некоторые несобственные интегралы. 

Теорема 2.11.  Если )(tf ≓ )( pF , то  

 


0

)( dt
t
tf ≓ 



0
)( dppF , (2.31) 

если оба интеграла сходятся. 
Следствие.  Если )(tf ≓ )( pF , то  

 


0
)( dttft n ≓ 




0

)1(1 )()1( dppF nn . (2.32) 

2.33. Вычислить несобственные интегралы:  

а) ;0,0,
0





 

badt
t

ee btat
 

б) ;0,0,sin
0


 



dt
t

te t
  в) .0,

0

2 


  dtet t  

 а) так как btat ee   ≓
bpap 




11
, то по формуле (2.31)  
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0
dt

t
ee btat

0 0

1 1 ln ln ;
   

      


p a bdp
p a p b p b a

 

б)  имеем 

te t  sin ≓ 
 





 0

22
0

22 )(
sin

)( 



 

p
dpdt

t
te

p

t
 








 arcctgarctg

2
garct

0





p
; 

в) так как te  ≓
p

1
, то по формуле (2.32)  






0

2 dtet t  


 













0
34

0

'''
12 2

)(
61)1(

 p
dpdp

p p
. ▲ 

2.34. Вычислить несобственные интегралы:  

а) ;sin
0



dt
t

t
 б) ;0,0,0,sin

0




 

mdtmt
t

ee tt




  

в)* ,0,0,0,0,
0





 




DCBAdt
t

DeCeBeAe tttt
 

;0   г) .0,0,sinsin
0




badt
t

btat
 

Отв.: а) 
2


; б) 
mm
 arctgarctg  ;  в)








 lnlnln CBA  ;  г) 

ba
ba


ln

2
1

.  

Пусть )(1 tf  и )(2 tf  – непрерывно дифференцируемые оригиналы, а 
)(1 pF  и )(2 pF  – их изображения. Тогда )()( 21 tftf  ≓ )()( 21 pFpF  . Отсюда по 

теореме дифференцирования оригинала  

 )()( 21 pFppF ≒  
t

dtff
dt
dff

dt
d

0
2121 )()()(  . (2.33) 

Равенство (2.33) называется интегралом Дюамеля. Выполняя в нем диф-
ференцирование, получаем  

 )()( 21 pFppF ≒  
t

dtffftf
0

2121 )()()0()(  . (2.34) 

В силу коммутативности свертки получаем также  

 )()( 21 pFppF ≒  
t

dtffftf
0

1212 )()()0()(  . (2.35) 

2.35.  Найти оригинал по его изображению 22

2

)1(
)(




p
ppF . 
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  Представим )( pF  в виде 
1

1
1 22 





pp
pp . Так как  tsin ≓

1
1

2 p
, 

tcos ≓
12 p

p
, то по формулам (2.33) и (2.34)  

1
1

1 22 





pp
pp  ≒  

t
dt

dt
dtt

dt
d

0
)sin(cos)sin(cos    

)()sincos(
2
1)cos(cos0sincos

0
tftttdtt

t
   . ▲ 

2.36.  Применяя формулу Дюамеля, найти оригиналы по их изображениям: 

а) 32 )1(
1

pp 
;   б) 

)1)(1( 2

2

 pp
p

;   в) 
)1)(1( 22

3

 pp
p

;  г) 
))(( 2222 bpap

p


;    

д)*  44 ap
p


;  е) 44 ap
p


;   ж) 222 )( ap
p


;   з) 3)( ap
p


.  

Отв.:  а) 1cos
2

2
 tt

;  б) )sincos(
2
1 ttet  ;  в) )cos(ch

2
1 tt  ;  

г) )cos(cos1
22 btat

ab



;  д) 

2
sh

2
sin1

2
atat

a
; е) )cos(ch

2
1

2 atat
a

 ;  

ж) at
a
t sin

2
;   з) ateatt 






  2

2
1

.  

При проверке правильности вычислений в операционном исчислении по-
лезны предельные соотношения. Они позволяют по виду изображения судить о 
поведении оригинала при  0t  и при  t . 

Теорема 2.12 (о начальном и предельном значении оригинала).  Если 
),(tf  )(tf   – оригиналы и )(tf ≓ )( pF , )(tf  ≓ )( p , то    

1) );0()(lim)(lim
0Re

ftfppF
tp




  (2.36) 

2) )(lim)(lim
0

tfppF
tp 

   (2.37) 

при условии, что последний предел существует и конечен. 
2.37. Проверить справедливость предельного соотношения (2.37) для ори-

гинала tsin . 
 Так как t

t
sinlim


 не существует, то равенство  (2.37) не имеет места, 

хотя .0
1

lim)(lim 200





 p
pppF

pp
  ▲ 

2.38.  Определить начальное значение оригинала )(tf   по его изображе-

нию 2)/(1)(  ppF .    Отв.:  0. 
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2.39.  Определить предельное значение оригинала )(tf   по его изображе-

нию 2)/(1)(  ppF .    Отв.:  0.  
2.40.  Справедливы ли предельные соотношения (2.36) и (2.37) для функ-

ций )(1 t , tcos , R ,te ?  
Отв.:  Соотношение (2.36) справедливо для всех функций. Соотношение 

(2.37) справедливо для функций )(1 t  и  te  и не справедливо для функции tcos . 
Приведем теперь таблицу основных оригиналов и их изображений, наи-

более часто встречающихся при решении задач. В ней  )(tf ≓ )( pF . 
 

Таблица оригиналов и их изображений 
 

Оригинал  Изображение 
1. 1 1/p 
2. te  )/(1 p  
3. t 2/1 p  
4. nt  1/! npn  
5. tsin  )/( 22  p  
6. tcos  )/( 22 pp  
7. tsh  )/( 22  p  
8. tch  )/( 22 pp  

9. )(tfe t  )( pF  

10. 0),(  tf  )( pFe p  

11. 0),(  tf  





   




0
)()( dtetfpFe ptp  

12. )( tf   )(1

pF  

13. TTtf ),(   –  
      период 

 pT
T

pt edtetf  






 1/)(
0

 

14. )()( 21 tftf   )()( 21 pFpF   
15. )(tf   )0()( fppF   

16. )()( tf n  )0()0(...)0()0()( )1()2(21   nnnnn fpffpfppFp  

17. 
t

df
0

)(   ppF /)(  

18. Nntft n ),(  )()1( )( pF nn  

19. ttf /)(  


p
dssF )(  

20.  )()( 21 tftf
dt
d

  )()( 21 pFppF   
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2.2. Восстановление оригинала по изображению 
 
Элементарный метод. Обращение преобразования Лапласа. Формула 

Меллина. Оригиналы для рациональных изображений. Формулы  
разложения. 

 
Элементарный метод отыскания оригинала по его изображению состоит в 

использовании свойств преобразования Лапласа и таблицы изображений. 
При преобразовании изображения широко используется разложение ра-

циональной дроби (функции) на сумму простейших дробей. 
2.41. Найти оригинал по заданному изображению )( pF : 

а) 
52

)( 2 


pp
ppF ;   б) 

8
1)( 3 


p

pF ;  в) 23 )2()1(
)(




pp
ppF ;   

г) 
1

)( 3

22






p
eppF

p
. 

 а) имеем  

222222 2)1(
1

2)1(
1

4)1(
1)1(

52
)(















pp

p
p
p

pp
ppF .  

Согласно строкам (2), (5), (6) таблицы, получаем tetetf tt 2sin
2
12cos)(  ;  

б) разложим данную дробь в сумму простейших дробей  











 )2)(()42(1

4228
1)( 2

23 pCBpppA
pp
CBp

p
A

p
pF

























.3/1
,12/1

,12/1

.124
,022

,0

0

2

C
B
A

CA
CBA

BA

p

p
p

 

Таким образом,  
















2
1

12
1

42
4

12
1

2
1

12
1

8
1)( 23 ppp

p
pp

pF  

222222 )3()1(
3

12
3

)3()1(
1

12
1

2
1

12
1

)3()1(
3)1(

12
1















pp

p
pp

p
. 

Согласно строкам (2), (5), (6), (9) таблицы, отсюда получаем, что 

)3sin33(cos
12
1

12
1)( 2 tteetf tt   ; 

в) разлагаем )( pF  в сумму простейших дробей:  


 23 )2()1( pp

p
 

2)2(1)1()1( 223 











 p
E

p
D

p
C

p
B

p
A

. 

По схеме, изложенной выше, находим коэффициенты:  
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27/1,27/2,27/1,27/1,9/1  EDCBA . 

Следовательно,  






















2

1
)2(

2
1

1
)1(

1
)1(

3
27
1)( 223 ppppp

pF .  

Используя строки (2), (3), (4) таблицы, получаем  
ttttttt etetteteeteettf 2

2
222

27
12

54
2232

2
3

27
1)(  










  ; 

г)  разложим дробь 
13

2

p
p

  в сумму простейших дробей:  




















 1

12
1

1
3
1

)1)(1(1 22

2

3

2

pp
p

pppp
p

p
p

     
















 22 )2/3()2/1(
2/12

1
1

3
1

p
p

p
 ≒ 








 tee tt

2
3cos2

3
1 2/ . 

Наличие сомножителя  pe 2  в изображении )( pF  указывает на то, что 
нужно применить теперь теорему запаздывания (строка (10) таблицы). Получим 
окончательно:  

13

22





p
ep p

 ≒ 







  )2(

2
3cos2)2(1

3
1 2/)2()2( teet tt . ▲ 

2.42. Найти оригинал )(tf  по заданному изображению )( pF : 

а) 
34

1)( 2 


pp
pF .   Отв.:  tt eetf 3

2
1)(   . 

б) 
54

1)( 2 


pp
pF .  Отв.: tetf t 2sin)( 2 . 

в) 
ppp

pF


 23 2
1)( .   Отв.: tt teetf  1)( . 

г) 345

23

22
222)(

ppp
ppppF




 .   Отв.: tettf t sin2
2

)(
2

 . 

д) 
133

12)( 23

2





ppp

pppF .  Отв.: )1()( 2tetf t   . 

е) 
)4)(2)(1(

2)( 2 



ppp

ppF .  

 Отв.: tteetf tt 2sin
5
22cos

10
1

15
1

6
1)( 2   . 

ж) 
952

)( 2

2

2 







p
pe

pp
epF

pp
. 
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    Отв.: )1(1)1(2sin
2
1)2(1)2(3)( 1   ttetttf t . 

з) 
9

3
2

1)( 2

4









p
e

p
e

p
pF

pp
.   

                   Отв.: )4(3sin)4(1)1(1)( 2  tttetf t . 

и) 
4

2
4

)( 22 







p
pe

p
ppF

p
.        Отв.: )1(2ch)1(122cos)(  ttttf . 

2.43.  Пользуясь теоремой умножения (изображение свертки), найти ори-

гиналы, соответствующие следующим изображениям:  а) 
)2)(1(

1
 pp

;  

б) 2)2)(1(
1

 pp
;    в) 

)4)(1( 22  pp
p

;     г) 
)9)(4( 22

2

 pp
p

. 

Отв.: а) tt ee 2 ; б) ttt teee 22   ; в) )2cos(cos
3
1 tt  ; г) )2sin23sin3(

5
1 tt  . 

Если )(tf   – оригинал с показателем роста 0 , то при  0    его мож-
но восстановить с помощью обратного преобразования Лапласа по формуле 

 





i

i

pt dpepF
i

tf



)(

2
1)( ,  (2.38) 

называемой  формулой Меллина, где )( pF ≒ )(tf . 
Для вычисления интеграла Меллина (2.38) используется формула  

 0
1

Re,))((Res)(  
 

k
n

k

pt
pp

pepFtf
k

, (2.39) 

т.е. все особые точки kp  функции )( pF  должны лежать левее прямой  

0Re p  на комплексной плоскости  переменной  ip  . 
2.44. Найти оригинал )(tf   по его изображению )( pF :  

а) 
)1(

1)( 22 


pp
pF ;   б) 3)1(

1)(



p

pF . 

 а) функция 0)( pF   при pRe . Поэтому формула (2.39) может 
быть применена. Функция )( pF  имеет полюс 0p  2-го порядка и простые 
полюсы ip   и ip  . Поэтому )( pF  аналитична в любой полуплоскости 

0Re p . Находим вычеты функции ptepF )(  в этих полюсах (процесс вычис-

ления опускаем): 


))((Res
0

pt

p
epF ,t ,

2
))((Res

i
eepF

it
pt

ip




  

i
eepF

it
pt

ip 2
))((Res 


. 

По формуле (2.39) искомый оригинал tt
i
eettf

itit
sin

2
)( 






; 

б) особой точкой функции )( pF  является полюс 3-го порядка 1p . Вы-

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 107

чет в ней равен t

pp

pt

p

pt

p
et

p
ep

p
e

2)1(
)1(lim

2
1

)1(
Res

2''

3

3

1
31















 
. Значит, .

2
1)( 2 tettf  ▲ 

2.45.  Восстановить оригинал по его известному изображению, используя 
формулу (2.39). 

а) 
)4)(3)(2)(1(  pppp

p
.   Отв.: tttt eeee 432

3
2

2
3

6
1   . 

б) 23

24
pp

pp



.  Отв.: 342  tet . 

в) 
pppp 6116

1
234 

.  Отв.: 
6226

1 32 ttt eee
 . 

г) 
)1()1(

1
33  pp

.      Отв.: 
3

)6/2/3sin(2
248

)362( 2 


  teett tt
. 

д) 
)1(

1
22 pp

. Отв.: tt sh . 

е) 
)1(

1
2 pp

. Отв.: 1 tet . 

ж)  22 )1( p
p

. Отв.: tt sh
2

. 

Пусть изображение )( pF  представляет собой правильную дробь )( pF   

nm
bpbpbpb
apapapa

pB
pA

nn
nn

mm
mm













,
...
...

)(
)(

1
1

10

1
1

10 . Если lppp ...,,, 21   – корни 

знаменателя )( pB  кратностью lkkk ...,,, 21  соответственно ( nkkk l  ...21 ), 
т. е. lipp i ,1,  , – полюсы порядка ik  функции )( pF , то  в этом случае 
для вычисления оригинала )(tf  справедлива  основная формула разложения: 

  tpk
ik

k

pp

l

i i
epFpp

dp
d

k
tf i

i

i

i
)()(lim

)!1(
1)( 1

1

1



 




 .  (2.40) 

В ней 0  , где 0  – показатель роста оригинала )(tf . 
Если nkpp k ,1,  , – простые полюсы функции )( pF , то равенство 

(2.40) приобретает вид  

 
 


n

k

tp
kpp

k

k
epFpptf

1
)]()[(lim)( .  (2.41) 

Аналогично, если kp  – простые полюсы функции 
)(
)()(

pB
pApF  , то в этом 
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случае 
)(
)(

)(
)(Res

k

k
pp pB

pA
pB
pA

k 



, и равенство (2.39) принимает вид  

 tpn

k k

k ke
pB
pAtf 

 


1 )(
)()( . (2.42) 

Формулы (2.41) и (2.42) также называются формулами разложения.  
2.46. Найти оригинал по данному изображению:  

а) 221 )84(
2)(




pp
ppF ; б)

)1(
1)( 32 


pp

pF ; 

в) 
)1)(1)(2(

6)( 2

2

3



ppp

ppF . 

 а) знаменатель )()84( 22 pBpp   имеет двукратные корни i22   

и i22  . Находим вычеты функции ptepF )(1  в этих точках:  

i
ite

ipip
ippeepF

ti

p

pt

ip
pt

ip 8
))1(21(

)22()22(
)22(2lim))((Res

)22('

22

2

22122 


















; 

.
8

))1(21(
)22()22(

)22(2lim))((Res
)22('

22

2

22122 i
ite

ipip
ippeepF

ti

p

pt

ip

pt

ip



















 

По формуле (2.40) искомый оригинал  









i
itetf

ti

8
))1(21()(

)22(

1  

 tttte
i

ite tti
2cos22sin)12(

48
))1(21( 2)22(







; 

б) знаменатель )1()( 3  pppB  имеет простые корни  
2/)31(,1,0 4,321 ippp  . 

Так как 
14

1
)(
)(

)(
)(Res 3 





 kk

k
pp ppB

pA
pB
pA

k
, то 1

14
1

)(
)(Res

0
30







 pp ppB
pA

,  

3
1

14
1

)(
)(Res

1
31







 pp ppB
pA

,  
)(
)(Res

2/)31( pB
pA

ip 
 

3
1

14
1

2/)31(
3 



 ipp

. 

По формуле (2.39)   

  teeeeeetf
t

titittt

2
3cos

3
2

3
11

3
1

3
11)(

2/
2/)31(2/)31(0

2   ; 

в) функция )(3 pF  имеет простые полюсы ippp  4,321 ,1,2 .  
В этом случае  удобнее воспользоваться формулой разложения (2.41). Имеем  
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 ip

pt

p

pt

p

pt

ippp
ep

pp
ep

pp
eptf

))(1)(2(
6

)1)(2(
6

)1)(1(
6)(

2

1
2

2

2
2

2

3  










 



itittt

ip

tp
e

i
e

i
ee

ippp
ep

31
3

31
3

5
8

))(1)(2(
6 2

2
 

)sin3(cos
5
3

5
8 2 ttee tt   . 

Замечание.  В процессе решения данного примера использованы форму-
лы Эйлера  )sin(cos)( titee tti   .  ▲ 

2.47. Найти оригинал по его известному изображению: 

а) 2

2

)1)(1(
1




pp
pp

. Отв.:  ttt teee  
2
1

4
1

4
3

. 

б) 
)22()1(

1
23  ppp

. Отв.:  teett tt sin
250

32205 2


  . 

в) 
ppp

pp
6
2

23

2




. Отв.:  5128
15
1 23   tt ee . 

г) 
)2()1(

1
2  pp

. Отв.:  ttt teee 3
9
1 2   . 

д) 32 )2()1(
1

 pp
. Отв.: 






 


3
2

3
4

1827
)1( 2

2 tteet tt
. 

е) 3)3)(1(
1

 pp
. Отв.: )122(

88
2

3




ttee tt
. 

ж) 
)52)(1(

35
2 


ppp
p

. Отв.: )2sin
2
32(cos ttee tt   . 

з) 
)1()1(

1
32  pp

. Отв.: teteee t
ttt

2
3cos

3
2

12
69 2/



. 

и) 
)84)(2(

233
2

2



ppp

pp
. Отв.: 






  

2
2sin2cos222 ttee tt . 

к)* .,,,
))(( 2222 R


 cba

bpap
cp

  

 Отв.: ))sinsin(cos(cos1
22 b

bt
a

atcbtat
ab




. 

В некоторых случаях можно восстановить оригинал )(tf , если его изо-
бражение )( pF  разложимо в ряд Лорана по степеням  p/1 . Справедлива  

Теорема 2.13 (разложения). Если )( pF  – аналитическая функция в ок-
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рестности бесконечно удаленной точки ,0)(lim, 


pFp
p

  и ее ряд Лорана 

имеет вид  

 





1
)(

n
n
n

p
cpF , (2.43) 

то оригиналом )(tf ≓ )( pF  является функция 

 









1

1

)!1(
)(

n

nn t
n

ctf , (2.44) 

причем этот ряд сходится для всех .0t  

2.48. Найти оригинал )(tf  по его изображению 
1

1)(
2 


p

pF . 

  Очевидно,  ppF ,0)( . Разложим )( pF  в биноминальный ряд  






















0
22

2/1

22

)12/1()2/5)(2/3)(2/1(1111
1

1
n

npn
n

pppp


 








 











0
12

0
12 !2)2(...642

)2()12(...654321)1(
2

)12(...531)1(
n

nn
n

n
nn

n

npn
nn

p
n

   

 12
0

22
1

2)!(
)!2()1(









  n

n
n

n

pn
n

. (2.45) 

Так как 12
)!2(
np

n
 ≒ nt 2 , то по теореме разложения (2.13) из ряда (2.45) со-

гласно (2.44) будем иметь 
1

1
2 p

≒ 












0
0

2

2 )(
2)!(

)1(
n

nn
tJt

n
, где )(0 tJ  – функ-

ция Бесселя. Итак, )(0 tJ 
1

1
2 p

. Так как )()( 01 tJtJ   и 0)0(0 J , то 

)()( 01 tJtJ   .
1

11
1

))0()((
2

2

20








p
pp

p
pJppF  По индукции 

можно получить общую формулу )(tnJ ≓ ...,2,1,0,
1

)1(
2

2




 n
p

pp n
.  ▲ 

2.49. Пользуясь теоремой разложения, найти оригиналы для следующих 
функций:  

а) pe
p

/11  .  Отв.: 





0
20 )!(

)1()2(
n

n
n

n
ttJ .  

б) 
pp
1cos1

. Отв.: 





0
2

2

))!2((
)1(

n

n
n

n
t

. 
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в) 
p
1sin . Отв.: 



 


0

2

)!2()!12(
)1(

n

n
n

nn
t

. 

г) 
1
1ln

2
1




p
p

p
. Отв.:  








0 0

12 sin
)12()!12(n

tn
d

nn
t 




. 

д) 
2/11 pe

p
.  Отв.: 



0

2

)!2(!n

n

nn
t

. 

е*) )1/(1

1
1 


pe

p
.  Отв.: )2(0 tJet . 

 

 
2.3. Приложения операционного исчисления 

 
Решение линейных дифференциальных уравнений (ДУ) с постоян-

ными коэффициентами. Применение формулы Дюамеля к решению ДУ. 
Решение систем ДУ с постоянными коэффициентами. Решение некоторых 
ДУ с переменными коэффициентами. Приложения операционного исчис-
ления к расчету электрических цепей. 

 
Пусть дано линейное ДУ с постоянными коэффициентами 

 )(...][ 1
)1(

1
)( tfyayayayyL nn

nn  
 ,  (2.46) 

где ][,0),( yLttyy   – линейный дифференциальный оператор, и 

 )1(
0

)1(
00 )0(...,,)0(,)0(   nn yyyyyy   (2.47) 

есть начальные условия для рассматриваемого ДУ. Требуется решить задачу 
Коши (2.46) – (2.47). 

Если )(tf  – оригинал, то и решение )(tyy   ДУ (2.46) также является 
оригиналом. Пусть )(ty ≓ )( pY , )(tf ≓ )( pF . Преобразуем ДУ (2.46) по фор-
муле Лапласа. Согласно формуле (2.24) изображения производных с учетом на-
чальных условий (2.47) будем иметь  

)()( ty n ≓ )1(
00

2
0

1 ...)(   nnnn yypyppYp ;  

)()1(
1 tya n ≓ )...)(( )2(

00
3

0
21

1
  nnnn yypyppYpa ; 

……………………………………………………………………… 
)(1 tyan  ≓ ))(( 01 yppYan  ; 

)(tyan ≓ )( pYan . 
Сложив эти равенства, получим преобразование Лапласа левой части ДУ 

(2.46): 
][yL ≓  

 )()...( 1
1

1 pYapapap nn
nn   

 )1(
01

1
1

1

0
)...( kn

kk
kn

k

k yapapap 
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или  

 ][yL ≓ )1(
01

1
1

1

0
)...()()( kn

kk
kn

k

k yapapappYpL 






  ,  (2.48)   

где 
 nn

nn apapappL  


1
1

1 ...)( . (2.49) 

Заметим, что )( pL  получено формальной заменой )(ky  на nkpk ,0,  , в диф-
ференциальном операторе ][yL , т. е. )( pL  – характеристический многочлен от 
p  ДУ (2.46). 

Таким образом, с учетом (2.48) преобразованное ДУ принимает вид  

 )()...()()(
1

0

)1(
0

1
1 pFyapappYpL

n

k

kn
k

kk  




 .  (2.50)  

Уравнение (2.50) называется операторным. Из него находим изображе-
ние )( pY  решения )(ty : 

 




 
1

0

)1(
0

1
1 )...(

)(
1

)(
)()(

n

k

kn
k

kk yapap
pLpL

pFpY .  (2.51)  

По изображению )( pY  теперь остается восстановить оригинал )(ty  – ис-
комое решение задачи Коши (2.46) – (2.47). 

2.50. Решить задачу Коши:  
 .2)0()0();(cos2   yytteyyy t  (2.52) 

 Пусть решение )(ty ≓ )( pY . Учитывая начальные условия, преобразуем 
ДУ по формуле Лапласа:  

)(ty ≓ )(;2)()0()( typpYyppY  ≓  )0()0()(2 ypypYp
22)(2  ppYp .  

Для правой части ДУ получаем  )(cos tte t  ≓ 



1)1(

1
2p

p
2)1(

1
p

. Тогда 

для ДУ (2.52) операторное уравнение имеет вид 








 22

2

)1(
1

1)1(
1)(4)(222)(

pp
ppYppYppYp  








 4)1(2

)1(
1

1)1(
1)()12( 22

2 p
pp

ppYpp  

.
)1(

4
1

2
)1(

1
)1)(22(

1)( 242 











pppppp
pY  

Находим теперь оригинал решения )(ty . Имеем:  


 )1)(22(

1
2 ppp 1)1(

1
1

1
2 




 p
p

p
≒ tee tt cos  ;  

4)1(
1
p

≒ 
!3

3te t ; 
1

2
p

 ≒ te2 ; 2)1(
4
p

≒ tte4 . 
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Итак, искомое решение задачи Коши (2.52) есть  

)3cos4
6

(cos42
!3

)(
33

  ttteteeteetety tttttt .  ▲ 

Если в задаче Коши за начальный момент  выбрано значение  00  tt , 
то заменой  0tt   ее можно свести к задаче Коши при  0 .  

2.51. Решить задачу Коши: 
 .1)()(;2sin   yytyy   (2.53) 

 Вводим замену  yyyytt ttt  , . В резуль-
тате задача Коши (2.53) сводится к задаче  
 1)0()0(;2sin)(2sin  yyyy  ,  (2.54) 
где уже )(yy  . 

Пусть )(y ≓ YpY )( . Перейдя к изображениям в уравнении (2.54),  
получим операторное уравнение  














)1)(4(

2
1

1
14

21)1( 22222
2

pppp
pY

p
pYp  

4
1

3
2

)1(3
1

1 222 








ppp
p ≒   2sin

3
1sin

3
1cos  

)(2sin
3
1sin

3
1cos)(2sin

3
1)sin(

3
1)cos( tytttttt    – 

искомое решение задачи Коши.  ▲ 
2.52*.  Проинтегрировать ДУ )(tfxx   при нулевых начальных усло-

виях 0)0()0(  xx , если 












.,0
,2/,/)(2

,2/0,/2
)(






t
tt

tt
tf  

 График правой части )(tf  приведен на рис. 2.11.  

Запишем )(tf  с помощью функции Хевисайда: 





  ttttf


 2)
2

(1)(1)(  







 






  )(1)()

2
(1)

2
(2)(12)(2)(1)

2
(1 





 ttttttttt . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 

1 

2/    

)(tf  

t  

Рис. 2.12 
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Пользуясь теоремой запаздывания, отсюда имеем изображение 

)(tf ≓ )( pF 2

2/212
p

ee pp 



 
 . Положив )(tx ≓ )( pX , с учетом нулевых 

начальных условий приходим к операторному уравнению  







2

2/
2 212)()1(

p
eepXp

pp 


  










 

1
11212)( 22

2/

pp
eepX pp 


. 

Поскольку 
1

11
22 


pp

 ≒ tt sin , то снова применив теорему запаздывания, 

получим    ))(((1))
2

sin()
2

)((
2

(12)sin[(2)( 


ttttttttx  

))]sin(  t ,  т.е.  
2( sin ) / , 0 / 2,

( ) 2( sin 2cos ) / , / 2 ,
4cos / , .

  
      
  

t t t
x t t t t t

t t

 
   

 
   

2.53. Решить задачу Коши ( )(txx  ):  
а) ;0 xx  ,0)0( x  1)0( x , 2)0( x ;  
б) 0)0()0(;152  xxtxxx ;  
в) 0)0(,1)0(;4  xxtxx ;  
г) ;texx   0)0(,2)0(,0)0(  xxx ;  

д) ;1 xx IV   )0()0()0( xxx  0)0( x ;  

е) ttexx  ; 0)0()0(  xx ;   
ж) txx 2sin4 ; ,0)0( x  1)0( x ;  
з) txx sin4  ; 0)0()0(  xx . 

Отв.: а) 







 ttee tt

2
3sin

3
1

2
3cos2/ ;  

б) )2sin42cos3(
25
1

525
3 ttet t  ;  

в) ttt 2sin
8
12cos

4
 ;   г) )sin3cos(

2
11 ttet  ;   д) 1

2
ch

2


tt ;  

е) 1)22(
2
1 2  ttet ;    ж) )2sin(

5
1)2cos(

5
22

5
31 tttet  ;  

з) )sincos(sin
3
1 ttt  . 

2.54.  Решить задачу Коши ( )(txx  ):  
а) txx 2 ,  1)1(,1)1(  xx ;  
б) txx 2 ,  6)2(,8)2(  xx ;  
в) txx sin2 ,  1)2/(,0)2/(   xx ;  
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г) texxx  122 ,  .1)1(,1)1(  xx  

Отв.: а) tet  12)1( ; б) te t 24 2  ; в) tt cos)2/1(  ; г) tett  12 )22( . 
2.55. Найти частные решения следующих уравнений: 

а) )(2 tfxxx  ,  где 0)0()0(
,2,3

,20,1
)( 








 xx
t

t
tf ; 

б) )(tfxx  ,  где 2)0(,0)0(
,,0

,,1
,0,0

)( 










 xx
bt

bta
at

tf ; 

в) )(tfxx  ,  где 1)0(,0)0(
,2,0

,21,2
,10,

)( 










 xx

t
tt

tt
tf ; 

г) )(tfxx  ,  где 0)0()0(
,1,0

,10,1
)( 








 xx
t

tt
tf ; 

д) )(4 tfxx  ,  где .)0(,)0(
,1,5

,0,0
)( )( BxAx

te

at
tf at 








   

Отв.:  а)   )2(1)2(1(12)1(1 )2(   ttete tt ;  
 б) tsin2 ))cos()((1))cos(1)((1 btbtbtatat  ;  
в)   )1(2 tt     )2(1)2sin()2()1(1)1sin(  ttttt ;  

г) ))1()1()(1(11   ttshtet t ;                                                                  

д) )(1)(2sin
2
1)(2cos)( atatate at 



  . 

С помощью интеграла Дюамеля легко доказывается следующее утвер-
ждение: если )(tzz   – решение ДУ 1... 1

)1(
1

)(  
 zazazaz nn

nn  с по-
стоянными коэффициентами niai ,1,  , при нулевых начальных условиях 

 ...)0()0( zz 0)0()1( nz , то решением ДУ  )(... 1
)1(

1
)( tfyayayay nn

nn  
  

при тех же начальных условиях является функция 

  
t

t

t

t dtfzftzdftzty
00

)()()0()()()()(  .  (2.55) 

Данное утверждение позволяет находить решение ЛДУ с постоянными 
коэффициентами при нулевых начальных условиях, не находя изображения 
правой части этого уравнения. 

2.56.  Решить задачу Коши: 

 0)0()0(,
)21(

44 2

2







yy
t

eyyy
t

. (2.56) 

 Решим сначала вспомогательную задачу Коши: ,144  zzz  
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,0)0( z   0)0( z . Пусть )(tz ≓ )( pZ . Перейдя к изображениям в этом урав-

нении, получим 2
2

)2(
1)(1)()44(



pp

pZ
p

pZpp . Разложим )( pZ  

в сумму простейших дробей: 

.
4
1

2
1

4
1)(

)2(4
1

)2(2
1

4
1)( 22

2
tt etetz

ppp
pZ  





  

Так как 2

2

)21(
)(

t
etf

t






, по формуле (2.55) записываем искомое решение задачи 

Коши:  















 

t tt
deet

dt
dety

0

)(2)(2

2

2

42
)(

4
1

)21(
)( 






 

 .)21ln(2
4
1

)21(
)()(

)21(
2

0
2

2

0

)(2
2

2
ttedtedete t

t
t

t
t 







 


 








  ▲ 

2.57. С помощью интеграла Дюамеля решить задачу Коши ( )(txx  ) с 
нулевыми начальными условиями:  

а) te
xx




1
1 ; б) tx arctg ;     в) 

t
xx

cos2
1


 ;  

г)* 
t

xx 2tg4
1


 ;   д) 

t
xx 2cos1

1


 ;  е) 
1

1
2 


t

x . 

Отв.:  а) ttttt teeteee  1)1(2ln)1ln()1( ;    б) 
 tt arctg
2

12
 

2
)1ln(

2
2 ttt
 ;  в)   ))

23
1arctg(

3
4(sin3ln)cos2ln(cos ttgtttt  ;  

г)*   







2sin3
2sin3lnsin

36
3cos

27
329

3
1

t
ttt

   

        tttgttg cos))
2

23arctg()
2

23(arctg(
33

1
 ;  

д) 
2sin
2sinlnsin

22
1cos

4
)arctg(coscos





t
ttttt 

;   

е)  ttttt  )1ln(arctg)1(
2
1 22 . 

Схема решения систем ЛДУ с постоянными коэффициентами та же, что 
и для ЛДУ. Каждое из уравнений системы преобразуется по формуле Лапласа, а 
затем получившаяся система линейных алгебраических уравнений решается 
относительно изображения искомого решения. 

2.58. Решить задачу Коши для системы ЛДУ:  
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2 3 5 ,

(0) 0, (0) 1.
3 2 8 ,

     
   

t

x x y t
x y

y x y e
 (2.57) 

 Пусть )(txx  ≓ )( pX , )(tyy  ≓ )( pY . Тогда операторная система от-
носительно )( pX  и )( pY  с учетом начальных условий для системы (2.57) при-
мет вид 









),1/(8)(2)(31)(
,/5)(3)(2)( 2

ppYpXppY
ppYpXppX  

 

 








.1)1/(8)()2()(3

,/5)(3)()2( 2

ppYppX
ppYpXp

 (2.58) 

Систему (2.58) решим по формулам Крамера. Для этого вначале находим 
определители YX  ,,  данной системы:  

)1)(5(54
2

3
3

2 2 






 pppp
p

p
; 

)1(
1015263

2
3

1)1/(8
/5

2

232












pp
ppp

pp
p

X ; 

)1(
1515145

1)1/(8
/5

3
2

2

2342










pp
pppp

p
pp

Y . 

Отсюда по формулам Крамера находим  

22

23

)5)(1(
1015263)(

ppp
ppppX X








 ; 22

234

)5)(1(
1515145)(

ppp
pppppY Y








 . 

Применив формулу разложения (2.39), получим  
       



pt

p

pt

p

pt

p

pt

p
epXepXepXepXtx )(Res)(Res)(Res)(Res)(

5110
 

teee ttt 2
5
834

5
13 5   . 

Аналогично найдем, что  tetty 3
5

12)( tt ee 5

5
84  .  ▲ 

2.59. Операционным методом решить задачи Коши для систем ЛДУ: 

а) .0)0()0(
,cos22

,sin34









yx
tyxy

tyxx
  

б) .
3
2)0(,0)0(,1)0(,

3
4)0(

,023
,03









yxyx
yyx

xyx
 

в) .3)0(,2)0(,0)0(
,3
,3

,












zyx
yxz
zxy

zyx
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г)  .0)0(,2)0(,1)0(
,2
,2
,2












zyx
yxz
xzy
zyx

 

Отв.: а) tteex tt sin2cos34 2  , tteey tt sin2cos224 2  ;  

б)  
1515

16,
15

4
15
16 2

2/
2

2/
t

t
t

t eeyeex   ;  в)  tt eex 23  ,  

2
3

2

3
2

tt
t eeey 


 ,   

2
3

2

3
2

tt
t eeez 


 .  

г) ttttt eezeyeex 44,2,34 23   . 
2.60*. Проинтегрировать при нулевых начальных условиях системы ДУ: 
а) )(),( 21 tfxytfyx  ,  где  









;,0

,0,1
)(1 


t

t
tf  













.,0
,2/,

,2/0,
)(2






t
tt

tt
tf  

б) 







),(
,0

tfxy
yx

 где 












.2,0
,2,1

,0,1
)(






t
t

t
tf  

Отв.: а)    )2/(1)2/sin()2/(2)cossin1()(  tttttttx  
  ),(1)sin()cos()(1   tttt   )cossin1()( tttty  
    )(1)sin()cos()(1)2/(1)2/cos(12   tttttt ;  

б)    )(12)cos()ch()2cos(ch
2
1)(  ttttttx   

  ),2(12)2cos()2ch(
2
1   ttt   )cos(ch

2
1)( ttty  

    )2(1)2cos()2ch(
2
1)(1)cos()ch(   tttttt .  

Операционным методом можно решать некоторые обыкновенные ДУ  
с переменными коэффициентами специального вида. 

Пусть дано ДУ 
 )()()(...)()( 1

)1(
1

)(
0 tfxtaxtaxtaxta nn

nn  
 ,  (2.59) 

где )(txx  , )(tf  – оригиналы, а коэффициенты ,,0),( nitai   являются мно-
гочленами от t . Уравнение (2.59) можно преобразовать по формуле Лапласа, 
если воспользоваться теоремой 2.8 о дифференцировании изображений, на ос-
новании которой, если )(tx ≓ )( pX , то  

 )(ttx ≓ )( pX  ,  )(2 txt  ≓ )( pX  , …,  )(txt n  ≓ )()1( )( pX nn .  (2.60) 

Для нахождения изображений функций );(),...,(),( )( ttxtxttxt n  ),(2 txt    
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)(),...,( )(22 txttxt n  и т. д., нужно воспользоваться тем, что дифференцирование 
изображения приводит к умножению оригинала на (– t). Например,  

)(txt  ≓    )()()0()(}{ pXpXpxppXxL
dp
d

p  ;  

)(txt   ≓   


 pxpxpXpxL
dp
d )0()0()(}{ 2   

 )0()()(2 2 xpXpppX  ;  (2.61) 
………………………………………………….……………………… 

)(2 txt  ≓   )(2)()0()()1(}{)1( 2
2

2
2 pXpXpxppXxL

dp
d

pp  , 

и т.д. Преобразуя ДУ (2.59) с учетом соотношений (2.60) и (2.61), приходим к 
ЛДУ относительно )( pX , порядок которого равен наивысшей степени t , 
имеющейся в коэффициентах )(tai  исходного ДУ. Преобразованное ДУ обыч-
но оказывается более простым, чем исходное ДУ. 

2.61. Решить задачу Коши  
 0)0(,1)0(,0  xxtxxxt . (2.62) 

  Пусть )(tx ≓ )( pX . Согласно формулам (2.60) и (2.61), из (2.62) полу-
чаем операторное уравнение  

  


 0)()0()()0()0()(2 pXxppXxpxpXp p   

0)()()1( 2  ppXpXp .  
Это ДУ с разделяющимися переменными, разделив которые, получим 




 CppXdp
p

p
pX
pdX ln)1ln(

2
1|)(|ln0

1)(
)( 2

2 1
)(

2 


p
CpX . 

Для отыскания C  воспользуемся теоремой 2.12 о предельном соотношении (фор-

мула (2.36)), согласно которой 


)(lim)0(1
Re

ppXx
p

 C
p
pC

p


 1
lim

2Re
. 

Итак, 1C , т.е. 
1

1)(
2 


p

pX ≒ )()(0 txtJ  , где )(0 tJ  – функция Бесселя. ▲ 

2.62. Решить ДУ:  а) 0)1()12(  xtxtxt ;  б) 02  xxt ;  
в) 0)1(  txxtx ; 1)0(,1)0(  xx ; г) 0)(  xbtx ; 

,0)0(,1)0(  xx  Rb ;  д) 0)1(  xtxtx ;  1)0()0(  xx . 

Отв.: а) tetcctx  )()( 2
21 ; б) 2

1)( c
t
ctx  ; в)  tetx )( ;  

г) 1)( tx ;   д) tetx )( .  
Операционное исчисление находит применение в расчетах электрических 

цепей. 
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Пусть в электрическую цепь (рис. 2.13), состоящую из последовательно 
соединенных индуктивности L , сопротивления R  и емкости C  ( RLC -цепь), в 
начальный момент времени 0t  включена ЭДС )(tuu  . В этом случае сила 
тока  )(tii    в цепи удовлетворяет дифференциальному уравнению 

 u
C
qRi

dt
diL  ,  (2.63) 

где заряд конденсатора )(tqq   и сила тока 

)(ti  связаны соотношением  
dt
dqi  . Пред-

положим, что 0)0( q  и 0)0( i . Тогда  


t

diq
0

)(  , и, значит, уравнение (2.63) 

принимает вид  

 udi
C

Ri
dt
diL

t
 

0
)(1  . (2.64) 

Перейдем в уравнении (2.64) к изображениям, считая, что  )(ti  и  )(tu  – 
оригиналы. Пусть )(ti ≓ )( pI , )(tu ≓ )( pU . Так как 0)0( i , то из (2.64) полу-
чаем операторное уравнение относительно )( pI : 

)()(1)()( pUpI
Cp

pRIpLpI  , откуда  

 
)(
)(

/1
)()(

pZ
pU

CpRLp
pUpI 


 , (2.65) 

где 
Cp

RLppZ 1)(  . 

Величины )( pI , )( pU , )( pZ  и )(/1 pZ  называются соответственно опе-
раторным током, напряжением, сопротивлением и проводимостью. Величина 

)( pZ , кроме того, называется обобщенным сопротивлением или импедансом, а 
величина  )(/1 pZ – обобщенной проводимостью цепи. 

Равенство (2.65) показывает, что для изображений тока и напряжения 
справедлив закон Ома. Они также удовлетворяют первому и второму законам 
Кирхгофа: 





n

k
kk

n

k
k

n

k
k pZpIpUpI

111
)()()(;0)( . 

При параллельном соединении двух цепей токи 1i ≓ )(1 pI  и 2i ≓ )(2 pI  в 
них связаны с током i ≓ )( pI  в неразветвленной части равенством  21 iii  

)()()( 21 pIpIpI   или 
)(

1
)(

1
)(

1
)(
)(

)(
)(

)(
)(

2121 pZpZpZpZ
pU

pZ
pU

pZ
pU  ,  

 

u  

L  R  

C  

Рис. 2.12  
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т. е. обобщенная проводимость параллельной цепи равна сумме обобщенных 
проводимостей ее ветвей.  

При последовательном соединении цепей выполняется равенство )( pZ   
)()( 21 pZpZ  , т.е. обобщенное сопротивление последовательно соединенной 

цепи равно сумме обобщенных сопротивлений ее участков. 
2.63. В  RLC -цепь (рис. 2.12) в начальный момент времени 0t  вклю-

чена постоянная ЭДС 0u . Ток в цепи и заряд конденсатора в начальный момент 
равны нулю. Найти силу тока  )(ti  в цепи.  

 Поскольку 0)0( q  и 0)0( i , то операторное сопротивление )( pZ   

Cp
RLp 1
 , а операторное напряжение 

p
upU 0)(  . Находим операторный 

ток по закону Ома:  








 






LC
p

L
RpL

u
CpRLpp

upI 1)/1(
)(

2

00  

))((
4

1
2

22
0

2

22
0

 

















 


pL

u

L
R

LCL
RpL

u
, 

где 2

2
2

4
1,

2 L
R

LCL
R

  . 

Пользуясь формулами 2
1
p

 ≒ t , 22
1
p

≓ t


sin1
, 22

1
p

≓ t


sh1
 

и теоремой смещения, получаем:  1) te
L

uti t 


 sin)( 0  , если 02  ;  

2) te
L

uti t 


 sh)( 0  , если 022   ;   3) te
L
uti t 0)( , если  0 . 

Так как 2

2
2

4
1

L
R

LC
 , то первый результат будет при CLR /2 , 

второй – при CLR /2 , и третий – при CLR /2 . В первом случае в цепи 
происходит затухающий колебательный процесс. Число   называется коэффи-
циентом затухания. При наличии R  он не равен нулю, и чем он больше, тем 
быстрее уменьшается ток. Число   называ-
ется круговой частотой. Она равна числу 
колебаний, происходящих за 2  секунд.   ▲ 

2.64. В схеме (рис. 2.14) действует 
ЭДС  )sin()( 0   tutu . В момент 0t  
рубильник K  накоротко  замыкает цепь 

2LR . Найти выражения переходных токов. 

1R
 

2R
 K

 
L
 

u(t)
 

Рис. 2.14 
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 До замыкания рубильника, согласно уравнению (2.63), имеем ( 0C ):  

 )sin()()()(
021   tutiRR

dt
tdiL . (2.66)  

Пусть )(ti ≓ )( pI . Перейдя в уравнении (2.66) к изображениям, получим  

 22021
sincos)()()(








p

pupIRRpLpI . (2.67) 

Обозначим 21 RRR  , 0/ LR . Тогда из (2.67) найдем, что  










)())((
)sincos()( 22

0
22

0




L
u

ppL
pupI  






























p

w
pp

p sincos)cossin()cossin(
2222 . 

 
Возвращаясь к оригиналам, будем иметь  

)(ti  


wtwwtw
L

u sin)cossin(cos)cossin((
)( 22

0 


 

))sincos( tew   . 
Введем вспомогательный угол  , положив  /tg  . Получим  

 ))sin()sin(()(
22

0 


 


  wte
wL

uti t .  (2.68) 

Отсюда при t  (установившийся колебательный процесс) из (2.68) 

будем иметь  )sin()(
22

0 





 t
L

uti . 

После замыкания рубильника уравнение (2.66) переходит в уравнение  

0)()(
2  tiR

dt
tdiL   и 

22
0 )sin()0(










L
ui . 

Решив это уравнение операционным методом, найдем 
LtRe

LRR
uti /

22
21

0 2

)()(
)sin()( 









, где 

21
arctg

RR
L



 . ▲ 

2.65. В цепь (см. рис. 2.12) в момент 0t  включается ЭДС 









.,2

,0,1
)(

0

0

tt
tt

tu  Определить силу тока в цепи, считая, что CLR /2  

(колебательный случай)  и  0)0( q  и 0)0( i .  

Отв.:  )(sin)(1sin1)( 0
)(

0
0 ttettte

L
ti ttt   


 , где )(1 t  – 

единичная функция Хевисайда, 2
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LCL
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2.66. В цепи (рис. 2.15) конденсатор C  заряжен до напряжения  0u . В мо-
мент  0t  цепь замыкается ключом K  и  
конденсатор разряжается через индуктив-
ность  L  и  сопротивление R .  Опреде-
лить ток  )(ti , если 0)0( i .  

Отв.: te
L

uti t 


 sin)( 0  , если 

CLR /2 ; tte
L
uti  0)( , если 

CLR /2 ; te
L

uti t 


 sh)( 0  , если 

CLR /2 , где 22   , 
L

R
2

 , 2

2
2

4
1

L
R

LC
 . ● Начальный заряд 

0)0( Cuq  .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2.15 
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Самостоятельная работа  
 

«Функции комплексной переменной. Операционное исчисление». 
 

Структура 
 

1. Найти все значения корня. 
2. Представить число в алгебраической форме. 
3. Вычислить интеграл от ФКП. 
4. Найти все лорановские разложения по степеням  z. 
5. Разложить в ряд Лорана по степеням  0zz  . 
6. Определить тип особой точки  00 z  для функции. 
7. Вычислить интеграл пп. а) – д). 
8. Найти изображение по формуле Лапласа функции )(tf . 
9. Найти изображение по формуле Лапласа, используя свойства преобразо-

вания Лапласа. 
10.  Найти оригинал )(tf  по данному изображению )( pF . 
11.  Решить задачу Коши для  ДУ ))(( tyy  . 
12.  Решить задачу Коши для системы ДУ  ))(),(( tyytxx  . 
13.  Найти изображение по Лапласу функции, заданной графически. 
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Вариант 3 
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6. Полюс 1-го порядка.   

7.  а) 0;  б) 
e
i

2


 ;  в) 10 ;  г) ;
)( baab 

   д)  .12
12

2  ee
  

8.  .10
4

15
16

6
3632

1
222 


















 pp
p

p
p

p
p   9.  .

)16(
8

22

2




pp
p   

10.  .sin2
2

2
tet t     11. .22

3

3
 tety     12.  













.3sh
3
2

,3sh
3
13ch

ty

ttx
  

13.    apap ee
p

pF 2111)(   . 

 
Вариант 4 

 

1. .3 i    2. .
4

2sh 





 

i    3. ABdzzz
AB

,)17( 2  – отрезок прямой, 1, 1 .  A Bz z i   

4. .
82

162
234 zzz

z


   5. .2,
2
72sin 0 


 z

z
z   6. .

6/sh
17cos
3zzz

z


   

7. а) ;
)2(

sin2

1||

 



z
dz

izz
z   б) 

 2||

3
;

cos1
sin

z
dz

z
z  в) ;

)cos356(

2

0
2





t
dt   

г)   


 
;

)1( 32x
dx   д) 



 
.

9
cos
2

dx
x

x   

8.   .3cos2sin)( tttf    9. .sin
0
 
t

t de    10. .
1

1)( 4 


p
pF  

11. 







.1)0(,1)0(
;3cos

yy
tyy

  12. 






.1)0(,4

,0)0(,12
yyxy

xyxx



 

 
13. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Отв.:   1. .
2
1

2
3, ii       2. ).2ch2(sh

2
2 i     3. 

3
26

2
9 i .  

a  a2  a3  0 

1 

–1 

)(tf  

t  

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 129
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