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Понятие нормальной связности для риманова многообразия ввел Э. Картан. Многообра-
зия с нулевым кручением (то есть плоской нормальной связностью) исследовали почти одно-
временно Д. И. Перепелкин и Ф. Фабрициус-Бьерре. Итоги этих исследований подведены в
монографии Чена [1]. Ряд исследований посвящен общим вопросам нормальных связностей,
их интересную характеристику дал К. Номидзу [2].

Пусть M – дифференцируемое многообразие, на котором транзитивно действует группа
Ḡ, G = Ḡx – стабилизатор произвольной точки x ∈ M . Проблема классификации однород-
ных пространств (M , Ḡ) равносильна классификации (с точностью до эквивалентности) пар
групп Ли (Ḡ, G), где G ⊂ Ḡ, так как многообразие M может быть отождествлено с многооб-
разием левых смежных классов Ḡ/G. Пусть ḡ – алгебра Ли группы Ли Ḡ, а g – подалгебра,
соответствующая подгруппе G. Поскольку однородное пространство допускает аффинную
связность, g-модуль ḡ/g точен. Все такие пары codimḡ g = 3 найдены в [3], дальнейшая нуме-
рация пар соответствует приведенной там. Ограничимся случаем с ненулевым стабилизато-
ром, так как все остальные однородные пространства – трехмерные группы Ли. Аффинной
связностью на паре (ḡ, g) называется такое отображение Λ : ḡ→ gl(m), что его ограничение на
g есть изотропное представление подалгебры, а все отображение является g-инвариантным.
Инвариантные аффинные связности на однородном пространстве (M , Ḡ) находятся во вза-
имно однозначном соответствии с аффинными связностями на паре (ḡ, g) (см., например,
[4]). Поскольку тензоры кривизны и кручения инвариантны относительно действия группы
Ли G, то они однозначно определяются тензорами на касательном пространстве к многооб-
разию, причем эти тензоры инвариантны относительно изотропного действия. Тензор круче-
ния T ∈ Inv T2

1(m) имеет вид T (xm, ym) = Λ(x)ym − Λ(y)xm − [x, y]m для всех x, y ∈ ḡ; тензор
кривизны R ∈ Inv T3

1(m) имеет вид: R(xm, ym) = [Λ(x),Λ(y)] − Λ([x, y]) для всех x, y ∈ ḡ.
Переформулируем теорему Вана об алгебре группы голономии инвариантной связности: ал-
гебра Ли группы голономии инвариантной связности Λ : ḡ → gl(3,R) на паре (ḡ, g) – это
подалгебра алгебры Ли gl(3,R) вида V + [Λ(ḡ), V ] + [Λ(ḡ), [Λ(ḡ), V ]] + . . . , где V – подпро-
странство, порожденное множеством {[Λ(x),Λ(y)] − Λ([x, y])|x, y ∈ ḡ}. Положим aḡ равной
подалгебре в gl(3,R), порожденной множеством {Λ(x);x ∈ ḡ}. Первоначально aḡ была вве-
дена в римановом случае Б. Костантом и использовалась А. Лихнеровичем [5] и Г. Ваном в
более общей ситуации. Говорят, что инвариантная связность нормальна, если h∗ = aḡ.

Найдены все пары (ḡ, g) коразмерности 3, допускающие нормальную связность, все аф-
финные связности, их тензоры кривизны и кручения, алгебры голономии и определено, при
каких условиях связность является нормальной.
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