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Рассматривается применение технологии параллельных вычислений для моделирования трёхмерного те-

чения вязкой жидкости (течение Стокса) прямым методом граничных элементов. Решение задачи стро-

ится в три этапа: дискретизация и построение СЛАУ, её решение и нахождение вектора скорости жид-

кости в заданных точках. Для построения СЛАУ и нахождения вектора скорости были разработаны и

реализованы параллельные алгоритмы с помощью технологии программирования видеокарт CUDA. Про-

ведено сравнение временных затрат для алгоритмов на примере расчёта движения вязкой жидкости в

трёхмерной каверне.

Введение

Для многих научных, инженерных и при-
кладных задач имеется достаточно большое ко-
личество алгоритмов, для которых довольно
успешно разрабатываются их параллельные ана-
логи [1, 2]. Ниже рассматривается создание па-
раллельного алгоритма на примере моделирова-
ния трехмерных течений Стокса и проводится
сравнительный анализ быстродействия отдель-
ных частей алгоритма с их последовательными
версиями.

I. Краткое описание алгоритма

Течение Стокса [3, 4] – это модель дви-
жения жидкости, которая выводится из уравне-
ний Навье-Стокса при допущении малости числа
Рейнольдса, Re«1. Данная модель может исполь-
зоваться для описания течения вязких полиме-
ров, в теории смазки, течения лавы, для модели-
рования движения крови в организме человека
и т. д. Математическая модель для трёхмерного
случая может быть представлена в интегральной
форме

ξ(x0) · uj(x0) = −
1

µ

∮

Ω

φi(x) ·Gij(x0 − x)dΩ·

·
∮

Ω

ui · Tijk(x0 − x) · nk(x)dΩ, (1)

где i,j,k могут принимать значения 1, 2, 3, u
– трёхмерный вектор скорости жидкости, µ =
const – коэффициент динамической вязкости
жидкости, Ω – граница области решения, x –
точка, принадлежащая Ω, n(x) – вектор внешней
нормали к Ω в точке x, x0 – произвольная точка
пространства, ξ(x0) – весовая функция, Gij(r) –
тензорный потенциал Стокса [5], Tijk(r) – тензор,
ассоциированный с Gij , φi(x) – вектор напряже-
ний на границе Ω в точке x.

Решение строится методом граничных эле-
ментов [4, 6], главной особенностью которого

является необходимость в дискретизации лишь
границы области решения, что уменьшает коли-
чество дискретных элементов (граничных эле-
ментов - ГЭ), а также позволяет решать задачи в
областях со сложной геометрией, как например,
в случае многосвязных областей [7]. Основным
недостатком метода является большая потреб-
ность в оперативной памяти, вытекающая из вы-
сокой плотности матрицы СЛАУ, которая имеет
размер 3N·3N, где N - количество ГЭ.

II. Последовательный алгоритм

Разобьем границу трехмерной области на
N граничных элементов, представляющих со-
бой пространственные прямоугольники либо тре-
угольники. В центре каждого ГЭ зададим ло-
кальную систему координат. Будем предпола-
гать, что функции напряжений φi(x) являются
на нём постоянными. Для каждого ГЭ зададим
в качестве граничного условия вектор скорости.
В уравнении (1), поочередно помещая рассмат-
риваемую точку x0 в центры полученных эле-
ментов, получим следующий вид интегрального
уравнения:

u(ξp0) = −
1

4πµ

N∑

q=1

[φ̃(ξq0) ·Aqp ·
∫ ∫

Sq

Gij(rpq)dSq]+

+
1

4
IK(ξp0), (2)

IK(ξp0) =
N∑

q=1

[ũ(ξq0)·

·Aqp ·
∫ ∫

Sq

Tijk(rpq) · (0, 0, 1)dSq], (3)

где rpq = Agq · (ξq0 − ξp0)− (ξx, ξy, 0), i, j, k = 1, 2, 3,
p, q = 1, 2, 3, ..., N , ξp0 , ξ

q
0 - центры элементов с ин-

дексами p,q, Aqp - матрица перехода от q-й к p-
й системе координат, Agq - матрица перехода от
глобальной к q-й системе координат, S - область
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ГЭ, определенная в его декартовой системе ко-
ординат Oξxξy.

В результате получается система линейных
уравнений относительно неизвестных значений φ

C · φ = B, (4)

Cpq =
1

4πµ
Aqp ·

∫ ∫

Sq

Gij(rpqdSq), (5)

Bp = −ũp +
1

4

N∑

q=1

[ũ(ξq0)·

·Aqp ·
∫ ∫

Sq

Tijk(rpq) · (0, 0, 1)dSq]. (6)

После решения СЛАУ (4) скорость в любой
точке x внутри области решения можно найти из
выражения:

u(x) =
N∑

q=1

Aqg · (ũ(ξq0) ·Uq(x)− φ̃(ξq0) ·Fq(x)), (7)

Uq(x) =
1

8

∫ ∫
Gij(rxqdSq), (8)

Fq(x) =
1

8πµ

∫ ∫

Sq

Tijk(rxq · (0, 0, 1)dSq), (8)

rxq = Agq · (x − ξq0) − (ξx, ξy, 0), Aqg - матрица
перехода от q-й к глобальной системе координат.

III. Параллельный алгоритм построения
СЛАУ

Преимуществом параллельного алгоритма
построения СЛАУ (4) с помощью технологии
программирования видеокарт CUDA является
возможность вычислять коэффициенты матри-
цы полностью независимо друг от друга, па-
раллельно. Для свободного члена (6) необходи-
мо применять специальную методику вычисле-
ния суммы, называемую редукцией [8]. Ускоре-
ние расчетов, получаемое от разработанного па-
раллельного алгоритма заполнения матрицы, бу-
дет зависеть от используемой видеокарты с под-
держкой технологии CUDA.

IV. Параллельный алгоритм
нахождения скорости в заданных точках

После нахождения неизвестных значений
напряжений необходимо использовать выраже-
ние (7) для поиска скоростей жидкости в наборе
заданных точек. Создается прямоугольная сет-
ка блоков размером N · M, где M – общее чис-
ло точек, для которых необходимо найти век-
тор скорости потока. В память видеокарты по-
мещаются массивы: граничных элементов, гра-
ничных условий, найденных значений напряже-
ний φ и координат точек для которых необходи-
мо найти скорости жидкости. Для каждой нити
в блоке с координатами (q, i) ставится в соответ-
ствие и вычисляется значение слагаемого суммы
Aqg · [ũ · Uq(xi) + φ̃q · Fq(xi)]. По аналогии с вы-
числением свободного члена СЛАУ используется
методика редукции для вычисления суммы (7).

V. Течение вязкой жидкости в
трехмерной каверне

Для алгоритма построения СЛАУ ускоре-
ние работы программы при использовании ви-
деокарты достигает до 200 раз, для алгоритма
решения СЛАУ – до 943 раз, для алгоритма по-
иска вектора скорости в заданных точках – до
242 раз.

Рис. 1 – Граничноэлементная сетка каверны

VI. Заключение

Полученные результаты показывают [11],
что за счет применения параллельных алгорит-
мов можно существенно увеличить скорость вы-
числений, связанных с моделированием трёхмер-
ного течения Стокса, что может быть особенно
полезно в динамических задачах.
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