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Рассмотрено приближённое решение простейшего сингулярного интегрального уравнения первого рода ме-

тодом ортогональных многочленов в различных классах функций по Мусхелишвили. Предварительно полу-

чены разложения сингулярного интеграла с корневыми особенностями по многочленам Чебышёва первого

и второго рода. На их основании построены вычислительные схемы приближённого решения простейшего

сингулярного интегрального уравнения первого рода в разных классах функций. Вычислительные схемы за-

программированы в системе компьютерной математики Wolfram Mathematica в виде стандартных моду-

лей. Проверена эффективность полученных вычислительных схем на модельных примерах и погрешность

отображена в виде графиков и таблиц.

Сингулярное интегральное уравнение пер-
вого рода имеет вид:
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1∫

−1

ϕ(t)
dt

t− x +
1

π

1∫

−1

k(x, t)ϕ(t)dt = f(x), (1)

− 1 < x < 1,

где f, k - заданные гёльдеровские функции, ϕ(x)
- неизвестная гёльдеровская функция и широко
применяется в механике (см., например [4]).

Теория сингулярных интегральных уравне-
ний изложена в [2], [3].

Известны спектральные соотношения [1]:
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Tk+1(t)
dt
t−x = Uk (x) , k ≥ 0, и

1
π

1∫
−1

√
1− t2Uk−1(t)

dt
t−x = −Tk(x), k ≥ 1,

на основании которых можно построить вычис-
лительные схемы для уравнения (1).

Используя спектральные соотношения для
характеристического оператора с произвольны-
ми коэффициентами [5] получены другие спек-
тральные соотношения для сингулярных инте-
гралов с корневой особенностью:
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1
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1∫
−1

√
1− t2T1(t) dt

t−x = 1
4U0(x) −

− 1
4U2(x),

1
π
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3. 1
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−1

√
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t−x = −T1(x),

1
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√
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На основании данных спектральных соот-
ношений построены вычислительные схемы при-
ближённого решения простейшего сингулярного
интегрального уравнения первого рода (k(x, t) ≡
0) в разных классах функций по Мусхелишви-
ли. Схемы запрограммированы в СКМ Wolfram
Mathematica в виде стандартных модулей. Про-
верена эффективность полученных вычисли-
тельных схем на модельных примерах.

Вычислительная схема получается на ос-
новании интерполирования функции f(x) мно-
гочленами Чебышева первого или второго рода
(fn(x)) и точного решения приближенного урав-
нения:

1

π

1∫

−1

p(t)un−(α+β)(t)
dt

t− x = fn(x), (2)

где p(x) = (1− x)α(1 + x)β , |α| = |β| = 1
2 ,

un−(α+β)(x) =
n∑

k=0

ckTk(x) (3)

или

un−(α+β)(x) =
n∑

k=0

ckUk(x). (4)

Так как решение уравнения зависит от
класса функций по Мусхелишвили, то в клас-
сах неограниченных функций (α = β = − 1

2 ) для
численного решения СИУ ставится задача един-
ственности.

Используя приведённые разложения сингу-
лярного интеграла, построены 16 вычислитель-
ных схем численного решения уравнения (2) в
четырех разных классах функций по Мусхели-
швили.

В СКМ Wolfram Mathematica данные вы-
числительные схемы представлены в виде стан-
дартных модулей:

– класс 1 (в окрестности точек x = ±1 допус-
каетcя интегрируемая особенность);

– класс 2 (искомое решение ограничено вбли-
зи точек x = ±1);

– класс 3 (интегрируемая неограниченность
в окрестности точки x = 1 );

– класс 4 (интегрируемая неограниченность
в окрестности точки x = −1).

Прототип модуля для класса 1:

Name[ff_, N_, α0_, x_]

где:
N – количество узлов интерполирования,
ff – имя модуля, вычисляющего значение

функции f(x),
α0 – заданная константа единстенности α0,
x - массив точек-аргументов, в которых

ищется решение.
Возвращаемое значение: un−(α+β)(x) по

формуле (3) или (4) в зависимости от вычисли-
тельной схемы.

Name может принимать следующие значе-
ния: Fckα1, Fckρ1, Fckγ1, Fckη1.

Прототип модуля для классов 2 – 4:
Name[ff_, N_, x_]
Name может принимать следующие значе-

ния: Fckα0, Fckρ0, Fckγ0, Fckη0, Fckβ, Fckσ,
Fckµ, Fckδ.

Например, рассмотрим использование ука-
занных модулей в системе Wolfram Mathematica
на конкретном примере.

Пусть

1

π

1∫

−1

√
1− t
1 + t

u(t)
dt

t− x =
1− x√
2(1 + x2)

, −1 < x < 1.

Известно, что решением является функция
u(t) = t

1+t2 .
В таблице приведены результаты абсолют-

ных погрешностей по вычислительным схемам в
системе точек от -0,99 до 0,99 с шагом 0,01

Таблица 1 –
n 5 15 25 35
Fckα0 2E-2 3.2E-6 4.7E-10 7.2E-14
Fckρ0 3.8E-2 5.8E-6 7.1E-10 1.6E-14
Fckγ0 2E-2 3.2E-6 4.7E-10 7.2E-14
Fckη0 3.8E-2 5.8E-6 7.1E-10 1.6E-14
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