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В работе рассматривается приближенное решение характеристического СИУ второго рода с постоян-

ными коэффициентами в различных классах функций по Мусхелишвили. Предварительно получены разло-

жения характеристического оператора по многочленам Чебышева. На их основании построены вычисли-

тельные схемы приближенного решения характеристического СИУ в разных классах функций. Вычисли-

тельные схемы запрограммированы в виде стандартных модулей в СКМ Wolfram Mathematica. Проверена

их эффективность на модельных примерах и отражена погрешность в виде графиков и таблиц.

Сингулярные интегральные уравнения
(СИУ) широко применяются в механике и дру-
гих вопросах естествознания.

Теория сингулярных интегральных уравне-
ний изложена в [1] – [3].

Рассматривается характеристическое син-
гулярное интегральное уравнение второго рода:

aϕ(x) +
b

πi

1∫

−1

ϕ(t)
dt

t− x = f(x), (1)

−1 < x < 1,

где a и b – заданные комплекснозначные числа,
f(x) – заданная гельдеровская фукция, ϕ(x) –
неизвестная гельдеровская функция.

Согласно [3] в (1) перейдем к новой неиз-
вестной функции u(x) по правилу:

ϕ(x) =
p(x)u(x)

a2 − b2 ,

где
p(x) = (x− 1)α(x+ 1)β ,

α, β известным образом выражаются через коэф-
фициенты уравнения (1) в зависимости от класса
функций по Мусхелишвили, в котором разыски-
вается решение. Уравнение (1) примет вид:

K0(u(x); x) ≡

≡ Ap(x) u(x) + 1

πi

1∫

−1

Bp(t)u(t)
dt

t− x = f(x), (2)

A =
a

a2 − b2 ,

B =
b

a2 − b2 .

В [3] получены спректральные соотношения
для характеристического оператора K0(xk; x),
которые показывают, что степенная функция

оператором K0 переводится в многочлен с коэф-
фициентами, вычисляемыми известным образом
через коэффициенты A и B.

В [4] получены разложения характеристи-
ческого оператора K0 для СИУ с произвольны-
ми коэффициентами по многочленам Чебышева.
На их основании получены разложения в закон-
ченном виде оператора (2), имеющие вид:

K0(P
(ν)
k−(α+β); x) =

= γ
(k)
0 P

(µ)
0 + γ

(k)
1 P

(µ)
1 + . . .+ γ

(k)
k P

(µ)
k , (3)

где P
(ν)
i , P

(µ)
j – многочлены Чебышева первого

или второго рода, |µ| = |ν| = 1/2.
Эти разложения позволяют построить чис-

ленное решение СИУ второго рода с постоянны-
ми коэффициентами

Вычислительная схема получается на ос-
новании интерполирования функции f(x) мно-
гочленами Чебышева первого или второго рода
(fn(x)) и точного решения приближенного урав-
нения

K0(un−(α+β)(x); x) = fn(x),

где

un−(α+β)(x) =
n∑

k=0

ckTk(x)

или

un−(α+β)(x) =
n∑

k=0

ckUk(x).

Следует отметить, что так как решение за-
висит от класса функций по Мусхелишвили, то
в классах неограниченных функций для числен-
ного решения СИУ ставится задача единствен-
ности.

Используя (3), построены 16 вычислитель-
ных схем численного решения уравнения (2) в
четырех разных классах функций по Мусхели-
швили.
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В системе компьютерной математики
Wolfram Mathematica данные вычислительные
схемы представлены в виде стандартных моду-
лей:

– класс 1 (в окрестности точек x = ±1
допускаетcя интегрируемая особенность).
Для решения в этом классе построены мо-
дули: SIESecondAlfa1, SIESecondGamma1,
SIESecondEta1, SIESecondRho1;

– класс 2 (искомое решение ограниче-
но вблизи точек x = ±1). Для ре-
шения в этом классе построены мо-
дули: SIESecondBeta2, SIESecondDelta2,
SIESecondMu2, SIESecondSigma2;

– класс 3 (интегрируемая неограниченность
в окрестности точки x = 1 ). Для
решения в этом классе построены мо-
дули: SIESecondAlfa3, SIESecondGamma3,
SIESecondEta3, SIESecondRho3;

– класс 4 (интегрируемая неограниченность
в окрестности точки x = −1). Для
решения в этом классе построены мо-
дули: SIESecondAlfa4, SIESecondGamma4,
SIESecondEta4, SIESecondRho4.
Ключевое значение играет класс функций,

в котором ищется решение. Вид схемы, применя-
емый при решении в рамках одного класса может
быть любой.

Прототип модуля для класса 1 имеет вид:
SIESecondNAME [a, b, f, alpha , NN, X].
Параметры:
a, b – комплекснозначные коэффициенты

уравнения (1);
f – функция правой части уравнения;
alpha - условие единственности;
NN – количество узлов интерполирования;
X – массив точек-аргументов, в которых

ищется решение.
Прототип модуля для класса 2, класса 3

и класса 4 имеет вид:
SIESecondNAME [a, b, f, NN, X].
В качестве результата работы модуль воз-

вращает приближенное решение сингулярного
интегрального уравнения второго рода с посто-
янными коэффициентами в заданном массиве
точек-аргументов.

Стандартные модули были протестированы
на модельных примерах в четырех разных клас-
сах функций и с различным числом узлов интер-
полирования.

Например, рассмотрим использование ука-
занных модулей в системе Wolfram Mathematica
на конкретном примере.

Пусть v = π/4(1 − i), a = cos v, b = −i sin v,
f(x) = 3

3
4
+ i

4

x−2 и решение ищется в третьем классе
функций.

В системе Wolfram Mathematica задаются
параметры:

В виде массива возвращается результат.
Полученная погрешность отображена в ви-

де таблиц и графиков:

Рис. 1 – представление погрешности в виде графика

Следует отметить, что в систмах ком-
пьютерной математики (Wolfram Mathematica,
Matlab, MathCAD) нет встроенных спедств для
решения интегральных уравнений, в том числе и
сингулярных.
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