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Рассмотрен метод численного интегрирования Монте-Карло применительно к аппроксима-
ции набором случайных точек (частиц) произвольных плотностей вероятности и, как част-
ный случай, апостериорных плотностей вероятности фильтруемых дискретно изменяющих-
ся марковских случайных векторных параметров. 
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Введение 
Технологии квазилинейной (Калмановской) фильтрации дискретно изменяющихся 

Марковских параметров оказались плодотворными при решении многих задач навигации, свя-
зи и локации целей, как неманеврирующих, так и, в меньшей степени, маневрирующих [1].  

Тем не менее, упрощающие положения не всегда оправдываются. Линейные аппрокси-
мации неслучайных функций уступают нелинейным, особенно при редком получении данных 
измерений в процессе маневра целей. Гауссовы законы распределения уступают имеющим ме-
сто негауссовым.  

С тех пор и скорость выполнения операций, и объемы памяти экспоненциально возрос-
ли по закону Мура [2]. Наряду с этим снизились стоимостные и массогабаритные характери-
стики вычислительных устройств. Это позволило перейти от дискретной квазилинейной к дис-
кретно-непрерывной фильтрации, а также к различным приближенным решениям задач опти-
мальной нелинейной фильтрации.  

Реализация таких подходов была невозможна в шестидесятые годы прошлого столетия, 
когда на многоцелевую обработку давило «проклятие размерности» [3, стр. 59]. Однако для 
многоцелевых ситуаций, например, вхождения головки баллистической ракеты и «облака» со-
провождающих ее объектов в плотные слои атмосферы, «проклятие размерности» в настоящее 
время снято лишь частично. То же самое можно сказать и о наметившемся переходе от раз-
дельного решения задач обнаружения, измерения и распознавания к вариантам их совместного 
решения: обнаружения-измерения и обнаружения-измерения-распознавания. Даже в новейших 
системах еще безоговорочно не переходят на алгоритмы нелинейной фильтрации. Это удается 
при ограниченных размерностях векторов состояния, разреженности корреляционных матриц, 
малой степени нелинейности задач и т.п. [4–6].  

Увеличение возможностей вычислительных средств за последние десятилетия привело 
к возрастанию популярности численных методов. К таким методам относится и метод Монте-
Карло, который путем моделирования случайных величин, позволяет вычислять многомерные 
интегралы [7] и относительно легко реализуется на современных ЭВМ. 

Данная работа является первой в запланированном цикле статей, посвященных приме-
нению метода Монте-Карло в задачах нелинейной дискретной Байесовской фильтрации. Необ-
ходимость написания статей обусловлена отсутствием русскоязычных публикаций по данной 
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теме в научных журналах СНГ. Возможно, единственными публикациями являются [1] и [8]. В 
[1] проблематика изложена в постановочном плане, а [8] не дает детального описания метода 
Монте-Карло и использования его для аппроксимации плотностей вероятности. 

Постановка задачи 
Задачей дискретной нелинейной фильтрации является вычисление апостериорной 

плотности вероятности αn -мерного вектора состояния цели α  при наличии θn -мерного векто-
ра наблюдаемых параметров θ . 

Введем следующие обозначения. Под  11,...,, αααA  kkk  будем понимать обобщен-
ный вектор состояния объекта в момент времени kt  с учетом последовательности всех состоя-

ний объекта jα  до момента времени  kjk ,1 . Совокупность векторов наблюдаемых пара-
метров за k шагов наблюдения будем обозначать как  11,...,, θθθΘ  kkk . 

Задача: получить выражение для аппроксимации апостериорной ПВ  kkp Θα |  вектора 
состояния kα  на текущем шаге k при условии наблюдения kΘ  численным методом интегриро-
вания Монте-Карло. 

Для решения поставленной задачи последовательно рассмотрим численный метод ин-
тегрирования Монте-Карло, аппроксимацию произвольной плотности вероятности методом 
Монте-Карло и в итоге получим рекуррентное выражение для аппроксимации апостериорной 
плотности вероятности марковского дискретно изменяющегося векторного параметра α мето-
дом Монте-Карло. 

Численный метод интегрирования Монте-Карло 
Метод Монте-Карло является универсальным методом приближенного вычисления ин-

тегралов I высокой кратности [7, 9,10] от некоторой неслучайной многомерной функции )(αg  
[2, 7, 9, 10]: 

( ) .
nR

I g d


  α α
 

(1) 

Для вычисления интеграла необходимо: 1) получить N независимых случайных значе-
ний iα , где i – номер сгенерированного датчиком случайных чисел случайного аргумента 

)1,:1(  NNi , одинаково распределенных в области αR
n

 с некоторой плотностью распреде-

ления )(αq  (где αn -мерность вектора α ); 2) определить в точках iα  значения функции )( ig α  и 

плотности вероятности )( iq α ; 3) найти численное значение интеграла по формуле 
[10, стр. 301]: 
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Для независимых отсчетов iα  оценка NI  является несмещенной и, в соответствии с за-
коном больших чисел, сходящейся по вероятности к истинному значению I. Дисперсия ошибки 
оценки интеграла (1) в этом случае определяется выражением [7, стр. 303]: 
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Из формулы (3) видно, что порядок оценки ошибки сходимости метода Монте-Карло 
пропорционален отношению N1 . Необходимо отметить, что требуемый объем выборки в 
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данном случае растет с увеличением мерности αn  значительно медленнее, чем при использова-
нии метода с фиксированным шагом интегрирования (grid-based метод) [2, стр. 9–10]. 

Выражение  (2)(2) содержит в качестве свободного параметра плотность вероятности 
)(αq  случайных отсчетов iα . Ее выбор диктуется требованием минимизации дисперсии  (3) 

путем уменьшения разброса значений отношения )(/)( αα qg  [10, стр. 304].  
Правило выбора плотности )(αq  было предложено Г. Каном [7, стр. 110]. Он доказал, 

что )(αq считается допустимой по отношению к функции )(αg , если выполняется условие: 

0)( αq  для всех αR nα , в которых 0)( αq . (4) 

Область разброса случайных значений плотности )(αq  должна перекрывать область 
всех возможных значений интегрируемой функции )(αg . Причем, желательно выбирать плот-
ность )(αq  по возможности пропорциональной )(αg  [7, стр. 110]:  

( ) ( ) .q gα α  (5) 

Дисперсия ошибки интегрирования будет минимальна в том случае, когда )()( αα gq  . 
Минимизация дисперсии (3) (3) поясняется следующим образом: когда выполняются условия 
(4) и (5), области с большим значением функции )(αg  будут являться наиболее вероятными 
для появления случайных отсчетов при их генерации. Эти отсчеты будут вносить более суще-
ственных вклад в оценку NI  по сравнению с остальными, для которых )(αg  незначительна. 

Совокупность случайных отсчетов, распределенных в соответствии с плотностью )(αq , 
для которых выполняются условия (4) и (5), называют значимой выборкой (Importance 
Sampling), а саму плотность вероятности – значимой плотностью вероятности (Importance Den-
sity) [7, 11–13]. 

Аппроксимация произвольной плотности вероятности методом Монте-Карло 

Пусть неслучайную функцию )(αg  можно представить в виде произведения некоторой 
заранее заданной функции )(αf  и плотности вероятности )(αp  положительно определенной 
на области Rn : 

)()()( ααα pfg  . (6) 

При условии ограниченности сверху отношения )(/)( αα qp , выражение (2) запишется в 
виде: 
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где iw~  – ненормированные веса, определяемые выражением: 
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От использования ненормированных весов переходят к нормированным [3, стр. 37]:  
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Выражение (7) с учетом (9) запишется в виде: 
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При использовании дельта функции  αδ  вместо  αf , плотность вероятности  αp  
можно аппроксимировать взвешенной суммой [3, стр. 38]: 

  1
( ).N i i

i
p w


    

 
(11) 

Минимальная дисперсия ошибки аппроксимации  αp  будет наблюдаться при выпол-
нении равенства    αα pq  . В зарубежных источниках по нелинейной байесовской фильтра-

ции пары  N
i

ii w 1, α  называют частицами (Particles) [2, 14–16]. Здесь iα  – координата i-ой час-

тицы, а iw – ее вес.  
Примеры аппроксимации двумерной Гауссовой ПВ методом Монте-Карло для N=5000 

представлены на рис. 1. 

 
а 

 
б 

Рис. 1. Пример аппроксимации двумерной Гауссовой ПВ методом Монте-Карло для N=5000:  
а) при нормальном законе распределения случайных частиц; 
б) при равномерном законе распределения случайных частиц. 

Для рассматриваемых законов распределения частиц )(αq  на рисунке отчетливо на-
блюдается воспроизведение формы Гауссовой ПВ. При нормальном законе распределения слу-
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чайных частиц (рис. 1,а) число частиц, находящихся в области высокой вероятности больше, 
чем при равномерном законе распределения (рис. 1,б).  

Аппроксимация апостериорной плотности вероятности методом Монте-Карло 

Для дальнейших рассуждений будем считать, что на (k-1)-м шаге наблюдения (t = tk–1) 
получена выборка частиц, образующая аппроксимацию вида (11) апостериорной плотности 

)|( 11  kkp Θα . С получением оценки вектора наблюдения kθ  в момент времени t = kt  необхо-
димо аппроксимировать плотность )|( kkp Θα  новым набором частиц [3,12] в соответствии с 
выражением (11). 

Данная задача сводится к вычислению нормированных весов i
kw  и отсчетов i

k 1α  на k-м 
шаге. С учетом условий (4) и (5), i-й ненормированный вес i

kw~  на k-м шаге может быть вычис-
лен в соответствии с (12) по совокупности наблюдений kΘ  за k шагов и апостериорной плот-
ности обобщенного вектора состояния kA : 

. 
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k
i
ki

k q
pw

ΘA
ΘA


 

(12) 

Значимую плотность вероятности )|( kkq ΘA , которая используется для вычисления 
знаменателя выражения (12)

 
(12), с учетом марковости параметра α можно представить в сле-

дующем виде:  

  )|(),|()|,()|( 1111 kkkkkkkkkk qqqq ΘAΘAαΘAαΘA  

. )|(),|( 111  kkkkk qq ΘAθαα   (13) 

Таким образом, вычисление координаты i-го случайного отсчета i
kα  с плотностью ве-

роятности )|(),|( 111  k
i
kk

i
kk qq ΘAθαα  сводится к переходу отсчета i

k 1α  с (k–1)-го на k-й шаг 

со значимой переходной ПВ ),|( 1 k
i
kkq θαα   и весом, равным значению плотности вероятности 

)|( 11  kkq ΘA  в точке i
k 1A . Плотность вероятности ),|( 1 k

i
kkq θαα   определяет случайную и 

неслучайную составляющие перехода отсчета i
k 1α  в i

kα  при условии наблюдения kθ . Апосте-

риорную плотность вероятности )|( kkp ΘA  можно записать: 
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),|(),|(),|( 11111θ  kkkkkkkk pppс ΘAΘAαΘAθ   (14) 

где θ111 )|(),|(1)|(1 cdppp
k

kkkkkkkk    A
AΘAΘAθΘθ  – нормирующий множитель. 

Учитывая, что функция правдоподобия ),|( 1kkkp ΘAθ  зависит только от вектора со-
стояния на текущем шаге kα , а переходная плотность ),|( 11  kkkp ΘAα  только от предыдущего 
значения вектора 1kα , выражение (14) примет вид: 

)|()|()|( )|( 111  kkkkkkkk pppcp ΘAαααθΘA   (15) 

Подставляя значения плотностей (13) и (15) в точках k
iα  и 1k

iα  в выражение (12)

 
(12), и учитывая, что отношение )|()|( 1111  k

i
kk

i
k qp ΘAΘA  пропорционально не-

нормированному весу i
kw 1

~
 , получим: 
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Переходя с учетом последующей нормировки весов на k-м шаге к использованию нор-
мированных весов с (k–1)-го шага и пренебрегая из тех же соображений постоянным коэффи-
циентом с , получим окончательное выражение для рекуррентного расчета ненормированных 
весов, используемых для получения искомой аппроксимации (16):  
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(17) 

Апостериорная плотность вероятности  kkp Θα |  вектора состояния на текущий мо-

мент времени, при условии выполнения нормировки весов i
kw~  в соответствии с (9) и использо-

вания отсчетов i
k 1α  с плотностью вероятности вида (13), может быть аппроксимирована выра-

жением: 
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i i
k k k k k

i 1
p | w δ .



 α Θ α α
 

(18) 

В [2] показано, что аппроксимация плотности (18) неограниченно приближается к ис-
тинной апостериорной плотности вероятности  kkp Θα |  при числе частиц N . 

Заключение 
В основе нелинейной Байесовской фильтрации численным способом лежит возмож-

ность аппроксимации плотности вероятности методом Монте-Карло, которая базируется на 
численном методе интегрирования некоторой многомерной функции. 

Порядок оценки ошибки сходимости метода Монте-Карло пропорционален отношению 
N1  и не зависит от размерности интеграла. Это является существенным достоинством ме-

тода Монте-Карло по сравнению с другими численными методами интегрирования. Однако 
скорость сходимости метода значительно ухудшается с ростом размерности интеграла αR ,

n
 

что требует одновременного увеличения числа отсчетов N. 
Минимизация дисперсии ошибки аппроксимации достигается при условии пропорцио-

нальности плотности случайных отсчетов  αq  аппроксимируемой плотности  αp . Мини-
мальная ошибка достигается при    αα pq  . 

Аппроксимация плотности вероятности  αp  методом Монте-Карло может быть пред-
ставлена как взвешенная сумма дискретных отсчетов (11)

 
(11). В основе аппроксимации 

апостериорной ПВ методом Монте-Карло лежит рекуррентное определение значений коорди-
нат случайных отсчетов i

kα  и вычисление их весов i
kw . 

APPLICATION OF THE MONTE CARLO NUMERICAL INTEGRATION METHOD 
FOR APPROXIMATION OF PROBABILITY DENSITY 

A.V. PARAKHNEVICH, A.S. SOLONAR, S.A. GORSHKOV 

Abstract 

Monte Carlo numerical integration method is considered, methods of approximation as ran-
dom probability density as well as a posteriori probability density of changing markovian discrete fil-
tered parametres with add particles. 
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