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Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû íåêîòðûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèçèêè. Òùàòåëüíî ïðîàíàëèçèðîàíû óðàâíåíèÿ äâèæåèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, ñèñòåìà äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, çàêîí Îìà â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå, âîëíîâîå óðàâíåíèå, à òàêæå óðàâ-

íåíèå Øð¼äèíãåðà. Äàíà òåîðèòè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ î ìàòåìàòè÷åñêèõ è ôèçè÷åñêèõ àñïåêòõ äàíûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîäðîáíî îïèñàíû ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé � Ìåòîä Ðåíãå-Êóòòû, ìåòîä Ýéëåðà, ìåòîä Àäàìñà-Áàøôîðòà è ìåòîä Ýéëåðà-Êîøè

Ââåäåíèå

Ñîâñåì íåäàâíî, ðåøàÿ äàæå ñàìûå ïðîñòûå
÷èñëåííûå çàäà÷è, ñïåöèàëèñòû, çàíèìàþùèåñÿ
âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêîé, áûëè âûíóæäå-
íû îñâàèâàòü îñíîâû ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ïè-
ñàòü ïðîãðàììû îäíîðàçîâîãî ïðèìåíåíèÿ. Ìåæ-
äó òåì âîçìîæíîñòè êîìïüþòåðîâ ïîñòîÿííî ðîñ-
ëè. Ñîâðåìåííûå ïåðñîíàëüíûå êîìïüþòåðû ïî
ñâîèì õàðàêòåðèñòèêàì è âîçìîæíîñòÿì íàìíî-
ãî ïðåâîñõîäÿò ïåðâûå ÝÂÌ, çàíèìàâøèå öåëûå
êîìíàòû è çàëû. À ñêîðîñòü âû÷èñëåíèÿ íèíåø-
íèõ ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðîâ â ñîòíè ðàç ïðå-
âûøàåò ñêîðîñòü âû÷èñëåíèÿ ïåðâûõ ÏÊ. Â ñâÿ-
çè ñ ýòèì ñòàë ìåíÿòüñÿ âçãëÿä íà íàçíà÷åíèå
êîìïüþòåðà. Íà ïåðâîå ìåñòî âûøëî ïðèìåíå-
íèå èõ äëÿ ðàáîòû ñ òåêñòîâûìè ïðîöåññîðàìè
(íàïðèìåð, Microsoft Word) è ïðèêëàäíûìè ïðî-
ãðàììíûìè ñèñòåìàìè äëÿ àâòîìàòèçàöèè îôèñ-
íîé äåÿòåëüíîñòè. Ðàçâèòèå ìóëüòèìåäèà ïðèâå-
ëî ê áóðíîìó ïðèìåíåíèþ êîìïüþòåðîâ â ðîëè
èãðîâûõ óñòðîéñòâ. Â ðåçóëüòàòå ãëàâíûé ñòè-
ìóë ðàçâèòèÿ êîìïüþòåðíîé òåõíèêè ñîçäà¼òñÿ,
ê ñîæàëåíèþ, íå âûñîêîèíòåëëåêòóàëüíûìè çà-
äà÷àìè.

Îäíàêî âðåìåíà ìåíÿþòñÿ è âå÷íûå öåííî-
ñòè, ê êîèì ïðèíàäëåæèò íàóêà è îáðàçîâàíèå,
âíîâü âîçâðàùàþòñÿ. Â ïîñëåäíèå ãîäû âî âñ¼ì
ìèðå ñóùåñòâåííî âîçðîñ èíòåðåñ ê ñåðü¼çíîìó
ïðèìåíåíèþ ÏÊ, â òîì ÷èñëå â îáëàñòè ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ðàñ÷¼òîâ. Ýòîìó â áîëüøåé ñòåïå-
íè ñïîñîáñòâîâàëà ðàçðàáîòêà ñïåöèàëüíûõ êîì-
ïüþòåðíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîãðàììíûõ ñè-
ñòåì, ðåçêî ñíèçèâøèõ ïîòðåáíîñòü â íàïèñà-
íèè ñîáñòâåííûõ ìàëåíüêèõ ïðîãðàììíûõ ïðî-
äóêòîâ.

Â ïîñëåäíèå ãîäû ïîêàçàòåëåì èíòåëëåêòó-
àëüíîé ìîùè êîìïüþòåðîâ, â òîì ÷èñëå è ïåð-
ñîíàëüíûõ, ñòàëè óæå íå ïðîãðàììû äëÿ èã-
ðû â øàõìàòû, à íîâåéøèå ñèñòåìû êîìïüþòåð-

íîé ìàòåìàòèêè (ÑÊÌ) (èíîãäà èõ íàçûâàþò ñè-
ñòåìàìè êîìïüþòåðíîé àëãåáðû, èëè ñèñòåìàìè
ñèìâîëüíûõ (àíàëèòè÷åñêèõ) âû÷èñëåíèé).

Òàêèì îáðàçîì, ñ íåäàâíåãî âðåìåíè ñðåäè
ïîëüçîâàòåëåé ïðåñîíàëüíûõ êîìïüþòåðîâ ðàç-
ëè÷íîãî êëàññà äîñòàòî÷íî ïîïóëÿðíûìè è øè-
ðîêî èñïîëüçóåìûìè ñòàëè òåðìèíû ¾Cèñòåìà
êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè¿ è ¾ñèñòåìà êîìïüþ-
òåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ¿. Ñîçäàííûå äëÿ ïðîâå-
äåíèÿ ñèìâîëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ âûðîæåíèé, ýòè ñèñòåìû áûëè äîâåäåíû äî
óðîâíÿ, ïîçâîëÿþùåãî îáëåã÷èòü, à ïîä÷àñ è çà-
ìåíèòü òðóä ìàòåìàòèêîâ � òåîðåòèêîâ è àíàëè-
òèêîâ. Âñå âûøåîïèñàííûå îáñòîÿòåëüñòâà è äà-
ëè èìïóëüñ àâòîðàì äàííîé ðàáîòû äëÿ èññëå-
äîâàíèé â ñôåðå âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è
ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

I. Îïèñàíèå ìåòîäîâ ðåøåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

1. Îáûêíîâåííûå ÄÓ. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.
Ðàçëè÷íûå çàäà÷è âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ íàó-
êè è òåõíèêè ïðè èõ ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäå-
ëèðîâàíèè ñâîäÿòñÿ ê äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèÿì.
Äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè íàçû-
âàþòñÿ òàêèå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå, êðîìå
íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé îäíîãî èëè íåñêîëü-
êèõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, ñîäåðæàò
òàêæå è èõ ïðîèçâîäíûå. Äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ (ÄÓ) íàçûâàþò îáûêíîâåí-
íûìè (ÎÄÓ), åñëè íåèçâåñòíûå ôóíêöèè
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îäíîãî ïåðåìåííîãî,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ÄÓ íàçûâàòüñÿ óðàâ-
íåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ñîîòíî-
øåíèå:

F (x, y′, y′′, y′′′, . . . , y(n)) = 0. (1)
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ñâÿçûâàþùåå ïåðåìåííóþ x, íåèçâåñòíóþ
ôóíêöèþ Y = Y (x) è åå ïðîèçâîäíûå äî
ïîðÿäêà (n) âêëþ÷èòåëüíî, íàçûâàþò ÎÄÓ
n-ãî ïîðÿäêà.

2. Çàäà÷à Êîøè. Â çàâèñèìîñòè îò âèäà ÄÓ
(1) çàäà÷à Êîøè ôîðìèðóåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì.
1. Åñëè n = 1, òî òðåáóåòñÿ íàéòè Y =

Y (x), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ:

dY

dX
= f(x, Y ) (2)

è ïðèíèìàþùóþ ïðè x = x0 çàäàííîå
çíà÷åíèå y0 :

Y (x0) = Y0 (3)

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ðåøåíèå íóæíî ïîëó÷èòü äëÿ çíà-
÷åíèé x > x0. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî
çíà÷åíèÿ ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîå x,
íî ÷àùå âñåãî ïðèíèìàþò x0 = 0, ÷òî
íå âëèÿåò íà ðàçðàáîòêó ÷èñëåííîãî
ìå-òîäà äëÿ (2). Çàìåòèì, ÷òî âñå ÷èñ-
ëåííûå ìåòîäû ðàçðàáîòàíû äëÿ ðå-
øåíèÿ ÎÄÓ èìåííî ïåðâîãî ïîðÿäêà.

2. Çàäà÷à Êîøè äëÿ ÎÄÓ n-ãî ïîðÿäêà:

Y (n) = f(x, Y ′, Y ′′, ..., Y n−1) (4)

íàéòè Y = Y (x), óäîâëåòâîðÿþùóþ
(4) è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì:

Y (x0) = Y0;Y ′(x0) = Y ′0 , ...,

Y (n−1)(x0) = Y
(n−1)
0

ãäå

Y0, Y
′
0 , ..., Y

(n−1)
0

� åñòü çàäàííûå ÷èñëà.
3. Çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû ÄÓ:





dY1/dx = f1(x, Y1, Y2, ...Yn)

dY2/dx = f2(x, Y1, Y2, ...Yn)
. . .

dYn/dx = fn(x, Y1, Y2, ...Yn)
.

Çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû çàêëþ÷àåò-
ñÿ â îòûñêàíèè Yi(x), óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ ñèñòåìå è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì:

Y1(x0) = Y10; ...;Yn(x0) = Yn0;

Åñëè óäàåòñÿ íàéòè îáùåå ðåøåíèå äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, èëè ñèñòåìû
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òî çàäà÷à
Êîøè ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ çíà÷åíèé ïðî-
èçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.

II. Ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå

Ïðèêëàäíîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå, ðàç-
ðàáîòàííîå àâòîðàìè äàííîé ðàáîòû íà îñíîâå
òåîðèè âûñøåé ìàòåìàòèêè î äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèÿõ, à òàêæå áàçèðóÿñü íà òåîðå-
òè÷åñêèõ ñâåäåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ñïî-
ñîáíî îñóùåñòâëÿòü îòëàæåííóþ ðàáîòó ñëåäóþ-
ùèõ îïöèé, ïðèçâàííûõ ðåøèòü íåêîòîðûå çàäà-
÷è ìàòåìàòèêè:

1. Íåêòîðûå âèäû ðàáîòû ñ ìàòðèöàìè
2. Ðåøåíèå ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

ìàòîäîì Ãàóññà-Æîðäàíà
3. Àíàëèòè÷åñêîå (ñèìâîëüíîå) èíòåãðèðîâà-

íèå íåêîòîðûõ ôóíêöèé
4. ×èñëåííîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà
� Ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû. Íà åãî îñíîâå

ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ðàçíîñòíûå ñõå-
ìû ðàçíîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Èäåÿ
åãî ðåàëèçàöèè ñòîèò â ïîäáîðå ðÿ-
äà Òåéëîðà ïðè ðàçëîæåíèè èñêîìîé
ôóíêöèè Y = Y (x) â îêðåñòíîñòÿõ óç-
ëîâ ñåòêè â ïëàíå ïîâûøåíèÿ òî÷íî-
ñòè ýòîãî ðàçëîæåíèÿ, à èìåííî, óâå-
ëè÷åíèå ÷èñëà ïðîèçâîäíûõ âûñøå-
ãî ïîðÿäêà áåç èõ íåïîñðåäñòâåííîãî
îïðåäåëåíèÿ èç-çà ñëîæíîñòè àíàëè-
òè÷åñêèõ âûðàæåíèé ïîëíûõ ïðîèç-
âîäíûõ ïî x îò ôóíêöèè f(x, y).

� Ìåòîä Ýéëåðà. Ýòîò ìåòîä îñíîâàí
íà ðàçëîæåíèè èñêîìîé ôóíêöèè Y (x)
â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòÿõ óçëîâ
ñèñòåìû x = xi (i = 0, 1, 2, . . . , n), â
êîòîðîì îòáðàñûâàþòñÿ âñå ÷ëåíû, ñî-
äåðæàùèå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî è áî-
ëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Êàê ïðàâèëî,
èñïîëüçóåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà

∆x = xi+1 − xi = h =

= const(i = 0, 1, 2, . . . , n)

� Ìåòîä Àäàìñà-Áàøôîðòà.
� Ìåòîä Ýéëåðà-Êîøè.

5. ×èñëåííîå ðåøåíèå íåêîòîðûõ ñèñòåì äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

6. Ðåàëèçàöèÿ ðåøåíèÿ ðÿäà äèôôåðåíöèàëü-
íûé óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

7. Ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ íåêîòîðûõ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ
èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ

III. Çàêëþ÷åíèå

Â êîíöå õîòåëîñü áû îòìåòèòü, ÷òî â ïðî-
öåññå ðàçðàáîòêè è ìîäåðíèçàöèè äàííîãî ïðî-
åêòà, îïèðàÿñü íà òåîðèþ äèôôèðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé è ìàòåìàòè÷åñêóþ ôèçèêó, áûë ïî-
ëó÷åí ìíîãîôóíêöèîíàëüíûé ïðîãðàììíûé ïðî-
äóêò, êîòîðûé ñïîñîáåí ñ õîðîøåé ñòåïåíüþ òî÷-
íîñòè âûïîëíÿòü ðÿä ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷, ïî-
ñòàâëåííûé ïîëüçîâàòåëåì.
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