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Сформулирована система уравнений возбуждения волн 0 jE  в нерегулярном волноводе с 

круговым сечением в четной форме (первые производные амплитуд 0 jE -волн в ядре сис-
темы отсутствуют). Такая форма уравнений позволяет использовать эффективные и сходя-
щиеся четные алгоритмы решения. На широком ряде примеров решения задач для нерегу-
лярных волноводов с сильно различающимися профилями показана эффективность пред-
ложенного метода. 

Ключевые слова: нерегулярные волноводы с круговым сечением, четная форма уравнений 
возбуждения, четные алгоритмы численного решения. 

Введение 
Теория возбуждения волн в нерегулярных волноводах, базирующаяся на методе преоб-

разования координат и проекционном методе, приводит в конечном итоге к двухточечной 
краевой задаче для системы обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) относительно 
амплитуд связанных нормальных волн в преобразованной системе координат [1–7]. Для нере-
гулярных волноводов с круговым сечением системы ОДУ для 0 jH  и 0 jE  волн (волн с нулевым 
азимутальным индексом) разделяются, т.е. оказываются независимыми [1–7]. Поэтому задачи 
возбуждения 0 jH  и 0 jE  решаются независимо. 

Однако та и другая задача при одинаковом подходе приводит к различающимся по типу 
системам ОДУ, что необходимо учитывать при численной реализации их решения. Дело в том, 
что, как показано в [8–10], при четной форме ядра (главных частей) системы ОДУ численные 
алгоритмы при соответствующей формулировке оказываются устойчивыми, при смешанной же 
форме устойчивость численных алгоритмов не обеспечена. Под термином «четная форма» по-
нимается, что в главной части ОДУ только четные операции дифференцирования: нулевая (са-
ма функция), вторая производная, четвертая, шестая и т.д. При «смешанной форме» в ОДУ 
имеются как четные, так и нечетные операции дифференцирования (первая, третья, пятая и 
т.д.). 

При использовании метода преобразования координат и проекционного метода система 
уравнений Максвелла в преобразованной системе координат обычно приводится к системе 
уравнений второго порядка относительно расчетного вектора E


 за счет исключения H 


 из 

уравнений [1, 3, 4]. Такой подход весьма целесообразен для волн 0 jH : во-первых, для них E


 

содержит только одну компоненту E , и краевая задача приводится к скалярной; во-вторых, в 
этом случае главная часть системы ОДУ при элементарном преобразовании переменных при-
нимает четную форму [1, 3, 4]. Но такой общий подход нецелесообразен для 0 jE -волн: E


 со-
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держит две компоненты ( E  и zE ), а результирующая система ОДУ не приводится к четной 
форме. 

В предлагаемой статье использован (для формулировки уравнений возбуждения 0 jE -
волн) целесообразный (в свете изложенных выше соображений) подход: в преобразованной 
системе исключается E


 и строится уравнение второго порядка относительно H 


. При таком 

подходе краевая задача для 0 jE -волн становится скалярной ( H 


имеет только одну компоненту 
H ), а результирующая система ОДУ относительно амплитуд нормальных волн приводится к 

четной форме. Приведенные в статье примеры численного решения задач для 0 jE  волн иллю-
стрируют устойчивость численных алгоритмов для решения полученной для 0 jE  волн системы 
ОДУ. 

Следует также подчеркнуть актуальность формулировки уравнений возбуждения волн 
0 jE  в нерегулярных волноводах с круговым сечением в адекватной для устойчивых численных 

методов форме, поскольку эти типы волн используются в супермощных черенковских генера-
торах и усилителях, обеспечивающих создание радиолокационных систем и систем ПРО ново-
го поколения. 

Уравнения Максвелла в преобразованной системе координат 

Будем рассматривать продольно-нерегулярный волновод с круговым сечением, внут-
ренняя граница которого задана как ( )b z , где b  – радиус волновода при заданном z , z  – про-
дольная координата. Граничное условие на идеально проводящей внутренней поверхности 

( )b z  задано как 

( )
0.

r b z
nE


   
  (1) 

Проведя преобразование координат (переходим от реальной системы координат , ,r z  
к системе , , z , где ( )r b z  ), получаем граничное условие (1) в виде 

1
' 0,nE


   
  (2) 

а уравнения Максвелла приобретают следующий вид (среда – вакуум) [1, 3, 4]: 

0 0ˆ , .ˆ ˆE HrotH gJ rotE
t

g
t

g
       

 

   
  (3) 

Здесь 0 0,   – соответственно диэлектрическая и магнитная проницаемости вакуума, а 
составляющие вспомогательных векторов E


, H 


, J 


 следующим образом связаны с ковари-
антными проекциями E


, H 


, J 


 (физические векторы напряженностей электрического и маг-
нитного полей и плотности электрического тока) [1–6]: 

1 2 3' ' 'za a aE E E E    
   , 1 2 3' ' 'za a aH H H H    

   , 

1 2 3' ' 'za a aJ J J J    
   , 

где 1 2 3, ,a a a    – система взаимных векторов преобразованной неортогональной системы коор-
динат , , z  : 

0 0
1 3020 , ,r dbz z

b b dz b
a a a
   


       

Метрический тензор ĝ  имеет вид [1, 4]: 
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11 13

31 33

0
ˆ 0 1 0

0

g g
g

g g

 
   
 
 

, 

2
2

11 1 dbg
dz

     
 

, 13 31
dbg b g
dz

    
 

, 2
33g b  (4) 

Соответственно 1ĝ   записывается как 

13
1

31 33

1 0
ˆ 0 1 0

0

G
g

G G



 
   
 
 

, 13 31
dbG G

b dz


  , 
22

33 2 2 .1 dbG
b b dz

     
   

(5) 

Исключим теперь из системы уравнений (3) E


 и составим уравнение относительно 
H 


: 

   
2

1
0 0 2

ˆ 0.ˆr gHot g rotH rotJ
t

      


 
 (6) 

Полагая, что процесс установившийся и периодический (стационарные режимы реля-
тивистских ЛБВ и ЛОВ), представим искомое решение H 


 в виде 

0

Re
M

jm t
m

m
H H e 



  
   (7) 

Теперь обратимся к рассматриваемому нами случаю возбуждения 0 jE -волн в волново-

де. Тогда mH 
  с учетом граничного условия задачи (2) можно представить в виде следующего 

конечного ряда [1–6]: 

  0 1 0
1

( )
I

M
m mi i

i
H A z J



      
,  0 0 0, 1,2iJ i     (8) 

Проекционные соотношения и системы ОДУ для  M
miA z  и  M

miС z  

Для нахождения системы  ОДУ, определяющих амплитуды связанных нормальных 
волн Е0j воспользуемся проекционным методом Галеркина. Подставим искомое решение (7), 
(8) в исходную систему (6) и заменим ее эквивалентной ей системой проекционных равенств: 

    
1

1 2 2
0 0 0 1 0

0

ˆˆ m m prot g rotH m J dgH          
  

 

 
12

0 1 0
0 0

1
2

jm t
protJ J d e d t


        

 
  

   
2 1

1 0p
0 0

'1
2

jm tz
mp

JJ J d e d t I z
z


   

              
  , (9) 

1,2 , 1,2p I m M     

После подстановки в (9) формы решения для mH 


 (8) с учетом (4), (5), получаем систему 
ОДУ для M

miA : 
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2 2
02

2 2

M
mp p M

mp

d A
m A

dz b
 

     
 




 

 
2 2

1 1 32 2 2
1

1 2 3 1 1MI
Mmi

pi mi pi ip mp
ipp

dAdb db d b dbI A I I I z
h b dz dz b dz b dz b dz

                        


   (10) 

Здесь 

 2
1 0

1
2pp ph J  , 

   
1

2
1 0 0 1 0 0

0
pi i p iI J J d         , 

    
1

2
3 1 0 1 0 0

0
pi i p iI J J d         . 

Граничные условия к системе ОДУ (10) на регулярных согласованных концах волново-
да имеют стандартный вид [7]. 

Система (10), однако, не удовлетворяет поставленной нами задаче, поскольку ее ядро 
содержит первую производную функции M

mpA , что приводит к неустойчивости вычислительно-

го алгоритма. Поэтому введем замену переменных: положим    M M
mp mpA b z C z  . Тогда система 

ОДУ для M
mpC  принимает требуемую четную форму ядра (главной части): 

2 2 2 2
0 32

2 2 2 2 2

1 2 1M
mp p pp M

mp
pp

d C Idb d b db
m C

dz b b dz b dz b dz h
     
    
         




 

 
2 2

1 1 3

2 2 2 2
1,

2 3 1 1
.

MI
ip ip ipM Mmi

mi mi mp
i i p pp pp pp

I I IdCdb db db d b db
C b C I z

b dz h dz dz b dz b dz h b dz h 

      
        

                



   (11) 

Физическая напряженность магнитного поля на частоте m  выражается как 

0m mH H  
   , причем 

   1 0
1

,
I

M jm t
m mp p

p

rH C z J e
b z






 
    

 
    

а физическая напряженность mE
  как 

 
   
00

0 0 0
10 0

1 jm t I
m pm jm t M

m m mp p
p

rH Hz e r
E r J e z C J

jm r r z jm b z b z


  



 
      

   

    
   
    


     




 

     
0

0 1 0 1 02
10

'
Mjm t I

p mpM
mp p p

p

r dCe r db r
r C J J

jm b z b z dz dz b z





    



    
    

    


  
 



   
00

0 0 0
1

jm t I
pM

mp p
p

Wje r
z C J

m k b z b z






    

 
 
 

 




     
00

0 1 0 1 02
1

' ,
Mjm t I

p mpM
mp p p

p

r dCWje r db r
r C J J

m k b z b z dz dz b z






     

    
    

    


  
   (12) 
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0 0 0
2 ,k W

c
 

    


. 

Уравнения (10)–(12) приведены в размерных единицах длин  ,z b z . Очевидно, что ес-
ли левые и правые части этих уравнений умножить на 21 k  , то величины  ,z b z  в них преоб-
разуются в безразмерные, что, естественно, удобно для выполнения расчетов. В дальнейшем 
мы условимся без изменения обозначений указанных величин считать, что в уравнениях (10) –
(12) 

   , .b z kb z z kz   (13) 

Четный алгоритм расчета амплитуд M
mpC  

Четная форма уравнений возбуждения 0 jE -волн (11) открывает путь для использования 
четных алгоритмов пошагового решения этих уравнений, предложенных в [8–10] и апробиро-
ванных на решении задач возбуждения 0 jH -волн [8–10]. 

Воспользуемся приведенным в [8–10] пошаговым алгоритмом решения четного урав-
нения для 0 jH -волн вида 

 
2

2
d C Q z C f
dz

 
   (14) 

в следующей форме: 

2 21 1 1
2 12 2

2 ,i i i i
i i

C C C fC h Q h  
     

   

    (15) 

где 1  , число, выбираемое при конкретных расчетах, причем 1   при уменьшении 
шага интегрирования. 

На рис. 1,а приведен профиль  b z  рассчитываемого волновода ( 0mpI  ), на рис. 1,б – 

распределения 1
M
pC  при числе шагов четного алгоритма 20000N  . Приемлемая точность 

достигается уже при 2000N  . 

 
а б 

Рис. 1. Расчет поля Е-волны с помощью четного алгоритма: 
профиль волновода и 0 p : –  – 01 , 02 – – – (а); 

 1
M
pC z при 20000N  : – – – 1p  ; –  – 2p  ; ––– 3p  ; –– –– 4p   (б) 

Рис. 2 иллюстрирует сходимость четного алгоритма при увеличении N : здесь приведе-
ны зависимости максимальной на z  относительной погрешности 1

M
pC   и зависимость 1 p  от 

 1,2,...N p  . 
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а б 

Рис. 2. Сходимость четного алгоритма при увеличении N:  p p N    (а); 

 1

p
N


; ––– 1p  ; – – – 2p  ; –– –– 3p  ; –  – 4p   (б) 

Рис. 3 иллюстрирует влияние высших (закритических) волн 0 jE  на структуру поля в 
волноводе. 

 
а 

 
б 

 
в 

Рис. 3. Влияние высших (закритических) волн 02 03 04, ,E E E  на структуру поля в волноводе: профиль 

волновода ( )b z  (а); 01
MC (б); модовый состав полного поля в волноводе: 

 ––– 1p  ;  – – – 2p  ; –– –– 3p  ; –  – 4p   (в) 
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На рис. 3,а приведен профиль волновода, на рис 3,б – структура поля, рассчитанная при 
учете только 01E -моды, на рис 3,в – то же самое, но с учетом закритических 02E , 03E , 04E -
мод. Расчеты проводились при N = 8000. Сравнение рис. 3,б и рис. 3,в указывает на существен-
ную роль закритических волн в рассматриваемом (резонансном) случае: их учет очевидным 
образом необходим. 

Заключение 
Приведенные в статье результаты свидетельствуют о целесообразности использования 

четной формы уравнений возбуждения 0 jE  волн в нерегулярных волноводах с круговым сече-
нием, позволяющей применять для численного решения задачи эффективные четные алгорит-
мы, обеспечивающие сходимость решения в отличие от стандартных методов.  

THE EVEN FORM FOR EXCITATION EQUATIONS OF E0J-MODES IN THE 
IRREGULAR WAWEGUIDES WITH CIRCULAR SECTION 

M.P. BATURA, A.A. KURAYEV, T.L. POPKOVA, A.O. RAK 

Abstract 

The system of excitation equations of Е0j-modes in the irregular waveguide with circular sec-
tion is formulated in the even form (the first derivatives of Е0j-modes amplitudes in the core of system 
are absent). This form of equations allow to use the effective and convergence even algorithms for so-
lutions. The effectiveness of suggested method is corroborated at series of examples of solution of the 
problems for irregular waveguides with intense remarkable profiles. 
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