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Представлена конечно-элементная модель собственных колебаний прямоугольной пластины от действия
ударной нагрузки. Разработано соответствующее программное обеспечение и проведена его верификация.

Введение

Воздействие ударных нагрузок в ряде слу-
чаев может привести к возникновению соб-
ственных колебаний, вызывающих изменение
напряженно-деформированного состояния и раз-
рушение исследуемого объекта. Моделирование
собственных колебаний прямоугольной пласти-
ны от действия ударной нагрузки будем осу-
ществлять методом конечных элементов [1, 2].

I. Исследуемая математическая модель

Для решения задачи о собственных коле-
баниях в прямоугольной пластине применяется
физическая модель, показанная на рис. 1. Она
представляет собой пластину, которая жестко за-
креплена со всех сторон. Перпендикулярно к ее
поверхности приложена ударная нагрузка.

Рис. 1 – Воздействие ударной нагрузки на жестко
закрепленную прямоугольную пластину

Для описания поведения физической моде-
ли, представленной выше, воспользуемся уравне-
нием [1, 3]:

[K] {σ}+ [C]
∂{σ}
∂t

+ [M ]
∂2

∂t2
{σ}+ {F} = 0, (1)

где [K] - матрица жесткости, [C] - матрица демп-
фирования, [M ] - матрица масс, {σ} - вектор уз-
ловых перемещений, {F} - вектор нагрузки.

Перед нахождением граничных условий
введем обозначение:

D =
Eh3

12(1− µ2)
, (2)

где E - модуль упругости, h - толщина пластины,
µ - коэффициент Пуассона.

Условия закрепления пластины, или гра-
ничные условия, задаются с учетом прогибов и
углов поворота нормалей:

ω(x, y); θx(x, y) = ∂ω(x,y)
∂x ;

θy(x, y) = ∂ω(x,y)
∂y .

(3)

При статическом нахождении граничных
условий задаются величины усилий. При изги-
бе прямоугольной пластины – это изгибающие и
крутящие моменты, а также поперечные силы:

Sx(x, y) = −D
[
∂2ω(x,y)
∂x2 + µ∂

2ω(x,y)
∂y2

]
;

Sy(x, y) = −D
[
∂2ω(x,y)
∂y2 + µ∂

2ω(x,y)
∂x2

]
;

(4)

Hx(x, y) = −Hy(x, y) = −D(1− µ)
∂2ω(x, y)

∂x∂y
; (5)

Vx(x, y) = −D
[
∂3ω(x,y)
∂x3 + ∂3ω(x,y)

∂x∂y2

]
;

Vy(x, y) = −D
[
∂3ω(x,y)
∂y3 + ∂3ω(x,y)

∂x2∂y

]
.

(6)

Приведенные поперечные силы:

Qx = −D
[
∂3ω(x,y)
∂x3 + (2− µ)∂

3ω(x,y)
∂x∂y2

]
;

Qy = −D
[
∂3ω(x,y)
∂y3 + (2− µ)∂

3ω(x,y)
∂x2∂y

]
.

(7)

На защемленном краю отсутствуют проги-
бы и углы поворота нормали к срединной плос-
кости в направлении, перпендикулярном к краю.
В рассматриваемой физической модели защем-
лены все края, поэтому:

ω = 0;
∂ω

∂y
= 0. (8)
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II. Выведение аналитических
выражений

Предположим, что существует решение
уравнения (1) и оно является комплексным чис-
лом, то есть выглядит следующим образом:

{σ(t)} = {σ0} expαt, (9)

затем произведена подстановка комплекного вы-
ражения (9) в уравнение (1):

([K] + α[C] + α2[M ]){σ0}+ {F} = 0, (10)

α - мнимая величина, то есть имеет вид:

α = iω, (11)

тогда

expαt = expiωt = cosωt+ i sinωt. (12)

В общем случае вектор {σ0} является ком-
плексным, следовательно:

{σ0} = {σx}+ i{σy}, (13)

тогда уравнение (10) можно записать в виде:

[
[K]− ω2[M ] −ω[C]
−ω[C] [K]− ω2[M ]

]{
σx
σy

}
= −

{
F
0

}
,

(14)
где {σx} - вещественная и {σy} - мнимая ча-

сти вектора узловых перемещений, ω - период
колебаний.

Для нахождения собственных колебаний в
начальный момент времени необходимо подста-
вить результаты, полученные после решения си-
стемы линейных уравнений (14), в выражение:

{σ} = {σx} cos 0 + {σy} sin 0. (15)

Узловые перемещения {σ} из уравнения
(15) используются для нахождения форм соб-
ственных колебаний [3]:

Uji =
σji
ω

m∑
r=1

ε
(τω

2π

)
σjrS, (j = 1, .., n; i = 1, .., n).

(16)
Для нахождения значений перемещений

(uj), затухающих с течением времени, нужно
подставить найденные формы собственных коле-
баний (Uji) в уравнение:

uj =
n∑
i=1

Uji exp−
γ
2 ωt sinωt, (j = 1, .., n). (17)

III. Результаты и их обсуждение

Для проверки правильности вычислений,
разработанного программного продукта исполь-
зовались результаты расчетов по формулам [3, с.
516].

Рассматривалась стальная жестко закреп-
ленная со всех сторон тонкая пластина длиной 1
м, шириной – 1 м и толщиной 0,1 м. К пластине
была приложена ударная нагрузка величиной 10
000 Н.

На рис. 2 представлены амплитуды колеба-
ний полученные в программе, с разбиением на
100 конечных элементов, и согласно расчетам из
[3].

Рис. 2 – Изменение амплитуды колебаний в
прямоугольной пластине с течением времени

Расхождение результатов моделирования с
решением из [3] не превышало 11%, таким об-
разом, предлагаемый алгоритм и программное
обеспечение могут быть использованы для иссле-
дования собственных колебаний в прямоуголь-
ной пластине. Результаты исследований дан-
ного физического процесса могут применяться
при проектировании конструкций подверженных
воздействию ударных нагрузок.
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