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Èçëîæåíî ïðèëîæåíèå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ê ðàñ÷åòó îòêðûòîé òîíêîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷-

êè ïîñòîÿííîé òîëùèíû, íàãðóæåííîé ïî âñåé ïîâåðõíîñòè ðàâíîìåðíûì íîðìàëüíûì äàâëåíèåì, ýëå-

ìåíòàìè êðèâîëèíåéíîé ôîðìû. Âûïîëíåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ñ òî÷íûì ðåøåíèåì.

Ââåäåíèå

Äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷
ñòðîèòåëüíîé ìåõàíèêè èñïîëüçóþòñÿ ïðèáëè-
æåííûå ìåòîäû. Îäíèì èç ÷àñòî ïðèìåíÿåìûõ
ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ [1].

Òîíêîñòåííûå ýëåìåíòû êîíñòðóêöèé îáåñ-
ïå÷èâàþò âûñîêóþ ïðî÷íîñòü è íàäåæíîñòü ñî-
îðóæåíèé ïðè ëåãêîñòè, ÷òî îáåñïå÷èëî øèðî-
êóþ ðàñïðîñòðàíåííîñòü â ñîâðåìåííîé òåõíèêå
[2].

Ðàññìîòðèì èçãèá îòêðûòîé êðóãîâîé öè-
ëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïîñòîÿííîé òîëùèíû,
íàãðóæåííîé ïî âñåé ïîâåðõíîñòè ðàâíîìåðíûì
íîðìàëüíûì äàâëåíèåì.

I. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìîäåëü

Ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è áóäåì èñêàòü ìå-
òîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
îáîëî÷åê ñ èñïîëüçîâàíèåì ÌÊÝ êàê ïðàâèëî èñ-
ïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå âèäû îáîëî÷å÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ [3]:

1. ïëîñêèå;
2. êðèâîëèíåéíûå;
3. óñå÷åííûå.

Ïîâåäåíèå íåïðåðûâíîé êðèâîëèíåéíîé ïî-
âåðõíîñòè ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî òî÷íî àïïðîê-
ñèìèðîâàíî ïëîñêèìè ýëåìåíòàìè ìàëîãî ðàçìå-
ðà. Îäíàêî, òàêèå ýëåìåíòû íå â ñîñòîÿíèè òî÷-
íî îïèñàòü ãåîìåòðèþ êðèâîëèíåéíîé ïîâåðõíî-
ñòè, ÷òî óâåëè÷èâàåò ðàçìåð êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé
ñåòêè, ïðèâîäÿùåé ê óâåëè÷åíèþ îáúåìà âû÷èñ-
ëåíèé. Áîëåå ïåðñïåêòèâíûìè ÿâëÿþòñÿ êðèâî-
ëèíåéíûå ýëåìåíòû, ïðåäñòàâëÿþùèå ãåîìåòðèþ
îáîëî÷êè áîëåå òî÷íî, ÷òî ïîçâîëÿåò äîáèòüñÿ
áîëåå òî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ ïðè ìåíåå ãóñòîé ñåò-
êå.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ðàññìîò-
ðèì ýëåìåíò îáîëî÷êè â êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò, ñ êîîðäèíàòíûìè ëèíèÿìè x è ϕ:

Ðèñ. 1 � Êðèâîëèíåéíûé ýëåìåíò îáîëî÷êè

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ýëåìåíòû ñ ÷åòûðüìÿ
óçëàìè ïî 6 ñòåïåíåé ñâîáîäû â êàæäîì óçëå.
Ñîîòâåòñòâåííî, âåêòîðû ïåðåìåùåíèé è óãëîâ
ïîâîðîòà â òî÷êå ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè:

uT =
[
u v w

]
,

βT =
[
β1 β2

∂2w
∂x∂ϕ

]
.

Äåôîðìàöèè è èçìåíåíèÿ êðèâèçíû:

εT =
[
ε11 ε22 2γ12

]
,

kT =
[
k11 k22 2k12

]
.

Ñèëû è ìîìåíòû:

NT =
[
N11 N22 N12

]
,

MT =
[
M11 M22 M12

]
.

Âåêòîðû ïîâåðõíîñòíûõ íàãðóçîê è ñîñðå-
äîòî÷åííûõ ñèë è ìîìåíòîâ:

pT =
[
p1 p2 p3

]
,

ρTN =
[
N1 N2 −Q

]
,

ρTM =
[
M1 M2 0

]
,

ãäå p ñîäåðæèò ðàñïðåäåëåííóþ íàãðóçêó â íà-
ïðàâëåíèè êîîðäèíàòíûõ ëèíèé x è ϕ, à òàêæå
ðàñïðåäåëåííóþ íàãðóçêó ïåðïåäèêóëÿðíóþ ñðå-
äèííîé ïëîñêîñòè îáîëî÷êè; ρN è ρM −ñîäåðæàò
ñîñðåäîòî÷åííûå â óçëàõ ñèëû è ìîìåíòû.
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Ñîãëàñíî âàðèàöèîííîìó ïðèíöèïó Ëàãðàí-
æà çàäà÷à ðåøàåòñÿ â ïåðåìåùåíèÿõ, ñ ìèíèìè-
çàöèåé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñèñòåìû îáîëî÷-
êè (1). Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèé, âîçìîæ-
íî âû÷èñëåíèå êîìïîíåíòîâ òåíçîðîâ äåôîðìà-
öèé è íàïðÿæåíèé. Ìàòåðèàë îáîëî÷êè âûáðàí
èçîòðîïíûé, îäíîðîäíûé è óïðóãèé. Âåêòîð ïî-
ïåðå÷íûõ ñèë è ìîìåíòîâ:

N = tCstrε,

M =
t3

12
Cstrk,

ãäå

Cstr =
E

1− v2




1 v 0
v 1 0
0 0 1−v

2


 .

Â êà÷åñòâå ñèñòåìû êîîðäèíàò âûáåðåì öè-
ëèíäðè÷åñêóþ, äëÿ êîòîðîé êîýôôèöèåíòû Ëÿ-
ìå H1=1, H2=R; ðàäèóñû êðèâèçíû R1=∞,
R2=R.

II. Àïïðîêñèìàöèÿ ïåðåìåùåíèé

Êîíå÷íûå ýëåìåíòû îáîëî÷åê î÷åíü ÷óâ-
ñòâèòåëüíû ê òî÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ äâèæå-
íèÿ êàê æåñòêîãî öåëîãî [4]. Ñõîäèìîñòü ìåòî-
äà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ îïðåäåëÿåòñÿ ñïîñîáíî-
ñòüþ ïðèáëèæåííûõ âûðàæåíèé äëÿ äåôîðìà-
öèé ïðåäñòàâëÿòü ïðîèçâîëüíîå äåôîðìèðîâàí-
íîå ñîñòîÿíèå [5]. ×àùå îãðàíè÷èâàþòñÿ òðåáî-
âàíèåì ê íóëåâîìó è ïîñòîÿííîìó ñëàãàåìûì
â âûðàæåíèÿõ äëÿ äåôîðìàöèé, êîòîðûå ïðåä-
ñòàâëÿþò äâèæåíèå ýëåìåíòà êàê æåñòêîãî öå-
ëîãî è ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ [4].
Äëÿ òî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ æåñòêèõ ñìåùåíèé
íåîáõîäèìî� ÷òîáû ôóíêöèè àïïðîêñèìèðóþùèå
ïåðåìåùåíèÿ ñîäåðæàëè èõ òî÷íûå âûðàæåíèÿ.
Èñïîëüçîâàíèå ÷èñòî ïîëèíîìèàëüíûõ âûðàæå-
íèé äëÿ ïåðåìåùåíèé ïîçâîëÿåò ëèøü ïðèáëè-
æåííî ïðåäñòàâèòü æåñòêèå ñìåùåíèÿ. Ïåðåìå-
ùåíèå ýëåìåíòà òåëà êàê òâåðäîãî öåëîãî àï-
ïðîêñèìèðóåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé (2),
(3), (4). Äëÿ àïïðîêñèìàöèè äåôîðìàöèé èñïîëü-
çóþòñÿ ïîëèíîìû (5), (6), (7). Êîìïîíåíòû ïîë-
íîãî âåêòîðà ïåðåìåùåíèé:

u = u0 + u1,

v = v0 + v1,

w = w0 + w1.

III. Ðåçóëüòàòû

Äëÿ âåðèôèêàöèè ïðåäñòàâëåííîé ìîäåëè
ðàññìîòðåíà çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé
îáîëî÷êè ðàäèóñîì R=1 ì, äëèíîé 10 ì, òîë-
ùèíîé 0,01 ì, èçãîòîâëåííîé èç ñòàëè ñ ìîäóëåì
óïðóãîñòè E=3·1010 Í/ì2, êîýôôèöèåíòîì Ïóàñ-
ñîíà µ=0,3, ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî ðàâíîìåð-
íîãî íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ. Êðàÿ îáîëî÷êè ñâî-
áîäíû. Òî÷íîå ðåøåíèå [2] ñîñòàâèëî 4,250·10−7

ì.
Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïðåäñòàâëåíû â òàáëè-

öå.

Òàáëèöà 1 � Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà
Ðàçìåð ñåòêè 12x4 24x8 48x20
W (x10−7 ì) 4.14 4.22 4.24
Ïîãðåøíîñòü(%) 2.5 0.6 0.1

Çàêëþ÷åíèå

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçàëè, ÷òî ñ
óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ
ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê òî÷íûì [2].
Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ âàðüèðîâàëîñü ïî îêðóæ-
íîñòè îò 12 äî 48, ïî äëèíå îáîëî÷êè îò 4 äî 20.
Ïîãðåøíîñòü ñîñòàâèëà îò 0,1 % äî 2,5 %.
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Pe =
1

2

∫

A

(
εTN + kTM

)
H1H2dq1dq2 −

∫

A

uT pH1H2dq1dq2 −
∫

S

(
uT ρN + βT ρM

)
dS (1)

u0 = a1 + a2R (cosϕ− cos θ)− a3R sinϕ (2)

v0 = −a2x sinϕ+ a3x cosϕ+ a4R (cosϕ cos θ − 1)− a5 sinϕ+ a6 cosϕ (3)

w0 = a2x cosϕ+ a3x sinϕ+ a4R sinϕ cosϕ+ a5 cosϕ+ a6 sinϕ (4)

u1 = a7x+ a8ϕ+ a9xϕ (5)

v1 = a10ϕ+ a11xϕ (6)

w1 = a12x
2 + a13xϕ+ a14ϕ

2 + a15x
3 + a16x

2ϕ+ a17xϕ
2 + a18ϕ

3 + a19x
3ϕ+ a20x

2ϕ2+

+a21xϕ
3 + a22x

3ϕ2 + a23x
2ϕ3 + a24x

3ϕ3 (7)
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